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1

JOHDANTO

2

1 (30)

Laskuperusteiden taulustoissa esitetiin koron ja elossapysy~-
misen todennikdisyyden yhteisvaikutus D-lukujen avulla. Jos
tarkastellaan taulukkoa, jonka luvut on laskettu nollakorkoa
kiyttden, voidaan D-luvut tulkita jonkin suljetun henkilS5jou-
kon (kohortin) henkildmiiriksi. Elossapysymisen todennik&i-
syyksien esittiminen D-lukujen suhteen avulla vastaaz klassista
todenndk8isyyskisitetti, jonka mukaan todennikBisyys ymmirre-
tiidn suotuisten tapahtumien suhteena kaikkiin mahdollisiin

tapahtumiin,

TySkyvyttdmyyteen liittyvid todennikbisyykaii el laskuperus-
teissa eni¥ esitetd "henkildiden lukumdirini', vaan taulustot
perustuvat funktioon Z{x,u)du. Tdlli funktiolla tarkoitetaan

todenndkdisyyttd, ettdi x-ikiinen henkild on tydkyvytdn ja

tydkyvyttdmyys on alkanut ikdvdlilld (x-u-du, x-u).

Tdmdn tydn tarkoitus on selvittiid Z-funktiota ja vertailla

ruotsalaista tydkyvyttOmyysmallia suomalaiseen malliin.

HENKILOLUOKAT JA LUOKKIEN VALISET SIIRTYMISTODENNAKOISYYDET

2.1,

Henkiloluokat

Otetaan tarkasteltavaksi jokin tietty joukko henkilditd.
Tarkastelun alkaessa tihin joukkoon kuuluu L henkildd. Nimid

L henkildd voidaan edelleen ryhmitelld erilaisiin luokkiin



idn, sukupuolen, terveydentilan jne, mukaan riippuen siiti,

mitd kulloinkin halutaan tutkia.

Olkoon henkilst ryhmitelty luokkiin 1, 2, ..., m siten, ettd
- henkild ei voi samanaikaisesti kuulua kuin yhteen luockkaan

~ 1uokkaan m kuuluvat kuolleet hemkildt

Jos niiden henkildiden lukumdird, jotka ajan t kuluttua tar-

kasteluhetkestid laskettuna kuuluvat luokkaan j, merkitddn

1,(t):114, pétee yhtald

=
]

le(t), t>0

Lukumdidristid lj(t) ei voida varmuudella sanoa mit##n, ennen-

kuin ajan t kuluttua, jolloinrlukuméérﬁt pystytidin havainnoi-

ﬁaan. Mikdli vastaavista hegkilﬁisté ja henkildryhmistd on

aikaisempia tietoja, voidaan niiden perusteella tehdd ennus-

teita. Kiytinndssi tarkasteltavana olevat henkilat.ja luokat

ovat usein niia monimutkaisia, ettei jokaista yksityiskohtaa
. voida hallita. Siksi matemaattisissa tarkasteluissa on tar-

kasteltavana olevaa prosessia pelkistettdvi, jotta kiyttdkel-

poinen matemaattinen malli saataisiin rakennettua.

2.2.

Siirtymistodennidkdisyydet
Olkoon X(x,t) satunnaismuuttuja, joka saa arvokseen sen luokan
indeksiluvun, johon tarkasteltavana oleva x-ikiinen henkild

idssi x+t kuuluu. Satunnaismuuttuja X(x,t) saa siis arvoja

1, ..., m,



(2.2.1)

bzl = PIX@ = KX

‘Oletetaan, ettd tarkastelun alkaessa kaikki ovat vasta-

syntyneiti luokkaan 1 kuuluvia henkilditd eli
L = 11(0)

Till8in voidaan mySs merkint8jid vksinkertaistaa siten, ettd

X(0,8) = X(t)

Jotta tarkasteltavana olevien vastasyntyneiden jakaantuminen
tutkittavina oleviin luokkiin voitaisiin ennustaa, on tun=-
nettava siirtymidtodenndkbisyydet luokasta toiseen., Otetaan

kdytdntdon merkintd

pjk(y,zfx), jolla

tarkoitetaan todennikdisyyttd, ettd y-ikiinen henkili, joka
kuuluu luokkaan j, johon hin on viimeksi tullut x-iki#iseni,
on z-ikdisend luokassa k.Matemaattisin merkinn@in

1)

pjk(y,zlx) on siis muotoa

=J,x 2ty

# i, x —g<t <X

missi € > 0 on riittivin pieni ja z > y > x > 0.

Selvdid on, ettdi kunkin henkildn on kuuluttava johonkin

luckista 1, 2, ..., m. Tdstd seuraz, ettd

m
z

& pjk(y,ZFX) =1,

1} P on todenn#kdisyysfunktio



(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

Edelleen on selvdd, etti kuolleiden luokka m muodestaa

absorvoivan tilan, jolle pidtee yhtidld

Pmk(Y’le) = 6mk , missid
5 - 1, kun k = m
mk 0, muulloin

Siirtymitodennikiisyyden pjk(y,zlx) ehdollisuudesta seuraa,

ettd
ij(YsYIx) = ij .

Koska pjk(y,zlx) riippuu luokkien j ja k liszksi myds i7istd

X ja y, on sille vaikea'lﬁytﬁﬁ sovellutuskelpoista matemaattis-
ta esitysti. Tarkastelu yksinkertaistuu huomattavasti, jos
henkilst ja luok;t ovat niin homogeenisii, ettd siirtymitoden-
ndkdisyys on riippumaton idstd x. THlldin siirtymidtodenndkdi-

syys voidaan lyhyesti esittdi muodossa
pjk(Yszlx) = pjk(y’z) .

Ndin voidaan tehdi esimerkiksi silloin, kun rajoitutaan
tutkimaan vain eliviid (luokka 1) ja kuolleita (luokka 2),

$1114 vakuutusmatematiikasta tutuista esityksistd:

n
'£ Hyredt
p. = e = pll(x,x+n) ja

X

= 1 -~ = +
q of p,, (xsx¥m)

havaitaan, ettd ne riippuvat vain i”istd x ja x+n.



2.3.

Siirtymidintensiteetit

Seuraavassa oletetaan, etti siirtymitodennikdisyyksien

pjk(y,zix) ainoat epidjatkuvuuskohdat ovat muotoa

- =0, kun z < z,
S (2.3.1) ' P (y,21%) .
] >0, kun z > z 2x

Lisdksi seuraavassa oletetaan, etti raja-arvot

. 1 ]
(2.3.2) _ lim &y pjk(y,y+ﬂyix) s J# Kk
Ay-) ‘

ovat olemassa, kun 0 < x< y. Raja-arvoja (2.3.2) kut-

sutaan siirtymdintensiteeteiksi luokasta j luokkaan k ja
- nilstd kiytetdin merkintii ujk(ylk)

Yhtdldstd (2.3.2) seuraa, ettid

(2.3.3) _pjk(y,y%ylx} = Ay ujk(ylx) + 0Qay) ,

missi Q(y) tarkoittaa funktiota, joka toteuttaa yhtidldn




Todennik8isyyslaskennan peruslauseiden ja (2.3.3):n nojalla

saadaan todenndkdisyydelle pjj(y,y+6ylx) esitys:

1 -1 pyy (y,y+8yIx)

(2.3.4) p..{y,v+Aylx)
| 33 : k#j J

1 -4y X ujk(ylx) + 0(Ay)
k#j

josta saadaan edelleen

1 - p,.(y,y*ayix)
EJJ Y\¥yTay

(2.3.5) ' lim = I U, (yhx)
by Kty
- Ay-0
Toisin sanoen
d = -
(2'376) = jj(y,zlx)lz=y = Zop (ylx)

k#éj 3

Midritellidn funktio ujj(yix) siten, ettd

(2.3.7) M. {ylx) = - X p. (yix}
i KAy JE
* Funktiota ujj(zlx) kutsutaan pysyvyysintensitensiteetiksi.
Yhtildistd (2.2.3) ja (2.3.2) ja (2.3.5) seuraa, ettd

d

(2.3.8) = pjk(y,zix) = ujk(ylx)

lz=y
2.4,
Pysyvyystodennikdisyydet

Jos henkild i“issd x, y ja z kuuluu luokkaan j, ovat siirtymd-

todennikdisyyden pjj(y,z[x) kannalta tarkasteltuna myds ne



tapaukset suotuisia, joissa henkild ikdvdlilli (y,z) siirtyy
luokasta toiseen. Olkoon Ejj(y,zlx) todennikdisyys siitd, ettd
y-ikdinen henkild, joka kuuluu luokkaan j, johon hin viimeksi
on tullut x-ikdisend, on koko ikivdlin (y,z) luokassa j.

Selvdd on, ettd

(2.4.1) . Ejj(y,zlx) f.pjj(y,zlx)

Oletetaan, ettid aikavidlilli (y,y+Ay) siirtyminen luokasta j
johonkin luokkaan k # j ja ti#std luokasta takaisin luokkaan
j on niin harvinainen tapahtuma, etti sen todenndk&isyys on
verrannollinen aikavilin pituuden'neliti-':in((!.\y)2 = 0(AY)).

Tdstd seuraa, ettid

(2.4.2) Pis(y,y¥ayln) = Ejj(y,ymy!x) + 0(ay),

Kun tihdn huomioidaan (2.3.4) ja (2.3.8)}, saadaan

1 -4y Z ujk(ylx) + 0(ay)

(2.4.3) p..(y,y+4y %)
3 k#j

1 + Ay ujj(ylx) + 0(Ay)

Jaetaan nyt ikdvdli (y,z) n:diin yhtisuureen osaan. T#lldin
kunkin osavilin pituus on (z-y)/n. Jokaisella osavdlilld
(y+(v-1) z—n-l s y+ir _zn—_y) ; v=1, ..., n ; pitee (2.&.3):{1
mukaan yhtdld

z~y z~ - -
(2.4.4) . | pjj(y+(v-1)-n—, y+v_n3.'. Ix) = 1+ .z_ﬁl Ix) + O(E.ﬁl)



Todenndkdisyyslaskennan kertolaskusiintssn perustuvasta

vhtildstd

n
i

> -1y E4 27y
vquj(w(v 1) —= , YV — fx) ,

(2.4.5) EJJ(YQZIX) =

saadaan edelleen yhtdld

=]

- ) - 4y 7Y z-y
In pjj(y,zlx) in pjj(y+(v 1) — YtV ix) .

v=1

Kun tihin sovelletaan {(2.4.4):n tules ja muistetaan, ettd

In(1+x) = x+0(x), saadaan logaritmille In Ejj(y,z) esitys
_ z
(2.4.6) 1n pjj(y,zlx) = £ ujj(tlx)dt

Tdstid seuraa, ettd

z : . z
i { Mg (elx)de -f My (1) de
(2.4.7) 5. (y,zlx) = & =10 &
1 k#j

2.5,

Todennikdisyys, ettd ensimmiinen siirtyminen tapahtuu johonkin tiettyyn luckkaan

Otetaan kiyttdon merkintid Ejk (y,zlx), jolla tarkoitetaan toden-
ndkdisyyttid, ettd luokkaan j kuuluva y-ikdinen, joka on viimeksi
tullut luokkaan j x-ikiiseni, siirtyy ik#vdlillid (y,z) luokasta
j pois siten, ettd ensimmiinen siirtyminen tapahtuu luokkaan k.
Matemaattisin merkinndin Ejk(y,zlx) on sils muctoa

js kun y t <v <z

(2.5.1) Ejk(y,z|x) =P {X(t) = T IX(t)=j,kun x<t<y}
: k, kun t = v -

A

[



Analogisesti yhtdldn (2.4.3) kanssa saadaan yhtidld
(2.5.2) Ejk(y,yﬂ}.y]x) = Py (7, yy [x)}+0(Ay) = Ay ujk(y!x) + 0{Ay)

Olkoon t vdlin (y,z) mielivaltainen piste. Todennikdisyys,
ettd ensimmiinen siirtyminen luockkaan k tapahtuu ikdvilillid

(t,t+At) on
(2.5.3) : pjj(y,t[x) ujk(tlx)/_\t + O0(At)

Jaetaan jdlleen vdli (y,z) n:iin yhtisuureen osaan.
- Kun j # k pdtee yhtils
z z—y

: = - ¥z -y 2 A e
(2.52.4) pjk(y,z!x) = 3 pjj(y,y+v ~ Ix) ujk(y+v - %) == + 0( - )

Jakoa tihentidmilli saadaan Ejk(y,zlx):lle (7 # k) esitys:

(2,5.5) pjk(y,zlx) = pjj(y,t!x) ujk(tlx)dt

[
YN

t
[ u..(vix)dv
yJJ

e ujk(tlx)dt

]
=N

2.6,
Luokkie; henkildmdidric
| Oletetaan, ettd tarkastelun alkaessa kaikki kohortin L henkil@d
ovat vastasyntyneitd luokkaan 1 kuuluvia, TH1l8in pitee jokaisel-

la tarkasteluhetkelld x yht#l3

m
{(2.6.1) L = I lj(x) , missi
3=1 .
luokkaan j kuuluvien x-ikiisten lukumdiri, kun j # m

]'j(x)‘= tarkasteluhetkeen x mennessd kuolleiden henkil&iden
lukumiidrd, kun j = m



(2.6.2)

(2.6.3)

(2.6.4)

(2.6.5)

10

Oletetaan lisiksi, etti# tarkasteltavana oleva kohortti

ja tutkittavana olevat luokat ovat sellaisia, ettd luokkaan=-
tuloikd x ei vaikuta siirtymiintensiteetteihin.

Ndin ollen

ujk(ylx) = ujk(y)
Ctetaan kdytintdsdn merkintid
1j(yfx)Ax + 0(Ax) ,
jolla tarkoitetaan niiden luokkaan j kuuluvien y—ikdisten

lukumddrid, jotka ovat viimeksi tulleet luokkaan j ikivi-

111158 (x,x+Ax). Mikili intensiteetit ujk(x) ja lukumiirit

.lj(x) ovat tunnetut, saadaan lj(ylx) lasketuksi yhtidldstid

1j (yx) =k§j 1 (x) My (x) p_jj(_x,y‘IX)

Jos taas 1j(y!x) on tunnettu, saadaan 1j(y) yhtdltstd

- _ y
lj(y) = lj(O) pjj(o,yIO) + £ lj(ylx)dx , missd

- j=1
1j(0) N { 0, kun j # 1

PelkistetHdn tarkastelua vield siten; ettd oletetaan siir-
tymidintensiteattien olevan riippumattomia siiti, misti

luokasta j;j#m; siirtyminen tapahtuu. T4lldin

Koska luokka m nuodostuu kuolleista, on u“j(v) kaikilla j:n

arveilla nolla.



(2.6.6)

(2.6.7)

(2.6.8)

(2.6.9)

—

(2.6.10)

(2.6.11)

11

Lukumidri funktiot lj(y) toteuttavat jin arvolla m differenti-

aaliyhtdlon

T Lo = [L-1.06) 1 u

ja arvoilla j # m differentiaaliyhtildn

d
—_ 1,
5 J(y)

lj(y) ujj(y) + uj [L - LG - 1j(y)]

- 1. ) - - 1.
lj(y)kijuk(y) + uJ [ L 1m(Y) J(y)]

Yhtilostdi (2.6.6) saadaan, etti

y
- [ um(v)dv

L(y) = LO =-e° )

Kun (2.6.8) sijoitetaan yhtd186n (2.6.7), saadaan tdmi muotoon

¥y
- d
. n [y
-— 1. = -1, = + L u. a
iy ;O J(y)k=1 uk(y)‘ Loy ()
Tdstd saadaan edelleen, etfd
m X ¥V m
v - Zk(v)dv - g um(v)dv , -£ §=1uk(v)dv

1j(y> - g e M; ()dx + 1,(0)e

Olkoon Aj(y) luokkaan j kuuluvien y-ikdisten osuus hengissd
olevista y-ikdigistd. Tdlldin

¥
—£ um(v)dv
1j(Y) =1L Aj(Y) e

Yhtdléstd (2.6.9) ja (2.6.10) saadaan kj(y):n ratkaisuksi

y m-1 ¥y m~1
; -[ T w (v -f § by (V) v
Aj(y) =1 ¥ k=1 uj(x)dx + Aj(O)e ° , mLgsd




2.7.

12

Luokkina aktiivit, tydkyvyttdmit ja kuolleet

(2.7.1)

(2.7.2)

Merkitiin luokkia seuraavasti:

luokka 1 aktiivit

luckka 2 = tydkyvyttdmit

kuolleet

luokka 3

Oletetaan - kuten tidhi#nkin asti on tehty - ettd siirtymi-

intensiteetit

Ujk(Y|X) j» k=1,2,3

ovat tunnetut ja ettd ne ovat iln y suhteen jatkuvia. Lisdksi
pelkistetdin tarkastelua siten, etti oletetaan intensiteettien
(2.7.1) olevan iisti x riippumattomia, Timi oletus merkitsee mm.
gitd, etti henkildn aikaisemmat tydkyvyttdmyysjaksot eivit
lisdd hidnen riskiddn tulla uudelleen tydkyvytttmiksi, Koska
i8114 x el ole merkitystd, jdfetdin jatkossa intensiteettien
(2.7.}) merkinnéstﬁ iki x pois, jolloim intensiteetin merkin-

nidksi tulee ujk(y).

" Luokat 1 ja 2 muodostavat yhdessd elossa olevien luckan.

Elossa olevien lukumiirid voidaan laskea siten, ettd intensi-
teettien ujk(y) avulla lasketaan ensig aktiiyien ja tydky-
vyttémien lukumdirit ja sitten nimi yhdistetddn. Useissa
sovelletuksissa kuitenkin elossa olevien lukumddrd lasketaan
miiridmdlld luokkien 1 ja 2 yhteiskuolevuus us(y). Tdllsin

y-ikiisten elossa olevien lukumiird saadaan yhtdldstd

¥y
"I Ll3 {(v)dv

L{y) = L e , missd
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L = kohorttiin tarkastelun alkuhetkelli kuuluneiden

vastasyntyneiden lukumfiri,

Yhtdlostd (2,7.2) el vield ilmene mill##n tavalla y-ikdisten
aktiivien lukumddrid 11(y) eikd y-ikiisten tySkyvyttdmien lz(y)

lukumdird, Tiedetdin ainoastaan, ettd
(2.7.3) L(y) = L, (y) + 1,(»)

Ehdon (2.6.7) mukaan funktio 11(y) toteuttaa yhtdlén

d -
(2.7.4) Iy 11(y) = 11 (¥) U“(y) + lz(y) uu(y)

Tdsti saadaan edelleen yhtdldt

d
(2.7.5) a‘f 11 (Y) - 11 (Y) [HIZ(Y) + .]-113.<Y)] + 12 uZI(Y)

== Ly I ulz(y) + ulg(y)l + [.L(y) - 1,1 “21(Y)

I
-

L Tu, 0+ G+ M+ L )

i
1

= - L@ I ulz(y) + “1a(y) + u21(y)}

y
- ua(v)dv

+ L e° uzx(y)

Differentiaaliyhtdldn (2.7.5) ratkaisu on analoginen ratkai=-

sulle (2.6.7) ja muotoa




(2.7.6)

3

Z~FUNKTIO

(3.1)

(3.2)

(3.3)

14

y X ’ Y
y f uvydv - f ua(v)dv -[ vy dv
11(y) = LJ e® ° M (x)dx + L e °
5 21 ?
missd
u(v) = ulz(v) + uls(V) + UZI(V)

Yhtdldstd (2.7.3) saadaan tydkyvyttSmien lukumdiriksi

y X
- uvdv - [ ua(v)dv

X a-

L[ e po {x) dx
21

Qg

Funktio Z(x,u)du ilmaisee todennikdisyyden, ettd vastasynty-
nyt sairastuu ikdvililld (x-u-du, x-u) ja pysyy tdmin sairauden
johdosta tySkyvyttdmind ainakin ik##n x asti. Luvun 2 merkin-

ndin Z{x,u) on muotoa
Z(x,u) = pll(O,x~u) ulz(x—u) pzz(x-u,;)

Laskuperusteiden mukaan Z-funktio toteuttaa yhtdlén w

x
[ 2(x,u)du = e—(aé)x » x2u>0
o
ja yhtildn
2 b.x~c,u
Z(x,u) = % %EJ J , X >u>e (=1/2 kk), missd
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kertoimet a, b ja ¢ ovat seuraavat:

ag = 1,5 x 107, a; = 2,25 x 107, a, = 1,h4 x 107*
_ -2 _ -1 B -3

by = 4,25 x 107, by = 1,225 x 107, b, = -4,605 x 10

c. = 3,525 x 10} ¢, = 1,575 x 10°F, ¢. =107t

0 ] 3 1 ] 3 2

Funktiota Z(x,u) ei siis ole eksplisiittisesti midiritelty

arvoilla 0 < u < e, Z-malli tulkitsee integraalin

é—(aA)x

X
{ Z(x,u)du
o
vastasyntyneen todennikdisyydeksi olla elossa jissi x. Ndin ollen
Z-malli olettaa aktiivien sairastelevan koko ajan, mutta

ndméd sairaudet ovat niin lyhytaikaisia, ettd niiti ei voi

pitdd tyﬁkyvyttﬁmyystapauksina. Vastasyntyneen todenndkdisyys

olla x-ikdisend aktiivi saadaan arvioitua integraalista

=)

. _ =fad)x %
(3.4) [ Z(x,u)du = o - [ Z{x,u)du

Q e
o

‘Arvio on hiukan liian suuri, siilﬁ todenndkdisyys (3.4) huo-
mioi suotuisiksi tapauksiksi myds ne tydkyvyttomyystapaukset,
jotka ovat alkaneet ikdvdlilli (x—eo,x), Kiytinndn merkitystid
tilld seikalla ei ole, mutta herdid kuitenkin kysymys, pitdisi-
kt mallia teoreettiselta kannalta farkasteltuna muuttaa siten,

ettd esitys (3.3.) laajennetaan myds arvoille 0 < u < e,



(3.5)

- (3.6)

(3.7)

16

Funktion Z{x,u} esitys (3.3) muodostuu kolmesta komponentista.
Ndin ollen tySkyvyttdmyystapaukset voidaan luokitella kolmeen
lajiin j sen perusteella, miki komponentti selittii ko. tapauk=
sen parhaiten, Kuhunkin lajiin j liittyy sille ominainen |
tySkyvyttdmyysintensiteetti, tySkyvyttdmyyden kesto jne., jois-—

ta saadaan.sopivilla punnus todenndkdisyyksilld koko malliin

liittyvdt intensiteetit ja todennidk&isyydet.

Jos oletetaan, etti henkildiden tybkyky idn mydtd vihenee
siten, ettd on olemassa jokin pHiteikd w, jonka tdyttimisen
jilkeen henkildt viimeistdin ovat tybkyvyttdmid, voidaan

funktio Z{x,u) esittii muodossa:

2 ijl bj(x-u) 1 T8;u
Z(x,u) = % pj { g e } — e = % p. Zj(x,u) .
j=o j B

missd

p; on se punnustodennikdisyys, jolla "kohtalo" valitsee

tydkyvyttdmyyslajin 1.

Ib.] b.(x~u)
VJ e ] on lajin j osalta todenndkdisyys, ettid vastasyn-

]
tynyt tulee tydkyvyttdmiksi ikdviAlilli (x-u-du,x-u)

1 e-gju on lajin j osalta todennikdisyys, ettd tydkyvyt-—
G,

J
témyys kestdi vihintiin ajan U ehdolla, ettd se on jo kestdnyt

.ajan e _ .

o]

-g.u

lbj[ bj(Xfu) ;

1
N, °© G, ¢
] i

Zj(x,u) =
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Luvut Nj ja Gj ovat normeeraustekijditd, joilla funktiot
(3.6) ja (3.7) saadaan normeerattua todennikBisyyksiksi.

Toisin sanocen ne miirdytyvit yhtdldiscd

w b.x
N, = [ Ib.led dx ja
] e
o ﬂg.u
- J
G. = . du .
i £ gy e "

Kun pddteiidksi w valitaan 69 v 7,5 kk, saadaan painotoden=-

ndkdisyyksille pj seuraavat arvot:

Py = 0,063683
p, = 0,927783
p, = 0,008534

Lukujen p. summa on yksi, joten ko. pHiteidn arvella luvut

P; muodostavat todenndkdisyysjakauman, Tdmd merkitsee sité,
ettd mainitulla pddteikdoletuksella tySkyvyttdmyystapaukset
tulevat aina lajeista j "kohtaleon' valitsemiksi eliki lajeilla

j pystytiin kaikki tySkyvyttdmyystapaukset selittdmiin.

Tisti syysti kiinnitetdiin jatkotarkasteluissa pidteiidn w
arvoksi 69 v 7,5 kk, Tdll8in saadaan lukujen pj lisdksi

esityksessd (3.5) oleville kertoimille seuraavat arvot:

N, = 18,278116 N, = 5058,695 N, = 0,27411
G, = 0,98715 G, = 0,99854 G, = 0,99565
gy = 0,31 _ g, = 0,035 g, = 0,104605
b, = 0,0425 by = 0,1225 b, = - 0,004605



(3.8)

(3.9)
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TodenndkSisyys (3.4) tulee ndilli oletuksilla muotoon

b, | b.(x-e.) -Z.X
-(abd)x _ ] 1 j 0/ 1 _°j
TPy e bag, W (e g-e )
J 7] 1 J

- hi -
= % p. issi
pJ pli(x) » T

Pil(x) on lajin j osalta todennik3isyys, ettd vastasyntynyt

on x~ikdiseni aktiivi,

b. | b.X
J

Koska ] todenndxdisyys, attd vastasyntynyt tulee

N

tySkyvyttdmiksi ikivdlilli (x-dx,x), tdytyy vastasyntyneen
tydkyvyttdmyysintensiteetti i1dssd x olla muotoa

b.x
b.| e ?
]

= Pj 3
. LD,
J pJ P11(x)

Iin vaikutus tySkyvyttimyysintensiteettiin ilmenee seuraavas-

ta taulukosta: ) . . )
tydkyvyttémyysintensiteettl

ik4 koko malli laji 0 laji 1 laji 2
ofoo ofoo o/oo o/oo
20 | 0,81 5,99 0,31 16,87
25 1,17 7.59 0,58 16,90
30 1,79 9,64 1.11 16.96 -
35 2,88 12,28 2,10 17,06
40 4,88 15,73 4,02 17,26 N
45 8,64 20, 34 7,75 17,65
50 16,04 .26, 86 15,27 18,41
55 31,63 36,97 31,36 20,03
60 .69,58 56,04 70{92 23,98

65 : 205,27 112,90 213,13 38,18
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Z-mallin mukainen pdittyvyys saadaan sijoittamalla

raja-arvoon

) Z{x,u) - Z{(x+h,u+h)
lim
h-{0 Z(x,u)h

esitys (3.3). Tdli¥in x-ikdisen henkildn, joka on ollut

tySkyvyttdmind ajan u, pdittyvyys lajin j osalta on muotoa

b.l b. . -,
iJI J(x--u) gJ gJu

. °i
N. G. : Z. .
Y3 i - 5 69) 8y
R L L N T 2(x,u)
R ¢

ja kokonaispdittyvyys muotoa

Z.(x,u) g.
Zp,-—‘l.—.-.—.-—.._...;]_
J Z(x,u)

Jos oletetaan, ettd tydkyvyttdmin kuolevuus u (x) toteuttaa
23
yhtidldn

(3.10) ' Mo (¥) = 0,02 + u(x), missi

- u(x) = laskuperusteiden kohdan 1.2. mukainen kuolevuus
- 0,02 on vakio, joka likimain vastaa T. Lassilan 1977 teke-

mdn SHV-tydn mukaista approksimaatiota karkealla tarkkuudella

havaitaan idn ja tySkyvyttdmyyden keston vaikutus piittyvyyteen

seuvraavasta taulukosta:
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ikd kuolevuus paranevaus

. (x) kesto lv kesto Sv

. o/o0 ofoco 2/a0
20 20,33 144,19 100,29
25 20,54 125,13 84,33
30 20,86 103,67 67,77
35 21,39 82,55 52,79
40 22,24 63,75 40,39
45 23,59 47,97 30,45
50 25,78 34,85 22,16
55 29,29 23,40 14,43
60 34,94 12,15 5,91
65 44,03 o 0

Edelleen saadaan aktiivien, tydkyvyttdmien ja kuolleiden

lukumidrdtc yhtdldistd

- ) bt
L{xy = L% Pj py, (%)
12(x) = L(x) - 1;(x)
13(x) = L - L(x), missi

L = wvastasyntyneiden lukum#dird

L(x) = L e—(a&)x

Hun vastasyntyneiden lukumiiiriksi L oletetaan 1.000.000 hen-
kildd, ilmenee lukumiidrissid 14dn myStid tapahtuvat muutokset

seuraavasta tauiukosta:
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ikd aktiivit tydkyvyttimit kuolleet
20 908.463 3.547 87.990
25 - 886,022 5.229 108.749
30 862.356 8,108 129.036
35 837.936 13.202 148.862
40 809.395 22.369 168.236
45 773.821 39.010 187.169
s , | 50 724,944 69.384 205.672
55 651.221 125.026 223,753
60 531.384 227.194 241,422
65 326.226 415.084 258.690

Tytkyvyttdmyyden keston odotusarvot lajien j sisdlld ovat

seuraavat:

laji 0 3,2 vuotta
laji 1 28,6 vuotta
laji 2 79,6 vuotta

- TySkyvyttdmyystapauksista emme kuitenkaan pysty varmasti
sanomaan, mihin lajiin ko. tapaus kuuluu. Ndin ollen tydky-
vyttdmyyskeston odotusarvo koko mallin osalta saadaan liit-

tdmdlli lajikchtaisiin odotusarvoihin punnustodennidkdisyydet

Z.(x+u,u)
. pj E%E:E_GT_ = todenniik&isyys, ettdi kyse on lajista j ehdol-

la, ettd x-ikidinen tydkyvytdn on ollut tyd-

. kyvyttOmind ajan u.

Till5in odostusarvo tulee riippuvaiseksi sekid tydkyvyttdmyy-

den alkamisiidsti x ja siitd, kuinka kauan tydkyvyttdmyys on

on jo kestinyt,
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4
RUOCTSALAINEN TYOKYVYTTOMYYSHALLL

1)

Ruotsalainen tydkyvyttdmyysmalli perustuu seuraaviin

funktioihin:

1} Funktioon Voo joka ilmaisee todenndkBisyyden, etti
henkild sairastuu x-ik#iseni, Huomionarveista on, ettid
v ilmaisee todenndkdisyyden suhteessa elossacleviin
eli suhteessa aktiiveihin ja ty8kyvyttdmiin,

2} Funktioon l[x joka ilmaisee todennikdisyyden, ettd

J+e 2
x-ikdiseni sairastunut henkil5 on yhd edelleen sairas

" ajan t kuluttua,

3) Funktiocon r(k), joka huomioi sairausvakuutuksen karenssi-

ajan vaikutuksen,

- 1) lihteeni ovat Carl Gdsta Dillnerin artikkelit

1) New Bases for Long Term Sickness Insurance in Sweden

from 1973 (Scand. Acturial J. 1974)

2) New Bases for Non-cancellable Sickness Insurance in

Sweden (Scand. Acturial J. 1969)

4
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Sairastuvuus funktio v, ja karenssiajan funktio r(k)

(4.1.1)

(4.1.2)

w2

Karenssiajan k funktio (r(k)) on muotoa:

1
2,3 -10,8%, 0 <k <13
rk) =4 1,6 - 2,4 k, T% <k <0,25
1 , k > 0,25

Koska funktion r(k) arvo on 1 kaikilla yli 3 kuukautta kes-

tdvilli karenssiajoilla, cletetaan jatkossa, ettd r(k) = 1.

Sairastuvuusfunktio v, on muotoa (miehilld)

- R
I 0,4
v, = 0,4 e ° = Ii— , missid
X
M_ = 0,006 + 0,000034 x 109,042x -

Nalsten sairastuvuusfunktio saadaan miesten funktiosta li-

s44mil11d 20 7 funktion arvoihin

Tybkyvyttdmyysintensiteetti riippuu oleellisesti karenssi-
ajasta k., Ruotsalalsessa tybkyvyttdmyysmallissa tdmi on huo-
mioitu siten, ettd tySkyvyttdmyysintensiteetti muodostuu
funktioiden r(k), v, ja 1[x]+k tulosta. Taulukossa, joka

on seuraavalla sivulla, on tydkyvyttdmyysintensiteetti las-

kettu karenssiajalla 1/2 kuukautta, 1 kuukausi ja 1 vuosi.
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Sairauden kestofunktio

(4.2.1)
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tySkyvyttimyysintensiteetti o/oo

ikd x
k=1/2kk k=1kk k=1v

20 85,84 31,03 1,64
25 88,34 32,74 1,97
30 91,49 34,89 2,41
35 ' 95,53 37,66 3,02
40 , 100,90 41,34 3,92
45 108,28 46,40 5,31
50 118,93 33,70 7,58
55 135,19 64,87 11,55
60 161,75 83,22 18,90
65 208,65 115,96 33,48
1[x]+t:

Funktio 1 on muotoa
Y [x]+t

.80t b e 0413t

1[x]+t T g

-0,3
+ dx(0’15 e ’

]
H

1 - b, - e, - d

b, = 0,12

c. = 0,006 e2204%

d, = 0,001 + 0,000011 ,0*13x

+ c

©+0,8 e

-1,5¢t
e

-0,04¢t .
) , missd

Luvut a_, b . ja dx voidaan kirjoittaa myfs muotoon

x? "x?



£D

0,00024 _ 0,00000143
e-0,04x e-0,13x

(4.2.2) a_=0,879 -

X
0,04 0,13

b, = 0,12

0,00024

X
0’04e—0,04x
d = d1 + d2 missd
X b4 x?
. 1 _
s dx = 0,001
42 - 0,00000143
X
0,130 13%

Lukujen a_, bx; c. ja dx summa on 1 ja luvut ovat positiivisia,
joten ne muodostavat kullakin x:n arvolla todennikdisyysjakau-
man. Tdmidn jakauman mukaisesti "kohtalo" arpoo tydkyvyttdmyy-
den keétojakauman neljdstd vaihtoehdosta. Kuhunkin vaihtoeh-
.toon liittyj satunnaismuuttuja I s i=1, ..., 4 ; joka ilmai-

see tybkyvyttdmyyden keston tissid vaihtoéhdossa. Vaihtoehdot

ovat seuraavat:

Vaihtoehto 1

el - . Vaihtoehto 1 esiintyy 1[x]+t:n lausekkeessa tulona a, e_SOt .

1)

Tdstd voidaan pditelld, ettd 24 on exponenttiaalisesti

jakautunut parametrilla 80 (24 ~ exp(80)), silli E-BOt on

ndin jakautuneeseen satunnaismuuttujaan liittyvi todenni-

kBisyys tapahtumalle { T, > ¢ }.

1) Satunnaismuuttuja on exp(A) jakautunut, jos tiheysfunktio on

-Ax
muotoa hAe R
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syydessa

0,00000143
.1 1 300, 13%

on iln vaikutus otettu huomioon exp(0,13) mukaisesti jakau-

tuneen ehtojakauman avulla.

5

SUOMALAISEN JA RUOTSALAISEN TYOKYVYTTOMYYSMALLIN VERTAILUA

Teoreettisesti tarkasteltuna ruotsalainen malli on varsin
samanlainen suomalaisen mallin kanssa, sillé kumpikin koos-
tuu painotettujen exponenttijakaumien lineaarisista yhdis-
telyistd. Tosin ruotsalaisessa mallissa on yksi kompomentti
enemmin, Tdmd johtuu siitd, etti ruotsalainen malli huomioil
mySs erittdin lyhytaikaiset éaifaustapaukset, joita suoma=-
lainen malli ei hﬁomioi, koska Z-funktio on tarkoitettu

ldhinni TEL—j&rjestelméh kdyttdon.

TySkyvyttdmyysintensiteetti muodostuu ruotsalaisessa mallissa
sairastuvuusintensiteetin, karenssifunktion ja kestofunktion
(¥4

tulosta,

Sucmalaisessa mallissa el tydkyvyttdmyysintensiteettii tar-
‘vitse ndin jakaa, koska perusteissa on miidritelty kiinteid
karenssiaika e (= 1/2 kk), Vertailtaessa sivuilla 18 ja 24
esitettyjid taulukoita keskeniin havaitaan, ettd karenssi-
aikaa e vastaavat ruotsalaiset intensiteettiarvot ovat huo-

mattavasti suuremmat kuin suomalaisen mallin mukaiset. Ero
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johtunee pdiasiassa siitd, eﬁté suomalaista mallia‘kéy—
tetdin elikesovelluksiin, joissa lyhytaikaisilla tydkyvyt-
tomyyksilli el ole merkitystd. Em. taulukoista voidaankin
pddtelld, ettd ruotsalaisen mallin tydkyvyttdmyysintensi-
teetti on hyvin l#hellid suomalaisen mallin mukaista, jos

karenssiaika on n. 3 kk.

Suomalaisen tySkyvyttOmyysmallin mukaan vdestdkuolevuus
5 . S . .
M, on vakio (a4) = 0,002 . 1n 10. Ruotsalaisen maliin mukai-

nen viestbkuolevuus on i#sti riipouva ja muotoa

ke = 0,006 + 0,000034 X 1002 042¢

Timidn eron vaikutus ilmenee parhaiten kuolevuuden perus-
teella lasketuista elossa olevien lukumHiristi 1x {vasta-

syntyneiden lukumiird on 1.000,000).

ikd elossa olevien lukumiddrd 1x
e e
20 912,010 986.018
25 891,851 981.579
30 870.964 8976.241
35 851.138 969.452
40 831.764 960.332
45 312,831 947 .490
50 794.328 928.756
55 776.247 900.838
60 758.578 858,933

65 741,310 796.559
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Seki suomalaisen atti ruotsalaisen mallin etuna on pidet-

tivi sitd, ettd niit& on kiytinndssd helppo soveltaa, kos?a
niihin liittyvdt funktiot ovat suljetussa muodossa integzroitu-
via. Tissi tydssd on osoitettu kuinka Z-funktiosta saadaan
tySkyvyttdmyysintensiteetti ja pHdttyvyys, joka voidaan tie-
tyin olettamuksin hajoittaa tytkyvyttdmiern kuolevuuteen ja
paranevuuteen., Vastaava yhteys intensiteetteihin on osoitetta-
vissa myds ruotsalaisesta mallista. Timin yhteyden perusteella
voidaan parametrien arvoja seurata ja tarvittaessa muuttaa
siten, ettd teoreettiset intensiteetit mahdollisimman hyvin

vastaavat havaittujavintensiteetteja.

“2
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