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Abstract:

In this paper the disability insurance model has been developed in the survival analysis context. First
the needed disability models for finnish mandatory pension program (TEL) have been discussed. In
resent work disability insurance has been developed using multiple state model. The differences of this
model and the survival analysis model developed here are shortly discussed. At the moment in TEL the
so-called Z-model is being used; the use of the Z-model in this work is breafly discussed. Some '
examples how survival analysis models can be estimated for disability data are given.
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J. Johdanto

Téssi tydssi tarkastellaan TEL:n tyﬁkjrvyttﬁmyysilmiﬁtﬁ todenn#koisyyslaskennan
nékékulmasta. _Tavoitteené on pystyd médrittelemiin tySkyvyttémyyden kestoon liittyvit
todennikdisyyskisitteet ja antaa esimerkkeini tapoja, joilla kestoa voidaan mallittaa.
Tybkyvyttémyyden kestoa on pystyttiivd mallittamaan, koska tyoelikeyhtididen on
perittivd maksunsa tySkyvyttdmyysosa niin, ettd maksu riittis elikkeiden maksamiseen.
Tyokyvyttémyyseldkkeet koostuvat kahdesta osasta ns. yhteisesti kustannettavasta osasta ja
rahastoidusta osasta. Yhteisesti kustannettavia elikkeen osia varten tySelikeyhtitt perivat
vuosittain kollektiivisesti maksua juuri niin paljon, etti nim# tuona vuonna maksussa
olevat elikkeen osat voidaan maksaa. Rahastoitu osa nimens3 mukaisesti rahastoidaan
ennalta joko elakkeen alkaessa tai tyontekijin vield ollessa tytssd, joten on pystyttzvi
ennustamaan kuinka kauan tykyvyttdmyyselike kestsi. Tilanteessa, jossa osa elikkeests
rahastoidaan ennen varsinaista sairastumista, tarvitaan malli my®6s tySkyvyttsmyyden
alkarniselle ja ajalle ennen sairastumista,

Téssd harjoitustydssd on TEL:n tySkyvyttdmyyden kestoa tarkasteltu ns. elinaikamallina.
Luvuissa X on ensin esitelty elinaikamalleihin liittyviit peruskasitteet - siinsi on kisitelty
yleisesti tietyss4 tilassa pysymiseen liittyvis kestoa. Sen jalkeen on johdettu tiissa
ympéristdssd odotusarvot, joita tarvitaan TEL-tydkyvyttdmyyselikkeiden rahastoitujen
osien laskemiseksi. Luvussa Y on kiisitelty viime vuosina on yleisimmin
tybkyvyttdmyyden mallittamiseksi kéytetty ns. tilaluokkamallia ja selvitelty sitd, miten se
on yhteydessd luvun X mukaisiin malleihin. Nyt voimassa olevissa laskuperusteissa TEL:n
mukaan tySkyvyttémyystodennikéisyydet on laskettu ns. Z-mallin avulla. T4ts mallia ja
sen kiiytta tissd harjoitustySssi on kisitelty luvussa Z. Elinaikamalleissa oman
tarkastelunsa vaatii aineiston kisittely. Yleenss malleja sovitettaessa voidaan saada
aineistoksi otos tutkittavasta ilmidsti. Elinaikamalleihin liittyy kuitenkin omana
piirteenéisin se, ettd kiytettivissé olevana aikana kaikki havainnot eivit p4aty tutkittavaan
paittymistapahtumaan - osa katoaa seurannasta tai seuranta on pakko pasttiii ennenkuin
kaikki jaksot ovat pattyneet. Tété ilmidtd ja sen seurauksia on tarkasteltu luvussa A, kuten
my0s kiytossé ollutta aineistoa. Luvussa S on esitelty sovitettavat mallit ja luvussa T on
kuvattu saadut tulokset sovitetusta malleista.

Téssd harjoitustydssi ei ole kiytetty vakuutusmatemaattista merkintéitapaa, sen sijaan on
kiytetty elinaikamallien yhteydessa kiytettyjd todenniikisyyslaskennan merkintdja.



X. Malli

X.1 Taustaa

Tarkastellaan aluksi henkiléd, jonka iké on x. Henkild on tietyssé tilassa zZ= Zx)=a. Tila
on esimerkiksi elossa oleminen, tySkykyiseni oleminen tai tySttoméni oleminen.

Merkitizin kirjaimella T aikaa, jonka henkild viett4s samassa tilassa. Idssd x+T henkild
siirtyy toiseen tilaan Z(x+1T) = b. Ajanjakson pddttéivé tapahtuma J on esimerkissa

kuolema, tydkyvyttomaksi siirtyminen tai tyon saaminén. Ajanjakson voi paittéia jokin
useammasta eri tapahtumasta. Kullakin pasittymiselld voi olla eri seuraus, kuitenkin alkutila
a ja paittiva tapahtuma J=j médrazivit yksikasitteisesti uuden tilan 5.

Olkoon T, Z = Z(t) ja J satunnaismuuttujia, jotka selvisti riippuvat seki alkuidsta ettd
alkutilasta. Nzm4 ehdollistavat suureet on jitetty merkitsemittd, joskin jatkossaon
tilanteita, joissa niitd on syyti korostaa, jolloin ne merkité#n nikyviin. Koska timén lavun
mallissa henkilén on oltava samassa tilassa koko tarkastelun ajan, emme nyt tarvitse
satunnaismuuttujaa Z mukana merkinnoissi ja tarkastelemme lihemmin vain
satunnaismuuttujia J ja T, vaikkakin myShemmin tarvitsemme merkinnén tilanteelle, jossa
tila Z=a on piittynyt ja ollaan tarkastelemassa uuden tilan Z=b paittymisti. Ajatellaan
aluksi myds, ettd ajanjakson p#ttivé tapahtuma J on aina sama tai yhtapitivésti, ettd
ajanjakson pésttévit tapahtumat on yhdistetty, jolloin voimme jittds myGs
satunnaismuuttujan ./ merkinndisti toistaiseksi pois ja niin pdidymme yksinkertaistettuun
merkintian jaljelld olevan gjan T jakaumalle P(Ts¢) = Fq(f) = F(f), miké kertoo |
todennikéisyyden, etti henkilon pysyvi olo alkutilassa pattyy viimeistéisin ajan t kuluttua
alkuiists x. On huomattava, etté kaiken aikaa T'> 0.

Tarkastelu tissd luvussa noudattelee Bowersia ym. {1986].

X.2 Jiljelld olevan ajan 7" jakaumaan liittyvéd kisitteist6

_ .
Oletetaan kaiken aikaa, etta on olemassa tiheysfunktio f7(r) = 1) s.e. F(t) = I f(Hadt.
) ]

Otetaan oma merkintins# todenniikéisyydelle P(T> {), jolla henkild viettdi alkutilassa
vihintisin ajan t tilassa, merkitain S(¢7) = P(T> ) = 1-F(f) ja kutsutaan sitd
elossaolotodenndkoisyydeksi. Kisite elossaolotodenndkdisyys on kiytossd
elinaikamalleissa. Tulevaa kiiytt6d varten tarpeellisia ovat eréiit ehdolliset
todennikdisyydet. Todennikoisyydelld |



1-Fstn) _St+0) PA>SHD) _ pirs orr| 75 5) = 1- F(s+4|T > 5)
1- F(s) S(s) P(T>s)

henkil® viettid véhintéiin ajan t tilassa Z=a pysyttyiiin jo sitii ennen ajan s tilassa Z=aq.

Jiljelld olevan ajan T odotusarvo saadaan suoraan miifiritelmisti. Perinteisessi
vakuutusmatematiikassa on se kuitenkin totuttu kirjoittamaan mi#ritelmésti poiketen., Tata
sekd myohempéi kiytt4 varten tiytyy esittdi seuraava apulause.

Lemma X.1

Olkoon T jatkuvasti jakautunut ei-negatiivinen satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on
F(f) ja tiheysfunktio f{f). Olkoon edelleen z(t) ei-negatiivinen, monotoninen ja derivoituva
funktio vilills [0, «0). Télldin

E@T) = [=0)-7 )t

0

= 2(0) + fz'(r)-(l-F(r))dt'.

Jéljelld olevan ajan odotusarvoksi saadaan

f

Oty § O Gy B

ET) t-f(r)dr

(A-F@)dt,

joista edellinen seuraa suoraan méisritelmist ja jilkimmdinen on perinteinen
vakuutusmatemattinen esitystapa.

- Maédritelld#in seuraavaksi intensiteetti. Elinaikamalleissa kasitettd kutsutaan myds
ilmaantuvundeksi ja esimerkiksi henkivakuutusmatematiikassa kuolevaudeksi.

Migritelma X.1

PG<T<t+AT20

At
J®
1- F(t)

Olkoon u(t) = ﬂlg:.}+ paiittyvyyden intensiteetti ajan hetkells t,

jolloin on myds u(t) =



Téssé kohden on tarpeellista korostaa alaindeksilla sit3, ettd intensiteetti voi riippua
tarkastelun alkuhetkests eli alkuifistd x. On tietysti huomattava, ettd myds T:n jakauma

riippuu ndinollen alkuifisti x.
Nyt ndhdéin, ettd

__f0 _ d =
mO= Lo = -2 - FO), >
1-Fy=e o | -
Fio=1- e'“"(’?d' XD,
0= -FO)- i®= - ¢ 7~ X2,

-' u;(-ﬂds = }ux(S)ds

E(T)= jr et dr=fet

Intensitectin avulla voidaan siis lausua jaljelld olevan ajan jakauma (idssd x) ja

tiheysfunktio. Mikéli z(t) on vakio, niin tilldin saadaan F(f) = 1—¢™*<*, Talléin T'n

jakauma on eksponenttijakauma. Yleisesti intensitetti ei kuitenkaan ole vakio, jolloin esitys

(X.1) méiird T'n jakauman. Tarkastellaan vield ehdollista todennakéisyytts, kun t>s
P(T>1) 1-F(t) g -in.{S)dr

1-F@T>s)=P(T>4T>5)= = - =e
. P(T>S) I—F(S) = (s)ds
en

X.3 Ajan T kuluessa tapahtuvat suoritukset

Tarkastellaan seuraavaksi jiljellii olevana aikana elikkeelld olevalle henkilslle maksettavia
suorituksia (finanssimatematiikan merkinnt ks. Bowers ym. [1986]). Olkoon
korkoutuvuus vakio 8. Ajan hetkelld T'= ¢ suoritettava yksikén kokoinen kertasuoritus
diskontattuna alkuun saadaan satunnaismuuttujan 7 muunnoksesta A(7)

0 J <t
k(T)=4e>7 ,I=t
0 ,I >t

Téll6in saadaan suoritettavan mairiin odotusarvoksi



It
Sl St f O |

L)

Ek(D)] @) dt

10
dl
a-F@)

(= F@)-py (1) df (X.3) ja Lemman X.1 mukaan

e (1-F()——2—

o]

=1 -a-fe-‘"-(z—F(:))dz,

Joista (X.3) on perinteinen vakuutusmatemaattinen esitystapa.

Yleensd esimerkiksi eliketts ei suoriteta kerralla tietyn ajanjakson péiittyessi vaan kaiken
aikaa kunnes tila paittyy. Tarkkaan ottaen eliiketts maksetaan kerran kuussa yleensi kuun
ensimmdisend p4ivini. Vakuutusmatematiikassa diskreetin suorituksen sijasta usein (mm.
TEL:n laskuperusteissa) tarkastellaan ns. jatkuvaa suoritusta. Tima tarkoittaa kytinnossd
sitd, ettd suoritetaan "jatkuvasti" méir4, jonka diskontattu arvo on kuten ylla

K(T)=e*T

Talldin suoritusta maksettavana aikana hetkeen T mennessi kaikenkaikkiaan
suoritettavaksi masriksi saadaan
T T -5.T
l-¢ -
=|k(s)ds=|e** ds= =aF,
y(D) j (s) J = =4

jolloin paﬁttynushetkcen mennessi kaiken kaikkiaan suoritettavan mitfirdn odotusarvoksi,
padoma-arvon a7 odotusarvoksi, saadaan

E[y(D)] = JEa-f(r) dt
0

= [a1-Q-F@)-p )t ja Lemman X.1 avulla
! .

= [e®.(1-Fty ar (X.4)
0
T bi-fu (o) .

= Ie o dar, joka seuraa (X.1):sta.
0

Selvisti saadaan myds E[k(T)] + 6 - E[y(T)] = 1. Y1l olevien esitysten avulla saadaan siis
laskettuksi odotusarvo E[y(7)] tapahtumalle, ettd x-ikdiselle henkillle maksetaan yksikén
suuruista etuutta koko sen ajan, kun hén on tilassa Z=a, Esitys (X.4) on perinteinen



vakuutusmatamaattinen esitys vastaavasta odotusarvosta.

' Tarkastellaan viel3 tilannetta, jossa henkils on pysynyt jo ajan s tilassa Z=a.
Tarkastelemme ehdollista odotusarvoa ehdolla 7> s. Kuviossa X.1 on havainnollistettu
mitd timi tarkoittaa jéljelld olevan ajan kannalta,

Kuvio X.1

(T-s| sy 1 >
T

} ! } -

0 5 t T

Nyt saamme jiljelld olevan ajan ehdolliseksi odotusarvok51 ehdolla T'>s

E(T~s|T>s)= j(: - fUT>s)dt

_T f(@)
!(’ VITFE

Vield jéljelld olevana aikana kaiken kaikkiaan suoritettavaksi mé#réksi saadaan
EW(T-5)|T>s) = jEr:;, SGIT> ) dr

=5-(t=5)
[ rayar
= X 8
1- F(s)
fe* (1= F@))-ar
=4 a=Fe) , (X.5), Lemmasta X.1
T e -e-‘j"u‘(hm dt
B ~fuethran
e e

e By

= ‘[ e 309 g+ dt | - X6



Kyseessi on odotusarvo kaiken kaikkiaan henkildlle maksettavalle edulle ikéin x+s.
Mahdolliset suoritukset ifistd x iki#ifin x+s eivit nyt ole kiinnostavia, oleellista on vain se,
ettd ollaan selviydytty ikdsn x-+s tilassa Z=g ilman paattymisti.

Keritiisin vield kuvioon X.2 kaikista kolmesta tapauksesta suoritettavat méarét

diskontattuna ik&in x.
Kuvio X.2
1) k(s)
o e-&-l
2) y(s)
' > Ie“‘ " dr
3) y(t—s) ehdolla T > s
-5
| ’ > e Ie"" dar
} | } -
X x+s x+t T

X.4 Satunnaismuuttujan 7 ja ajanjakson paattiviin tapahtuman J yhteisjakauma

Siirrytiin seuraavaksi tarkastelemaan tilannetta, jossa tilan p3ittivills tapahtumalla on
vaikutusta sithen minkilaisen edun piirisséd henkil on eli mité héinelle maksetaan.
Kiinnostuksen kohteena on tilanne, jossa henkildn on oltava tilassa Z = a, jotta héin
siirtyesséfin vain syyn J=1 takia pois tilasta Z = a, olisi oikeutettu johonkin etuuteen, jota
maksetaan jatkuvasti kunnes tima uusi tila Z = d paittyy. |

Hajotetaan nyt tilan Z=g piittyminen eri syihinJ =, j = 1 ..k, ja tarkastellaan yhdessa
satunnaismuuttujia T ja J seké niiden yhteisjakauyman tiheysfunktiota ¢, 7).
Satunnaismuuttujin reunajakaumat ovat tlldin

k @ ® k
HO=f@O= Y F@.1) ja f,() = [ 1) de sekatietysti [ /(. /)di=1.

j=1 0 0 Jj=1.



'On huomattava, etté paittymissyyt muodostavat osituksen mist tietysti seuraa, ettd
k
S f(D=1jaetts P,(J = j,J =i)=0.
=

On edelleen huomattava, ettd J on diskreetti satunnaismuuttuja ja tall5in tarkkaan ottaen
pitdisi puhua sen pistetodennkdisyysfunktiosta tai pistetodenn#kaisyysfunktion ja
tiheysfunktion sekoituksesta. Nyt Tn reunakertymﬁfunktio

E(=F@)= jff(s)ds jZf(s,J)ds— ij(s,;)ds S F@)

¢ J=1 Jj=t g J=1

eri paattymissyiden yhteiskertyméfunktioiden F(7, ) summana saadaan I'n
reunakertyméfunkto. Magritelisin vield syystd J=j johtuvan pi4ttymisen intensiteetti.

Miritelmi X.2

. < =j|T=
Olkoon 1/ (1) = P<T<t+A,J=j|T21)

piittyvyyden intensiteetti syyhyn J,

At
N W (3)
jolloin Hi(’)"p.F(r) 1— jif(sj)df

Tallbln kokonalspaattyvyydeksx 13 (f) = i, () saadaan

Zf ()

S(p) __JSO _m= S LD s
P’x(t)-“'x(t)_l_F(t) I—F(t) EI—F(t)_jzﬂ:pi(t),

kokonaispéiittyvyys ., 5(#) on eri syiden péittyvyyksien summa.

Koska nyt ajanjakson péiittyminen tapahtuu useammasta eri tilasta tiytyy ottaa kiiytt6on
uusi merkinti. Merkinnalld 1.1{(,) (¢) tarkoitetaan intensiteettid pasittyvyydelle, kun tila Z= a
pasttyy ajanhetkelld T=¢ syyhyn J=j.

Tarkastellaan seuraavaksi yhteistiheysfunktiota £z, /). Nyt

= f(t J) — wd (. -:{p,(s)ds_ ; —{Eu"(s)ds
D = G Fayy FFO) 7w pi(r)-e . X.7)



X.5 Edut, kun piittymissyyt vaikuttavat

Yhteistiheysfunktiolla pystytitin laskemaan etuja, jos tila Z=a pattyy tiettyyn syyhyn J=.
Tarkastellaan etua, jolla on arvo vain, jos tilan p#attivi syy on tietty esimerkiksi J=i.
Mikali ajanjakso péittyy muuhun syyhyn, edulla ei ole arvoa. T#ll6in yksikon suuruisen
kertasuontuksen arvo saadaan odotusarvona satunnaismuuttujien 7T _]a J muunnoksesta
k(T, J) kun ajatellaan, etti ajanjakso pittyy ajassa t

J=i J#i
{0 0 I <t
KT, )=4e*" 0 ,T=t¢
' 0 0 ,T>t

Nyt voimme laskea kuten aiemmin edun odotusarvon.

. L 4
EZT )] = [Y k@, )-f(t. 1) dr

0 JSuf

=-Te'5" Faid.

Ajatellaan nyt lisiksi, etts tilan Z = a p&sittyminen syylld J=i, johtaa henkilén toiseen tilaan
Z =4 hetkelli 5, jossa aletaan esimerkiksi maksaa jatkuvaa suoritusta kunnes tima uusi tila
Z=d piittyy. Tilassa Z = d tapahtuvaa suoritusta vastaava ehdollinen odotusarvo

E(y(T-s) |T> 5) on jo aiemmin laskettu, suorituksen alkamisen ehtona on paitsi, etta
ollaan tilassa Z = d my®s, etti ollaan ohitettu jo ajanjakso T'> s.

Kaikenkaikkiaan maksettava mésrd on

J=i J#

0 0 I <5
T,
AT, )= {e ar.q 0 ,Tzs .

Téllsin saamme ehdollisen odotusarvon ominaisuuksista

BT A] = |16 BT, >3 ds

= [3 F D ET, DT> ) ds= |3 15, [ 31 HT> D2t ds

J=l 0 J=l 0 J=1

O‘—-—:B
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=j f(s,i)-f f@AT>5)- e gz dsdt = T f(s,0)-e EQy(T~5)\T>s)ds

(1- F(s))- (lf (;f() ) ""-He’w")'(l—F(t|T>s))dt]ds (X.8)

] t
= [Mygay () el PO B TP TN (T
e ° "Moo (8)-e 5’-[_[8 3= g + dt |ds

I+

Sl § O Can g

5 1
=13l () dh

. 2 -} st (h)dh |
e e P;(a)(S)-[ J gt g df}ds (X.9).

s+

o
Ot §

X.6 Mallin varianssit

Varianssit voidaan laskea kaavan VAR(X) = E(X?)~ E(X)? avulla. Odotusarvot on jo ylli
laskettu, pitii tarkastella vain satunnaismuuttuja X:n muunnosta ¥ = X2, Kun sovelletaan
Lemmaa X.1, niin tarvitaan

1~ e-—&-(t-.r) 1- e—s{n-s)
D ) =2-(——) e =22, g5 =0, kunt =s.

joten y*(T—s) odotusarvo ehdolla T>s voidaan lausua muodossa

® 1 =Bt
EG(T-3IT>5) = [ ST > ar

"° - e
= JlZ-e"”'"’ -ars-e* dt jatoisaalta

BT J) = [ 1) EG@IT> 8) ds = | £(5.0)-65 EGAT=3|T >5) ds

© - ij,(_,(h)a?r ) « - -ju, (%)ch
Ie_z.a_, e plx(a)(s)_[jz_e-a'(l-l) 'a‘:;I - (d) dt ds‘.
¢ s+ '

Variansseja tarvitaan, kun esimerkiksi lasketaan etujen odotusarvoille luottamusvilejs,
Niiden seki otantateorian ja'keskeisen raja-arvolauseen avulla voidaan konstruoida
padoma-arvoille laskuperusteiden toimivuuden kannalta tietyissé tilanteissa valttimittdmis
varmuusvaroja.
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Y. Tilaluockkamallit

¥Y.1l. Taustaa

Viime vuosina tydkyvyttsmyyden pitioma-arvoja on kisitelty ns. tilaluokkamallien avulla. -
Tilayhtdlomallia on kehitelty useassa eri lihteessd. Lahestymme téissd mallin johtamista
1#hinng Pitaccon [1995] ja Wolthuisin [1994] mukaan. Luvussa X tarkasteltiin jiljelid
olevaa aikaa 7, jonka piiitt#i syy J=f, kun ollaan tilassa Z=z. Nyt tarkastelemme

~ satunnaismuuttujaa Z tarkemmin ja luovumme oletuksesta, ettd aika T kuluu tietyssé tilassa

Z=z kaiken aikaa.
Tarkastelemme stokastista prosessia {Z(t), t 2 0}; jatkuvaa epghomogeenisté semi-Markov
prosessia, jossa on kolme tilaa: Z=a (aktiivi), Z=i (tySkyvyton) ja Z=d (kuollut). Tila Z=d

on absorboiva. Kuviossa Y.1. on kuvattu tilojen viliset yhteydet.

Kuvio Y.1

a achH i

L]

Kuten kuviosta huomataan tilayhtilomallissa hyviksytidsin siirtymiset tilojen Z=a ja Z=i
vilills. Yleensi stokastisten prosessien ja vakuutusmatematiikan yhteydessi tilojen vilisten
siirtymisten todennékdisyyksid eli ns. transitiotodenndkdisyyksid merkitiéin seuraavasti

Py (8:0)=P(Z(x +1) =jlZ(x+5)=i)= P(T>t;qu e(s,t]s.e.Z=j Vv e[u,t]l Z=i;T>5)
Kuten huomaame tilaan Z=j voidaan joutua mini hetkens hyvinsa vilills [0,t] eli emme
aivan tarkaan tiedd (emmek valits tietdd) koska tilaan Z=j siirrytiiin, joten otetaan
huomioon kaikki mahdolliset hetket. Emme mydské#in tiedd kuinka monta kertaa mennfisn
mallin ei-absorboivien tilojen vililid edestakaisin, joten otamme huomioon kaikki
mahdolliset siitymikertamédrit. Kuitenkin tiedémme varmasti, etté lopulta hetkelld 7=t
olemme tilassa Z=j.

Merkitdiin edelleen p;(1,0)= P(T > ;Yu €(0,t)s.e.Z=i | Z=i; T>0). Tata
todennikoisyytta laskiessa emme salli tilanvaihtoja tilojen Z=i ja Z=a viililla,
Todenn#ikéisyys on identtinen luvun X.2 elossaolotodenniikdisyyden S(£)=1 - F(¢) kanssa.
Luvun X mukaan jdljells oleva aika kuluu kokonaan tietyssé tilassa Z=i kuten téissé.
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Y.2. Tilaluokkamallin johtaminen

Maiirittelemme aluksi ns. transitiointensiteetit.

‘Mizritelmi Y.1

P(Z(x+t)=j|Z(x+5)= i) _ i P2
t—5 1+ f—5§

Olkoon p(s) = lim fransitiointensiteetti ajan
=5

hetkelld s.
Markov-ominaisuutta kiyttien voidaan johtaa ns. Chapman-Kolmogorov -yhtils.

p,{(s,8)=P(Z(x+1)= HZ(x+s5)=1)
=Y P(Z(x+0)= j; Z(x +u) = HZ(x+5) =)

keN

=Y P(Z(x+u)=k|Z(x +5) =i)-P(Z(x+1) = |Z(x +u) = k)

keN

= Zp,.k(s,u) -p,;,.(u,t), 0<s<u<t,N={a,i,d}.

keN
Summaan riittid laskea yhteen mallin ei-absorboivat tilat. Laskettaessa pysymistd tietyssi
tilassa tai siirtymist tilojen vililld on P(Z(x +1) = jlZ(x +5) =d) =0, V ¢ > 5. Chapman-

Kolmogorov yhtilén avulla saadaan Kolmogorovin forward-differentiaaliyhtilst

2 ()= ~Pal5,)- (2 O+ RO + Puls,1) HED)

dt
2 palo)=-PuD- GO+ HEON Puls) IO
2 i) = Pl ) B O+ Pl HED (Y1)

2 pals) =PI+ RO+ PO

4
df

2 =D O+ P EE.

Do, D) ==pu(s,0)-(RE@ + 12 (O)+ Po(s:D-pI (D)
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Yhtéldjoukon (Y.1) ratkaiseminen vaatii numeerisia menetelmis. Edelleen saamme

P = ) (U2 1)

4

y | | (Y2)
= P = =pa(s,0)- (I + pZ ().

Pitacco [1995] johtaa todennzksisyydelle P,,(0,7) vield uuden esitysniuodon:

Pu0.8) = [ poa(0,1) (1) pyy (1) (Y.3)
1]

ja timén avulla hiin saa (Lemmaa X.1 kiyttéen)

a,—a! -

X

) w ¢
e_a.’ * Dy (OJ) dt= Jle-ail J‘paa (O,M)- l’l:j(u) 'pﬁ(u»t) dt dus (Y'4)
/] 0

€ e,

josta vaihtamalla integrointijérjestys saadaan
a = Je‘s ¥ Do (0, 0) - 1% (1) -[Ie"""") - pr(u,1) dt:, du. (Y.5)
0 ®

Merkinti @ tarkoittaa vastaisen tySkyvyttmyyselakkeen pafioma-arvoa. Esitys (Y.5) on
Jo tuttu luvusta X 4. tseasiassa se on melkein identtinen esitykselle (X.8). Erona on
todennékdisyyden p,, (0,u) sekd p” (r) kisittely. Luvussa X.4 ei sallittu ennen
tydkyvyttomyyden alkamista edestakaista siirtymists tilojen Z=a ja Z=i vakill.
Tarkastelemme téité seikkaa hieman tarkemmin.

Jos emme halua ottaa huomioon tilojen Z=a Ja Z=i vilisii tilansiirtoja ja oletamme, ettd
alussa olemme tilassa Z=a, emme voi sallia siirtymisti tilasta Z=j takaisin tilaan Z=a
Kuvio Y.2 selventi tilayhtilomallia,

Kuvio Y.2

a et i
> /4

e

Tilldin padoma-arvoa laskettaessa (Y. A4) todennikdisyyden p,_(0,%) sijasta on
yksinkertaisesti kytettéivd yhtslon (Y.2) avulla saatavaa p;(0,u), jolloin (Y.5)ja (X.8)
vastaavat toisiaan, kunhan my®s transitiointensiteetti 1 (¢) vastaa luvun X mukaista
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pasttymiseen J= liittyvis intensiteettia /() . Tdmé on uskottavaa, koska (Y.3) pystytéén
kirjoittamaan muotoon

Pa(0,0) = | Py (0,0)- 12 () pys (1) (Y.6)

fwZ=j) 1-F@,Z=j)
1-F(u,Z=1) 1- Fu,Z = J)

= j(l - F(u,Z=0))- du, (Y.7)

joka vastaa luvussa X esitettyd mallia (X.8). Esityksen (Y.7) mukainen tilayhtildmalli on
otettu Suomessa kiytettdvin ns. Z-mallin pohjaksi.
Y.3. Kaksi approksimaatiota

Tarkastellaan seuraavaksi kahta approksimaatiota todenniikdisyydelle p,,(0,u).

Approksimaatio 1
Differentiaaliyhtilén (Y.1) mukaan

P =P O+ RO+ P50 B,

Yksi intuititvinen approksimaatio saadaan, jos kirjoitetaan

2 pu5) % =P t) (RO + O~ B, (Y.9)

Jotta niiin voidaan tehds, tiytyy siirtymatodennskdisyys arvioida: p,,(s,f) ~ p,, (s,?) . Tima
tarkoittaa suunilleen sith, ettf henkil6n - aktiivina ollessaan - intensiteetti kuolla ja
sairastua on samansuuruinen kuin - tydkyvyttdméni ollessaan - intensiteetti kuolla ja
parantua: '

Poc(8,0) = Poi(5,) =

d d
— | . ,t
7 Poa(8,0) = Pu(s:1) &

=D (8,0)- (IO +pZ )+ p(s.0)-p2 ()
=—p (8,0 (REO+ RO+ pou(s,D)-pI(F)
2:u7O+pIO=2-nI O+pIO,
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jolloin voidaan kirjoittaa
% P80 =~-p,,(5)( pf O+ pf(r) - p‘f(t)) , mutta nyt on huomattava, etti

S [CAOT A GR IR

pu(s.)=1-e" | (Y.9).

Téssd mallissa parantuminen otetaan suoraan sairastumisen ja kuolemisen vihennykseksi.
Mallin sovittaminen on myds suoraviivaista: otetaan huomioon tarkasteluaikana
parantuneet henkilét.

Approksimaatio 2

Toinen mahdollisuus aproksimoida todennzkéisyyttd p,, (s,f) on sallia siirtymiset tilojen
Z=a ja Z=i vililld, mutta vain rajoitetusti, esimerkiksi yhden kerran ennen lopullista
sairastumista. Ositetaan tapahtuma siirtymiskertojen mé#iréin avulla. Tallin

Par(0) = Pz (0,0 + [ Py (0,) - 2 (u)-[fpn(u,v) "y (V)P (V1) dV] du + ..
0 u

Télléin ensimmdisen siirtymisen intensiteetti on oletuksen mukaan erilainen kuin toisen
siirtymisen intensiteetti eli tiheysfunktiota vastaavaa termi kirjoittacssa on merkittivi

%p.,, (0,6)= BE () Pra (01)+ 12" () | Pz (0, 2) -2 (u)-[ | Pa - REGY P () dv]da
[} u

+..

missd " (u) tarkoittaa intensiteettis sairastua toisen kerran ja tisss nyt B (u) vastaavasti
intensiteettis sairastua ensimméisen kerran. Vastaavasti mallia voidaan tarkentaa
laskemalla todennikéisyydet p..(s,) niin, etti ollaan tilassa joko ensimmdist tai toista
kertaa - tai tietysti voidaan arvioida ettei tll3 ole relevanssia.

On piiteltdva havainnoista kuinka monta kertaa mallissa on sallittava tilansiirrot. Myds nyt
intensiteetit saadaan sovitettua malliin kuten luvussa X, kunhan erotellaan ne tapaukset,
joissa sairastuminen tapahtuu ensimméisen kerran ja toisen (tai useamman) kerran.
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Z. Z-malli

Z.1 Taustaa
Suomessa tyontekijéin elikelain mukaisessa elidkevakuutuksessa (TEL) tyokyvyttémyyden
pidoma-arvot ja tarvittavat todennikdisyydet on laskettu kiyttien hyviksi ns. Z-mallia.
Z-mallia ovat kisitelleet SHV-tutkielmissaan mm. Lassila [1977] , Gauffin [1981] ja
Tuomikoski [1986] sekd Gauffin ja Leinonen [1982].

Z.2 Z-mallin todennikoisyydet

TEL:n mukaisen vakuutuksen yleisiss# laskuperusteiss on mritelty kuinka
tySkyvyttdmyyden pafioma-arvot on laskettava. Niiden mukaan integraali

ul

J'z(:,u) du

“ul

ilmoittaa todennék&isyden sille, etts vastasyntynyt on elossa ajan t kuluttua ja on tillSin
ollut yhdenjaksoisesti tySkyvyton ajanjakson, jonka pituus on vililli (ul, u2). Tallsin
2(#, u)-funktiossa oletetaan, etts vastasyntynyt on elossa ifissé ¢, hin tulee tyokyvyttomaksi
1dssd t-u ja on timin jilkeen yhtdjaksoisesti tyokyvyton ikisn ¢ eli ajan .
Huomautettakoon, ettd sanallisesti z-funktiossa ennen ajassa f-u tapahtuvaa sairastumista
edeltivéin aikaan ei liity muuta oletusta kuin, efté vastasyntynyt on elossa. Teoriassa hiin
voisi siis kdyda valilli tySkyvyttoméind ja tulla taas terveeksi kunhan pysyy elossa. Oletus
siitd, ettd elossa oleminen pitas sisllssn vain terveeni olemista, on seurausta valitusta
elossaolomallista ennen tySkyvyttémyyden alkamista. On hudmattava, ett3 z-funktio on
médritelty vain vastasyntyneelle, joten kuhunkin ikiluokkaan x > 0 luttyvﬁt
todennikéisyydet on saatava yhden funktion avulla.

Nyt z-funktio vastaa (Y.6):n integraalin sislla olevaa esitystd, kun huomataan etti x=0

2(t,1) = P (0, =) W3 (¢ ~ ) Py (£~ 1,1) .
Mallin (X.5) mukainen todenn#k®isyys saadaan kunhan huomataan, etts

2(t+hu+h)  po(0,t—u)-ps(t—u)- p;(t —u,t +h)
2(2,u) P (0.t —u)- pg' (t —u)- pr (1 —u,f)

Pu(t—u,t+h)
=~ 2 = p(t,t+h)
Pr(t—u,t)

1)
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Koska z-funktio kuvaa sanallisesti koko yll4 kuvattua tapahtumaketjua, ei siitii ole suoraan
irrotettavissa erikseen elossa olemiseen liittyvis todennikoisyytts. Jotta pystyisimme
tarkastelemaan iéss4 x > 0 mallin (Y.4) mukaista p4ioma-arvoa (jotka Hittyvit vastaisiin
eléiketapahtumiin) lasketaan

2(t,4) _ Pa(0,—2)-pug (t — 1) py(t—u,0)
Pz (0,x) Pz(0,x)

= Paa (X, —u)- pg (t — 1) pr (¢~ ,1) Z2),

joka vastaa sitd, etts tarkasteluik# on nyt x ja vastasyntynyt on jo ohittanut aikavilin [0,x).

Z.3 Z-mallin muoto ja sis#lts

TEL:n mukaisen vakuutuksen yleisten laskuperusteiden mukaan arvoillat=u > 0

f

[2(t,u) du =" (@23
0 .

jaarvoillatzuze

i 2 2 b e 2 A f e Y /Y YA
z(f,u)zzzj(t,u)mzaj-ebj t Cj H;Zebj (t u).aj e (CJ bj)u (2.4)

Jj=0 J=0 J=0

Kéaytinndssd e on lyhyin tyskyvyttdmyyden kesto. Tydkyvyttomiksi tulemisen jélkeen
tydkyvyttomyyseldke ei ala heti, vaan sairausvakuutuksen kautta maksetaan péivarahaa
yleensd yhdekséin kuukautta (e=9/12) ennen tySkyvyttomyyselikeen alkamista.

Tuomikoski [1986] huomauttaa ja tdm4 nihdiisin myda esityksen (Z.4) avulla

b ' {t-+h~u-k) a,- e—(c j -b j Y(r+h) -

z(t+hut+h)y=e zj(r,u)-e_(cj_bj)'h.Nyt

z(t+ht+h) & z,(tu) o Cibh

z(t,u) - < z(t,u) ’ (Z.5)

Jolloin jo alkaneen tySkyvyttémyyselikkeen elossaolotodenndkoisyytend kiytetiin kolmen
eksponenttijakauman sekoitusta. Elossaolotodennikaisyyksien sekoitus riippuu myds z-
mallista ja sen parametreista: nykyiéistd t ja menneesti sairausajan kestosta u.

Vastaisen eli tulevaisuudessa alkavan elikkeen péioma-arvoa laskettaessa todennikdisyys
stiilyd hengissd syntymasta nykyikidn x arvioidaan seuraavasti p(0,x) =" joten
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tarvittava mallin (X.8) ja (Y.4) mukainen todennikdisyys (Z.2) on, kun vield merkitdén t =
x +d; on huomattava, ettd d>u

R~ . g = ! (Z.6)

2 Bt~ . o i=bi) 2 bild- b:) —(ci—b;)
z(t,u Ze_,( u)+a4x.a e (cj J)u=ze_,( w)+{ag + f)x-a.-e (cj—bj)u

Vastaisten elikkeiden pafioma-arvossa jakaumien sekoitussuhde on méirittelemdton.
Z.4 Nykyisen Z-mallin sisillon tarkastelua

Alkaneen elikkeen elossaolotodennikéisyytens kiiytetisin kolmen ifistd riippumattoman
jakauman sekoitusta. Sekoitus riippuu idsts ja sairauden menneest kestosta, mutta
varsinaiset jakaumat ovat ifistd riippumattomia eksponenttijakaumia. Ndiden jakaumien
odotusarvot EUj on helposti laskettavissa ja tulkittavissa tulevan sairausajan keston
odotusarvoksi. Aivan samoin vakiokuolevuuteen ay liittyvi elossaolotodennakdisyytta
vastazva jakauma on eksponettijakauma, joten my®s tihin malliin liittyvé eliniéin
odotusarvo EX on laskettavissa. Vakiokuolevuuteen a4 liittyvéksi elinajan odotusarvoksi
saadaan EX = 1 / a4 = 217. Laskuperusteissa mallin kayttd kuitenkin rajoitetaan
ikialueeseen 0 - 70, joten ikialueen rajoittaminen huomioiden matlin elinéjan odotusarvo
EX = 61, kun x < 70, kun S(t) = 0, kun x > 70. Taulukkoon 1 on koottu nﬁidenjakéumien
odotusarvot nykyisen perusteen mukaisena. Tarkasteluyksikké on vuosi. Huomautettakoon,
etts tyokyvyttdmyyselikkeelle voi joutua TEL:n mukaan vain ikavalilld 14 - 65 vuotta.

Taulukko 1

j EU;=1/(cj - bj) EX=1/a4 EX x<70
1 1,6 217 61

2 62,5

3 20,0

Vastaisten elikkeiden puolella jakaumien tulkinta ei ole yhti suoraviivainen. Gauffin ja
Leinonen {1982] huomauttavat my®s, ettd vastaisten eldkkeiden pasioma-arvoa laskettacssa: _
Z-mallin (Z.4) tyﬁkyvyﬁémyyden elossaolotodenniksisyyden on oletettu noudattavan
kussakin komponentissa j eksponenttijakaumaa exp(c; - bj). Tarkastellaan vastaista
pafioma-arvoa hieman tarkemmin. Mikali kaikki b; kertoimet olisivat negatiivisia, olisi
kuolevuus ennen tydkyvyttdmyytts samoin kolmen eksponenttijakautuman sekoite ja
tyokyvyttomiksi jouduttaisiin samoilla issté riippumattomilla siirtyméintensiteeteills aj.
Tyokyvyttomiksi jouduttaisiin talldin kolmea erillista reittid niin, etté kullakin ryhmalld
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olisi omanlaisensa ketju, jonka muodostavat aktiivin elossaolotodennikdisyys,
sairastumisintensiteetti ja sairastuneen elossaolotodenniksisyys. Tama ldhestymistapa olisi
mielenkiintoinen, mikili esimerkiksi sairastumissyyt olisivat jaoteltavissa kolmeen
 luokkaan niin, ettd kullakin luokalla olisi oma tySkyvyttémyyden keston keskiméigriinen
pituus. . :
Koska nykyisen perusteen mukaiset bj kertoimet ovat suurempia kuin nolla, on parempi
tulkita nyt olemassaolevassa z-mallissa, etts kertoimet bj pitéviit sis8ll4sin paitsi
kuolevuutta ennen tyskyvyttdmyytts myds intensiteettis tulla tydkyvyttomaksi. Talloin
voimme olettaa, etts aktiivin elossaolotodenniikdisyys ennen tyskyvyttomyytts - kuten
laskuperusteissa on jo oletettu - saadaan eksponettijakauman avulla vakiointensiteetilla ay.
Tallsin b; = -a, +b; =>b; =b, +a, ja (Z.6) voidaan kirjoittaa muodossa, kun muistetaan,
ettit=x+d
ie(-q +.!:}'f He-u)+ag-x 4, D 22: —a4-(d-1) .[aj .e(b; )-(r-u)] e Cib)u
J=0 J=0

Téssd mallissa aktiivin elossaolotodennikisyydells ennen tySkyvyttdmyyitd on
eksponettijakaumatulkinta. Vastaavasti intensiteetilli joutua tydkyvyttdmaksi ei ole ensifi
samaa tulkintaa, silli se riippuu nyt kustakin sairastumisizists t-u ja se onkin Gompertz-
tyyppinen. Oletus, ettd aktijvin elossaolotodennikaisyys ennen tySkyvyttomyyttd on
eksponenttijakautunut, on itseasiassa pakkokin tehd. Kun vastaisen elakkeen pifioma-
arvossa funktio z(t,u) jaetaan termilla ¢ 4~ , diskontataan juuri talls mAzralld jo mennytts
aktiivin elossaolotodennikdisyytta pois Z-matllin vastasyntyneelts ja jiljelle jafivd maird b;-
kertoimista on jotain muuta. On eri asia onko a4-intensiteetin mukainen eksponenttimalli
realistinen ja toisaalta pitfisiké sitd soveltaa kuolevuuteen igists x ikdfin t = x + d. Tietysti
sitd sovelletaan ikfiryhmén y = x + d piioma-arvoa laskettaessa, Samoin oletusta voidaan
perustella Z-mallin timén elossaolotodennsiksisyyden estimointitavalla {Tuomikoski
[1986] 5.22). Nilld oletuksilla voidaan ylldoleva esitys kirjoittaa muodossa

i ~04(d~1) .[aj _e(b;)-(t—u)]'e-(c j=bj)u = g~ %(d-) .i[aj .e(b})-(t—u)j'_e-(c j—bj)u

J=0 Ju0

miki johtaa maliiin, jota voidaan kuvata kuvion Z.1 avulla.
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-Kuvio Z.1 -

(0] =>[a+d]
a

d«<[a]o[it]=[aHd]

> |
B]=[E

Kuviossa Z.1 on eroteltu eri tilat j olla tydkyvyttdméni, jotta korostuisi, ettd
sairastumisintensiteetteji on kolmenlaisia, kuten myds tyokyvyttdmyyden
pifittymisintensitteetteji. Tila a+d tarkoittaa, etts sairaanaolemisen voi péittis seki
kuolema ettéi paraneminen, eivitki ne ole intensiteetiss3 eroteltavissa.

Kuten luvusta X muistetaan, kokonaisintensiteetti oli osiensa summa.
Kokonaissairastuvuudeksi 14ssi x saadaan

IS IPRNR .(b;)'x
u,(x)—jz_:oux(x)—;o“f e Jan (x=lim(t-w)  (@7.

Gauffin {1981}, Gauffin ja Leinonen [1982] sekd Tuomikoski [1986] ovat antaneet
oleellisesti saman sairastumisintensiteetin sen lisiksi, ettsi he ovat ottaneet huomioon
tarkastelussa osotusajan € ja ovat tutkineet elikeyhtitn kannalta olennaisia
tydkyvyttémyyselikkeen alkamisen intensiteettejd. Liitteen Z kuviossa Z3.1 on piirretty
esityksen (Z.7) ja aiemman tutkimuksen (T.13) mukaiset sairastumisintensiteetit. Kuviot
seuraavat toisiaan lukuunottamatta aivan ikdalueen loppupéti.

On my®6s helposti todettavissa, ettd nykyperusteen mukaan vastaisen eliikkeen Z-mallin
tydkyvyttomyyden elossaolotodenniikdisyyksien jakaumat eivit ole ilman painoja suoraan
seurausta saman todennékdisyyskentén osituksesta. Timéa nihdéén, koska

3 e b
Ju>0s.e. Ze (ej=bj)u > 1 :
= (Z.8)



21

Mikili halutaan, ett yo. summa on < 1, voidaan tietysti ajatella, ettd Z-mallissa aj-
kertoimet pitiivit siséllddn ko. painot ja ylljoleva summa saadaan aina ykkosti
pienemmiiksi. Ottamalla aj-kertoimista vakiopaino 1/3 kaikille jakaumille péistizin
vaadittavaan ehtoon. Liitteen Z kuviossa Z3.2 on piirretty miten tilldin sairastuneen 14
vuotiaan elossaolotodennikdisyys on asetettu laskuperusteisiin toisaalta vastaisen elidkkeen
pidoma-arvoihin ja toisaalta alkaneiden elékkeiden pasioma-arvoihin kaavojen (Z.8)ja
(Z.9) mukaan ((Z.9) kukin komponentti on siis kerrottu luvulla 1/3 suhteen suhteen Zj/Z
sijaan). Huono puoli tisti oletuksesta on, ettd kaavan (Z.7) mukaiset
sairastumisintensiteetit kuviossa Z3.1 kasvavat kolminkertaisiksi.

Jos vastaisen elidkkeen puolella jakaumien paino on vakio, johtaa timé teorian kannalta
huolestuttavaan tilanteeseen, jossa etuja ostettaessa (vastaiset elakkeen pisioma-arvot)
eldkkeen piittyvyys on erilainen kuin eléketti nautittaessa kiiytettivi (alkaneen elikkeen
padoma-arvot). Tietysti aina voidaan pakottaa myds vastaisiin elékkeisiin samat painot
kuin alkaneiden eldkkeiden p4fioma-arvoissa kertomalla ja jakamalla suhteilla zj/z. Téll6in
(Z.6) on

é-—a4-(a'—u) ) i a .e(b})-(t-u) 2t-u0) | z;(t—u0) .e—(c j~bj)yu -
rd I z,(t—u0) | z(t—u0) . (Z.9)

Tétd vastaava sairastumisintensiteetti (hakasulkulauseke) on kolmas kuvaaja liitteen Z
kuviossa Z3.1. Joka tapauksessa Z-mallin sairastumisintensiteetti on saatettavissa kolmen
Gompertz-intensiteetin summaksi. On mys huomattava, ettd vakiointensiteetti a4 sisalt4s -
oli se sitten mink# muotoinen tahansa - seki sairastumisintensiteetin etti
kuolemisintensiteetin, kuten luvuista X ja Y muistetaan.

Z.5. Z-mallin pidgoma-arvot

TEL:n mukaisen vakuutuksen yleisten laskuperusteiden mukaan vastaisen elikkeen
pidoma-arvo lasketaan kaavasta
L&t

=" | j ™3 . 2(¢,4) du dt (2.10)

Xx+e €

{e) Xw

missd x on tarkasteluikd, w on vanhuuseliékkeelle siirtymisiki. Esitys (Z.10) vastaa suoraan
esitystd (Y.5) ja (X.8). Laskuperusteissa on huomioitu odotusaika e ja elikkeen
pésttyminen aina vanhuuselikeifissi w. Alkaneen elikkeen pddioma-arvo saadaan kaavasta
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iy 1 Tt
—_—

=5-5
Tire = 737 51 =m) ) j z(s,s-x)ds. (Z.11)

Mik3 vastaa esitysti (X.4). Lisiksi laskuperusteissa on mﬁéﬁtelty vuotuinen etukiteinen
riskimaksu

v - A a8y A

I1.= A e (g)Ax+1 o | (Z.12)

@ TXW (g TXIW
Z.6 TySkyvyttomyyden ja tydkyvyttomyyseldkkeen alkamisen erottaminen

Elskevakuutusyhtin kannalta aktiivin sairastuminen e vield ole toimenpiteitd aiheuttava
tieto. Elikkeen henkils saa vasta odotusajan e (ja tietysti mydntimisen) jilkeen. Koska Z-
mallissa on madritelty vain intensiteetit aktiivinaoloon, sairastumiseen ja
tySkyvyttsménsioloon, ei siitd ole suoraan saatavissa intensiteettejd aktiivinaoloon ja alle
e:n mittaiseen sairastumiseen, tytkyvyttmyyselékkelle siirtymiseen tai
tyokyvyttémyyselakkeen pazttymiseen. Tuomikoski [1986] on selvitellyt tatd ongelmaa
SHV-tutkielmassaan hyvin kattavasti. Suoraviivaisin tapa hoitaa odotusaikaan Hittyvat
asiat olisi siirty4 tarkastelemaan tyskyvyttomyyselikkeen alkamista sairastumishetken
sijasta, jolloin e = 0. Téma ratkaisu ei kuitenkaan ole aivan ongelmaton. T#ll6in pitiisi
estimoida kullekin odotusajalle (joita TEL:n piirissé kuitenkin on useita) oma mailinsa.
Samoin mikili odotusaikaa muutetaan olisi laskuperusteet taas uusittava. K#iytinnossi on
parempi sovittaa yksi malli, jota voi soveltaa kullekin odotusajalle, josta sairastuminen on
riippumaton. Kaavat (X.8) ja (Y.5) on siis péivitettivé vastaamaan kaavaa (Z.10).
Mainittakoon, ettd Pitaccon [1995] ratkaisu odotusaikaan liittyvaén ongelmaan, johtaa
tismilleen samaniaiseen ratkaisuun.

Pasiteikasin liittyvit ongelmat niyttavit olevan helpommin hoidettavissa. Adrettomén sijaan -
astetaan pasteitiksi vanhuuseldkeik4 w. Tarkastellaan mita tima merkitsee estimoitavien
jakaumien suhteen, Vaikka tyokyvyttomiksi voidaan TEL:n mukaan joutua vain ikavalilla - -
14 - 65, ei ole syyti jakaumia estimoidessa ottaa todennikdisyysmassaa huomioon vain

t4lts rajoitetulta alueelta eli kayttat katkaistuja jakaumia. Sairastuminen tai paraneminen ei -
saisi riippua maksettavasta edusta, se voi tapahtua myds esimerkiksi i4n 65 jalkeen.
Ylhaalta katkaistua jakaumnaa estimoitaessa saattaisi elossaolotodennikdisyys () = 1-F(t)
pakottua nollaksi ik&luokkaan 65 mennessé, miké selvisti johtaisi harhaiseen tilanteeseen: :
kaikki henkil6t eivit sairastu varmasti tai sairaana ollessaan parane tai kuole ikésn 65
mennessa. Sen sijaan alhaalta katkaiseminen ei johda tillé tavalla harhaan vaan tarkempaan ‘
malliin. Ajatellaan, etts tarkasteltava perusjoukko pitéé sisélldin vain ne henkildt, jotka
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selviytyvit tydeldmaésin asti. Néitd henkiloitd TEL-yhtiot vakuuttavat. Joka tapauksessa
havaintoja niiltd ikdalueilta ei saada TEL-yhtididen kannoista. Satunnaismuunnos z on
ainakin niin ollen piivitettdvi seuraavasti jo sen takia ettd voi olla w < 65.

J=i J#i

0 0 ,T<s
T, J) = € .a75 0  ,s<T<w

0 0 ,T>w

Tém# satunnaismuuttuja johtaa samaan pasioma-arvoon kuin yll4 kaavassa (Z.10).
Z.7 Z-malli tissi tydssd

Z-mallille on TEL:n laskuperusteissa annettu erittiin vaativa tehtivi. Sen olisi kuvattava
oikein tapahtumaketju, jossa vastasyntynyt eld tiettyyn ikién, jolloin hén sairastuu ja on
timin jélkeen tyokyvyton péiteikidn asti. Samalla z-funktiolla saadaan kaikki mahdolliset
sairastumisiéit késitellyiksi. Vastaisia elakkeitd varten siitd on diskontattava pois aktiivin
elossaolotodennikaisyytts, jotta saadaan tarkasteltua ikid x > 0. Intensiteettien voidaan
ajatella riippuvan sairastumisisistd ja tulevasta sairausajasta. Alkaneita eldkkeiti varten Z-
mallin komponenttien zj avulla Z-mallin alkaneen elékkeen paéttyvyys sekoitetaan
uudelieen, jotta malli kuvaa tarkemmin todellisten eléketapausten poistuvuutta. Vastaisten
elidkkeiden puolella sekoitussuhdetta ei ole eksplisiittisesti sanottu. Z-funktio on méiritelty
vain vastasyntyneelle ja silld on implisiittinen arvo sairauden kestoille, jotka ovat lyhyinti
elidkkeen kestoa iyhyempid.

Z-mallin estimointi on havaittu ongelmalliseksi. Esimerkiksi havaintoaineiston
kokoamiseen on liittynyt ongelmia (Tuomikoski [1986]). Aktiivin
elossaclotodennékdisyyden méidrittiminen ennen sairastumista on jo teoreettisesti vaikeaa.
Ei ole mahdollista selvittiis jo kuolleiden joukosta niit, jotka eldesséin myShemmin
olisivat sairastuneet, mikali "satunnaiskuiku"” olisi johtanut siihén, ettd juuri he eivét olisi
kuolleet. My0s tulevaisuudessa timé mallin osa on estimoitava muunlaisesta aineistosta.
Z-mallia estimoitaessa puhdasta suurimman uskottavuuden (ML) ratkaisua ei ole
saavutettu. Témé onkin vaikeaa, koska véhimmilli#nkin mallissa on yhdeks#in parametria.
Puhdas ML-ratkaisu on vaikeasti saavutettavissa, koska mallia vaivaa paha
multikollineaarisuusongelma. Kaksi sovitettavan ep4lineaarisen mallin selittivésta
muuttujasta esiintyy maliissa kumpikin kolme kertaa eli samalle selittédville muuttujalle
haetaan kolmea eri kerrointa. Lineaaristen mallien yhteydesss tima ongelma
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lievemmissikin muodoissa johtaa parametrien epistabiilisuuteen. Multikollineaarisuutta on
yritetty lieventis valitsemalla etukiteen osa mallin parametreista (odotusajat), jolloin
multikollineaarisuus lievenee ja jonkinlainen ratkaisu voidaan saavuttaa. Kuten
Tuomikoski [1986] huomauttaa Z-malli on pahasti yliparametroitu.

Tiss# tydssi tydkyvyttdmyystodennikdisyyksii ei enii yritetd sovittaa suoraan Z-malliin.
Tiss# tydssd yritetiiin sovittaa mallit erikseen terveen olemiselle, sairastumiselle ja
sairastumisen p#ittymiselle eli kukin Z-mallin kolmesta osasta erikseen.
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A. Aineiston kisittely

Elinaikamallit vaativat aineiston esikisittelyd ennen mallin sovittamista. Tati tehtivai
selvitellifin tidssd luvussa.

A.l Aineiston ep#iparametrinen sovittaminen

Téman kappaleen tarkastelu on tehty Gerberid [1980] sekd Cox, Oakesia [1984] mukaillen.
Tutkitaan aluksi kuolevuutta. Tarkastellaan henkilsd i, joka téiyttdd isn x vuonna v. Vuoden
alussa hinet otetaan mukaan tarkasteluun. Mukaanotto saattaa viivistyd esimerkiksi siksi,
ettd henkilon tyonantajan vakuutus alkaa TEL-yhtiéssd vasta vuoden v aikana tai ettd
henkil6 on tullut tdihin vasta ko. vuoden aikana. Merkiti4n aikaa vuoden alusta
tarkasteluun mukaanottoon merkinnills t;. Vuoden lopussa hin poistun tarkastelusta
vuoden alusta laskien ajan s; kuluttua. Henkil6114, joka pysyy tarkastelussa koko vuoden,
on selvisti s; - tj = 1. Erotusta s - tj; kutsutaan henkildn i seurannassaoloajaksi vuonna v.
Luku sj pienenee vastaavasti kuin t; mikili vakuutus tai tySsuhde loppuu ennen vuoden
vaihdetta, mutta mySs mikili henkils kuolee, tulee tydkyvyttdmaksi tai siirtyy muulle
elikkeelle. Nyt kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma on kuolema. Merkitizin
ikéluokasta x seurannassaoloaikana kuolevien henkilsiden joukkoa merkinnill / ja siis
kuolema tapahtuu henkilélle i hetkelld s; vuonna v. Muut henkil&t - hengissi selvinneet -
ovat ns. katotapahtumia; merkitiiin joukkoa J. Selvasti 0 < t; <s; < 1. Koko kohortti-
ikéluokan x seurannassaoloaika on siis, kun henkiléitd ko ikdluokassa on n kappaletta

E, =Zn:(s, =), (A1)

im]
ja kuolevien lukumiiirs on Dy. Likelihood-funktioksi saadaan
L=T1sG|T>) ] P(T>5|T>1)
iel ief ,

: A2
=[1v.)-P(T>5|T>e) [ P(T>s|T> ). @2
iel ieJ

Oletetaan edelleen, etté kuolevuus on koko vuoden v i4ssé x vakio; merkitdsin p (s)=p,.
Till6in likelihood-funktio saadaan muotoon

L=(p, )éx -¢”*F+ | jonka maksimi saavutetaan, kun fi_ = -Z—‘

X
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Niin ollen ikdluokan x ML-estimaattori kuolemistodennikdisyydelle on siis
g, =1- e"P =1—¢ %5 Elossaolotodennikoisyys i4ss4 x vuoden v loppuun asti on

. . x x (2

1-Fx+¥) =S+ =[Jd-q)=]]e * . (A3)ja
k=0 k=0

Ex=34,

x=0

Tamai on vakuutusmatematiikan piirissi yleisin tapa laskea havaitut elossaolotodenn#ksi-
vuosittaiseen tarkasteluun, vaan epiparametriset estimaatit voidaan sovittaa myds koko
elinajan tai tySssdoloajan kattavalle tarkasteluvilille, Esityksen (A.1) mukainen
likelihoodfunktio on esitys yleisemméistd puuttuvien havaintojen kisittelystd ML-
estimoinnissa.

Jaetaan vield kuoleminen kahteen (kilpailevaan) syyhyn i ja j, jolloin Dy =Dj y +D; x. Nyt
likelihoodfunktio saa muodon -

i
L=[T0)" e™",

k=i
kun taas oletetaan, ettd intensiteetit ovat vakioita koko vuoden v. Likelihoodfunktion

" D
maksimi saavutetaan, kun 2, , -—--;;i, k=i,j.

x

Huomautettakoon yhdesti approksimaatiosta, joka usein tehdddn, kun havaittua
elossaolotodennéiksisyytti arvioidaan ja kun intensiteetit ovat pienet:

b,

B Dr

e =1-x+0(x?) => §, = 1-e
Tiss3 luvussa Gerberisti [1980] poiketen tarkasteltiin kohortti-ik#luokkaa x verrattuna
perinteiseen ikéluokkaan x. Kohortti-ik#iluokka x saavuttaa ifin x vuoden v aikana.
Perinteinen ikiluokka x tarkoittaa henkilsiti, jotka ovat jo tayttinet i4n x eli he kuuluvat
ikdluokkaan x vuosien v ja v+1 aikana (yhden vuoden ajan). Kohortti-ik&luokka on vuoden
v aikana keskiméirin ifissé x ja perinteinen ik#luokka x saadaan, kun ikéé arvioidaan
katkaisemalla henkiltiden iké kokonaisluvuksi. TEL:n laskuperusteissa tarkastellaan
vakuutettuja siten, ett4 vuoden v aikana henkils on keskimiirin idssd x hetkelld 1.7.v ja
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issd x+% hetkells 31.12.v., joten siihen sopii kumpi ikiluokkatarkastelu vain. Aineiston
hankinnan kannalta kohortti-ikdluokkatarkastelu on kuitenkin selkedmpi.

Joissain tilanteissa esityksen (A.1) mukainen seurannassaoloaika voidaan joutua tai
halutaan arvioida (ks. Elandt-Johnson, Johnson [1980]). Niin on esimerkiksi tilanteessa,
jossa on kﬁyt&ssﬁ vain lukumdiiritietoja tai mikali aineisto on niin laaja, ettd
arviointimenettelyn uskotaan riittfivén.

Seurannassaoloaikaa voidaan arvioida seuraavasti. Olkcon henkilsiden luku kohortti-
ikiiluokassa x hetkelld 31.12.v méiird Ny. Saman kohortti-ikéiluokan lukum&rd
edellisvuonna 31.12.v-1 (silloin idissé x-1)} on Nx.1. Jos oletetaan, ettii seurannasta katoaa
henkilsits vain kuoleman kautta ja ettd kuolemistapaukset sattuvat tasaisesti vuoden v
.aikana, talléin saadaan

Ex=Nx-l—l/2' Dx.

Elskeyhtididen kannassa vakuutettujen lukumézréissa tapahtuu myds muita muutoksia kuin
kuolemia kuten ylli selostettiin. TySnantajat ottavat uusia tyontekijoitd palvelukseen tai
irtisanovat heits tai tyontekijat vaihtavat tydpaikaa, mahdollisesti my&s ei TEL:n
alaisuudessa vakuutetulle alalle. Télloin muutos lukumééristi Ny_1 lukumisirisn Ny pitad

. sis#lld#n paitsi kuolemistapahtumia my&s seurannasta poistuvia ja seurantaan tulevia. Jos
oletetaan, ettd ndmé muut henkilévaihdokset tapahtuvat tasaisesti vuoden v aikana, niin
keskimigrdinen seurannassaoloaika on

E,=N,_ ~% D +%-[N,~(N,,-D)]=Y [N +N ). A9

Saman kohortti-ikéryhmin keskiarvo vuoden v aikana arvioi niill4 oletuksiila
seurannassaoloaikaa Ey.

Kuten Tuomikoski [1986] huomauttaa esityksen (A.3) mukainen elossaolotodennékdisyys
voidaan laskea kahdella tavalla.

Tavassa A seurataan kutakin kohortti-ikéluokkaa erikseen. Tall6in kuolevuus pitéisi laskea
kullekin syntymavuosiluokalle kussakin i4ss4 erikseen ja aineiston olisi katettava ainakin
koko TEL:n timinhetkinen voimassaoloaika eli vuodet 1962 - 1996. On tietysti selvii, ettd
t4imé tapa vaatii paljon aineistoa.

Tavassa B lasketaan esitys (A.3) viimeisempien vuosien perusteella. T4lldin esimerkiksi 50
vuoden ikiisen elossaolotodenniikdisyyteen liitetéiin riski kultakin hinen aiemmalta i4ltasn
niin, etts nyt esimerkiksi 30 vuoden ikéisen henkilén kuolemistodennikdisyys vuonna
1996 on sama kuin tamén 50-ikiisen ollessa 30-vuotias vuonna 1976. Itseasiassa tavassa B
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ei sallita kuolevuuden muutoksia. On hyvinkin mahdollista, ett4 nyt 50-vuotias on
"kovemman koulun lipikdynyt" 30-vuotiaana kuin nyt 30-vuotiaat. 50-vuotiaat voivat olla
valikoidumpaa joukkoa kuin mits talld hetkelld 30-vuotiaan riski ilmoittaa ja télld voi olla
vaikutusta hinen selviimiseen ikd4n 51 vuotta. Tietysti on muistettava, etté pddoma-arvoja
kiytetdsin "tulevaisuuden ennustamiseen". 50-vuotiaalle henkilslle pdfioma-arvo lasketaan
siten, ettd héntd vanhempien henkildiden kuolintodennékisyydet otetaan ko henkilon
tulevaisuuden riskiksi. Estimointitapojen A ja B vertailu olisi jarkeva ja voi tietysti olla
ettei tapojen vililld ole eroa. '

Elossaolotodennikéisyyden varianssin estimaattorina voidaan k#yttad Greenwoodin [1926]
kaavaa

Var[8(x + )] =[S(x + )P Z —ATNQ_D_)'
k=l YRV — L5
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- A2 Aineiston parametrinen sovittaminen

Tissd luvussa on kéytetty ldhteeni Cox, Oakes [1984] ja Kalbfleish, Prentice [1980] sek&
Elandt-Johnson, Johnson [1980]. Kéytettidvien termien suomennoksessa on kiytetty
lahteend Hakulista [1983].

Mikili elinaikamalleissa olisi kéiyttssd n:n havainnon riippumﬁton otos, joista kaikista
tiedettiisiin seurannassaoloajan paittyminen tutkittavaan tapahtumaan, olisi
likelihoodfunktio yleisen esityksen mukainen:

L@) = [170:0:2) =] | 1tt:052)- (6052, (A5)

jossa #; on havaittu eliaika ( ei siis vain tiettyns vuonna v), 8 on esitimoitava
parametrivektori ja z; on (vieli toistaiseksi tarpeeton) ns. selittivien muuttujien vektori.
Kiytinnodssa kaikki seurannassaolevat henkilot eivéit kuole seurannan péittamishetkeen
menness tai osa siirtyy muuten pois seurannasta esimerkiksi vanhuuselikkeelle
siirtymisen takia. N#in ollen n#iden seurannasta poistuneiden kuolinaika j&#
tuntemattomaksi eiki sitd voida saada selville ja ainoa mit# heisti tiedetéisin on, etti he
olivat elossa seurannasta poistuessaan. Nyt otokseen on keréttiva uusi tieto ; siitd onko
elinaika #; kuolinaika

(8; = 1) vai seurannasta poistuminen ns. katotapahtumaan (8; = 0). Nyt likelihoodfunktio
saa muodon

1©)=] [ ftt:052)" -S(t:0:2)

" (A.6)

= 1_[ l'l'(ti;e;zi)5‘ -8(1;:0;2,),

=]
jossa jdlkimmiinen termi seuraa esifyksestd (X.2) ja vastaa esitystd (A.1).
Mikali mallien estimointi tehdé#in kahdessa vaiheessa, niin ett ensin lasketaan ns. epi-
parametriset luvun A.1 mukaiset estimaatit ja timén jalkeen ldhdetéifin sovittamaan
‘varsinaista parametrista mallia, on likelihoodfunktiona kaytettava esityksen (A.5) mukaista
muotoa. Katotapahtumat on jo huomioitu ep%iparameti'isessa estimoinnissa. Jos taas
aineistoa ei ole koottu luvun A.1 mukaiseen muotoon ja aineistona kiytetdzn suoraan
havaittuja elin- tai katoaikoja on esitystd (A.6) kiytettava.
Mikiili saatavilla oleva aineisto on sellainen, ettd siind on vain tietyn hetken 1; jalkeen
voimassa olevat ja voimaan tulevat seuranta-ajat, on likelihoodfunktiota muutettava.
Tall6in kaikki ennen aikaa ¢ p4sittyneet havainnot puuttuvat ja likelihoodfunktioon
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vaikuttavaa jakaumaa on pidettivi katkaistuna. T#ll5in (A.6) saa muodon (ja (A.5):ttd on
korjattava vastaavasti), joka vastaa ehdollista todennikéisyytta

2 £(:0:2)%  S(;:0;z,)™™
Le - i 3 . I I
©) 1,:.13(1,;9;2,.)“ S(t,30;2,)"™

" S(t,:0:2))
= t;e;z By (N0t %)
] gp( i i) S(‘c,-;a;z,)

A7)

Likelihoodfunktion maksimointi vaatii omaa tekniikkaa. Tietysti paras ratkaisu olisi, jos
16ydettiisiin ns. analyyttinen ratkaisu. Usein kiytinndssi maksimointi joudutaan tekemiiin
iteratiivisesti. T#h#n littyvas tekniikkaa on selostettu kattavasti Tuomikosken [1986]
tutkielmassa. Usein likelihoodfunktiosta otetaan logaritmi, jolloin tulon sijasta
tarkastellaan summaa ja iteratiiviset menetelmiit tuottavat joskus varmemmin ratkaisun, jos
etsitdin maksimin sijasta minimia.

Mallien sovittamista tullaan kokeilemaan my®&s ns. regressiomenetelmills, joita on
selostettu useissa oppikirjoissa mm. Seber [1977), yleistettyjen lineaaristen mallien osalta
kirja McCullagh, Nelder [1989] on perusteos. Elinaikamalleihin sovellettuna
regressiomenetelmi# on selostettu jonkin verran kirjassa Kalbfleish, Prentice [1980].
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A.3 Aineiston kiyttd tissi tyOssd

Titd tySt varten tarvittiin aineistoa elakeyhtidista. Tyokyvyttdmyysilmittd TEL:n piirissd
selvittelee ns. tydkyvyttémyysjaos, joka on TELA:n alainen toimikunta. Toimikunnalle
elakeyhtiot toimittavat vuosittain tiedot uusista ja pattyneistd
tydkyvytiomyyselaketapauksista. Toimikunnan hallussa onkin kattavin aineisto
tyokyvyttomyysilmidsts, jonka vain voi TEL:n piirista saada - silli on aineistoa aina 1960-
luvulta asti. Tydkyvyttsmyysjaokselle ei kuitenkaan mene tietoa ylia kuvatusta
seurannassaoloajasta. Nma tiedot téytyy hankkia muista lahteistd eli lihinni elikelaitosten
tydsuhdekannoista. Mydskiitin elikelaitosten vuosittain tekemisti riskiin liittyvistd
tutkimuksista ei ollut tissd yhteydessd suoraa hydtyd.

En kuitenkazan onnistunut saamaan titi tySkyvyttomyysjaoksen kattavaa aineistoa
kayttooni, joten jouduin tyytymézin Elake-Varmasta saatavaan aineistoon. Seuraavassa on
selostettu miten ja millainen aineisto hankittiin ja miti oletuksia jouduttiin tekem#in.

A.3.1 Kuolevuus ja sairastuvuus

Kuolevuus ennen sairastumista on - kuten aiemmin todettiin - vaikea tutkittava. Jo
kuolleiden joukosta ei voida etsié niitd, jotka mahdollisesti elaessain olisivat sairastuneet
niin vakavasti, ett# olisivat joutuneet tyokyvyttdmyyselikkeelle, mikili olisivat eldneet,
Siksi aineistona tiytyy kdyttad TEL-yhtiiden yleistid kuolevuutta.

Koska TEL-vakuutuksessa vanhuuseldkeliikkeess4 on jo kéiytdssd kuolevuusfunktio, joka
uusittiin viimeksi vuoden 1997 alussa, ei katsottu jérkevaksi sovittaa uutta mallia
kuolevuudelle. Vain unden mallin sopiminen havaintoaineistoon tarkastetaan
elossaolotodenniikisyyden avulla. Kovin jarkevid ei ole, jos saman vakuutustoiminnan
sis4lli on useita kuolevuusfunktioita.

Aineisto saadaan tydsuhdekannoista. Kuolevuuden osalta pitettiin ensin laskea
epiparametriset estimaatit tapaa A kiyttien ja kiyttids kaavaa (A.1) seurannassaoloajan
laskemiseksi. Tavan A mukaiset estimaatit lasketaan ja tiitd verrataan kuolevuusperusteen
mukaiseen arvoon. Luokittelu tehdiin erikseen molemmille sukupuolille seki siis erikseen
kullekin syntymavuosi-ikéluokalle.

Elske-Varman tydsuhdekannasta pyrittiin poimimaan kaikki aikavalilld 1.1.1962 -
31.12.1996 voimassa olleet todelliset tydsuhteet. Mukaan otettiin myds luottamustoimet,
mutta esimerkiksi peruutetut ja Valtionkonttoriin siirretyt jaksot pudotettiin pois. Koska
vakuutetulla saattaa olla tydsuhteen rinnalla myds samaan aikaan rinnakkaisia elékejaksoja,
vahennettiin kunkin henkilén osalta néimi aikajaksot seurannassaoloajasta pois. Mikali



32

henkils1ld on useita tydjaksoja yhti aikaa otettiin mukaan seurannassaoloaikaan vain yksi
aikavili samaan aikaan palvellusta ty6ajasta. Asevelvollisuusaika sekd ditiysloma- ja
lapsenhoitoaika sen sijaan jétettiin seurannassaoloaikaan yksinkertaisesti siksi, ettd olisi
todennzkéistd, ettd juuri kyseessi oleva elikelaitos mydntéisi niin kﬁydessﬁ tillaiselle
henkilslle tydkyvyttomyyselikkeen. Yksilollisen varhaiseldkken levétessd tamd aika

- vihennettiin. | :

Elske-Varman tydsuhdekannassa on yli 4 miljoonaa ty&jaksoa. Koska kiytGssi oli vain
rajallisesti atk-resursseja, jouduttiin henkilst rajaamaan niin, ettd tarkastetuun otettiin
mukaan vain kunkin kuun kolmantenatoista paivina syntyneet. Téllaisia jaksoja 18ytyi
yhteensi 130 840 jaksoa, jossa oli 60 042 henkilsi mukana. Niiden henkilbiden joukosta
etsittiin sitten myds kuolemaan pisttyneet jaksot, joissa henkilditd on yhteensd 438
kappaletta. Sama henkil® saattoi kuollessaan olla vakuutetiu useammassakin tydjaksossa;
vain yksi huomioitiin.

Sairastuvuuden laskemiseksi ei tySsuhdekannasta ollut apua. Koska elékkeiden
maksurekisteri on nimens# mukaisesti vain elikkeiden maksamista varten ja koska atk-
jirjestelm oli vasta uudistettu, ei Eldke-Varmasta ollut saatavilla kattavaa kohortti-
ikaluokka-aineistoa. Elikkeiden maksurekisteri puhdistetaan aika-ajoin ns. turhista jo
pattyneists tapauksista. Sairastuvuuden laskemiseksi on tyydyttéva téssd harjoitustydssid
tarkastelemaan tavan B mukaan laskettuja intensiteetteji ja jakaumia. Myds Elake-Varman
vuosilaskentajéirjestelms on vastikéfin uusittu ja sieltd oli saatavilla vuosien 1994 - 1996

* vuosilaskennassa olleet uudet tydkyvyttomyystapaukset. Tarkastclﬁun piitettiin ottaa
vuosien 1994 ja 1995 aikana sattuneet eliketapahtumapiivit, jotka ovat olleet Elike-
Varman vuosilaskennoissa vuosina 1994 - 1996. Eliketapahtuma tyypillisesti selvidd noin
yhdeksin kuukautta sairasturnisp#ivin jalkeen, joten vuoden 1996 vuosilaskennassa on
ollut mukana vield vuoden 1994 aikana tapahtuneita sairastumistapauksia.
Seurannassaoloaika saadaan ylla tydsuhderekisteristé saaduista luvuista, mutta vain
kaiyttamalla vuosien 1994 ja 1995 ikiluokkakohtaista seurannassaoloaikaa. Vuodet
yhdistettiin siten, ett ikéina kiiytettiin ikéi4 kyseisend vuonna eli esimerkiksi ikéluokkaan
60 yhdistettiin vuonna 1934 syntyneet eliketapahtumavuoden ollessa 1994 ja vuonna 1935
syntyneet eliketapahtumavuoden olleessa 1995. Mukaan otettiin vain ns. oikeat
tyskyvyttomyyselikkeet sekd kuntoutustuet (joista on siis peritty piioma-arvo). Ns.
yksilolliset varhaiselikkeet jétettiin pois. Kullekin ikéluokalle voitiin niin laskea
intensiteetti, mutta kohorttitarkastelua ei voitu tehdi. Kun tybsuhderekisteristd oli poimittu
vain 13:ntena pAiving syntyneet, oli niin tehtiivd myds sairastuneille. Otokseen tuli
yhteensd 117 sairastumistapauksta. Airioa lisimuuttuja, joka saatiin mukaan, oli sukupuoli.
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Aineiston vihyyden takia tissa tydssi rajoitutaan ensin laskemaan ns. epéparametriset ML-
estimaatit tapaa B kiyttien ja sitten sovitetaan t4hén ‘aineistoon’ jakauma.

A.3.2 Tybkyvyttdmyyselikeldisten kuolevuus ja parantuvuus

Koska tySkyvyttomyyseldkeldisen kuolevuuteen tai paranemiseen liittyvid tekijsiti on-
paljon, hankittiin tist4 osasta mallitettavaa ilmibta toisenlainen aineisto. Taaskin kiytdssa
on vain Eldke-Varman vuosilaskennoissa mukana olleet tyskyvyttomyyseliketapaukset,
joista varhaisimpien eléketapahtumavuodet sattuvat 1960-luvun atkuun. Tarkasteltava otos
kisittdd vuosilaskennoissa 1994 - 1996 mukana olleet tapaukset, kuitenkin niin, etts sama
elikejakso tulee tarkasteluun vain kerran, vaikka se olisi ollut kaikissa vuosilaskennoissa
‘mukana ja yksi henkild tulee mukaan vain kerran samasta elikkeellZoloajasta. Ns.
mérdaikaisten tybkyvyttdmyyselidkkeiden osalta tarkastelu tehtiin niin, ett3 mikali
elakejakso oli paittynyt ennen 1.1.1997, on kyseess4 oleva henkils parantunut ja elikkeen
péittyessd myShemmin elikejakso oli jatkuva eli katotapaus. Taaskin yksilslliset
varhaisel&kkeet jétettiin pois, kuten my&s kuntoutusrahat - sen sijaan kuntoutustuet otettiin
mukaan.

" Elike-Varman kannasta 16ytyi yhteensi 27 828 eri tydkyvyttomyystapausta, joista
aikavilillé kuolemaan pasittyi 1327 ja joista parantui 540. Toisin sanoen ns katotapauksia
téssd aineistossa tuli olemaan yli 93 prosenttia koko aineistosta. Eldketapauksista
onnistuttiin saamaan seuraavat tiedot: syntymiaika, sukupuoli, eléketapahtumapiiva,
eldkelaji sekd elikkeen padttymisp#ivé ja -syy. Malli sovitetaan suoraan esityksen (A.6)
mukaisen likelihoodtarkastelun avuila. '
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A.4 Tydkyvyttomyyteen liittyvit taustatekijit muissa tutkimuksissa

Ty6kyvyttomyysriskid ovat tutkineet viimevuosina mm. Hinnikiinen [1988] ja Hytti
[1993]. Tyskyvyttémyyden alkavuuden selviksi vaikuttaviksi tekijoiksi on havaittu ik ja
sukupuoli. Lisiksi on tutkittu sosiaaliryhma (akselilla tySntekija/toimihenkil), jolla on
havaittu olevan vaikutusta alkavuuden tasoon. My®&s toimialaz on tutkittu, tosin sukupuoli
vaikuttaa vieldkin voimakkaasti henkil6n valitsemaan toimialaan ja my®s siti kautta
korreloi sairastuvuusriskin kanssa; yhteisvaikutusta ei ole tutkittu. Hytti on tutkinut myos
sairastumissyyti ja havainnut, etts tdssikin asiassa on olemassa vield jako miesten ja
naisten sairauksien vililld. Muita korreloivia tekijoiti voi olla lisiiksi suhdanteet,
ty6ttdmyysaste, tulotaso, perhesuhteet, korvaustaso seki tyskyvyttomyysméiiritelméin
muutokset. Hannikdinen on tutkinut myds tySkyvyttémyyden paattyvyyttd ja havainnut
taustatekijoiksi mm. alkuisin, menneen keston, sukupuolen ja sairastumissyyn. Hytin
tutkimuksessa 16ydettiin 0,4 % sellaisia tySkyvyttémyystapauksia, joissa sairastunut
henkil® kévi valills tdisss ja sairastui uudelleen, joten ilmeisesti luvun Y mukaiselie
tilaluokkamallin approksimaatiolle ei ole tarvetta. Miiriaikaisina jatkuvat elikkeet oli
yhdistetty yhdeksi tapaukseksi.



S. Sovitettavat mallit

S.1 Jakauman sovittaminen
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Kuten luvussa X todettiin, intensiteettejd voidaan tietyin ehdoin kéyttéii mairittelemssn
Jakauma, Suoraviivaisin estimointitapa olisi siis sovittaa havaittujen infensiteettien avulla
(luku A.1) tiettyjd teoreettisia jakaumia. Elinaikamallien kirjallisuudessa on kiytetty
seuraavia jakaumia (f € (O, ©)) :

Exponenttijakauma

Weibuli-jakauma

Log-logistinen jakauma

Gompertz-Makeham

p@)=p, p>0
fO=p-e*
S(t)y=e*

p)=a-A-A-0*", a,A>0
fO=c -h-A-1)*" . e™®
Sy =e

(8.1
_ahe(Ap)e
p'(r)"'" 1+(l't)a ’ a:l>0
_aA-(-n*?
rO= [+’

1 1
S(t)—m—"—'l—F(f)—-(-;r—)&-'F(t)
pO)=a+p-e™, p>0

P Cal
SO=(a+p-ey-e T
AN Cas) )
b

Myés muita jakaumia on kiytetty mm. lognormaali-, invnormaali-, gamma- ja F-jakaumaa
(ks. esim. Manton etc. [1981], Bartholomew [1982]). N#iden kayttokelpoisuutta rajoittaa
kuitenkin niiden monimutkaisuus kiytinnollisesss tydssa.

Yksi mahdollisuus on myds kéyttia jakaumien sekoitusta. Esimerkiksi kahden

normaalijakauman sekoitetta voidaan kokeilla, jolloin

¢(f, 1,052,053, P) =P'¢1(t:l-lp°'1)+(I‘P)'q’-z(f,l*z;cz) .
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Till6in painoparametri p on kuitenkin vakio, eiké riipu selittavista tekijoistd.
S.2 Suhteellisen vaaran malli
$.2.1 Selittiivien tekijdiden liittiminen intensiteetteihin

Ns. Coxin [1972] (ks. myds mm. Breslow [1972]) suhteellisen vaaran malli antaa
erinomaiset edellytykset liitt intensiteetteihin selittévii tekijoitd. Coxin mallin mukaan

1(t] ¥) = po(®)-€* 7, 82

jossa y on selittdvien muuttujien vektori, joka voi olla paitsi diskreetti myds jatkuva ja B
niihin liittyv4 estimoitava parametrivektori sekd po(f) jollakin tavalla estimoitu
perusjoukon mtensmeetn esim. luvun S.1 mukainen. On huomattava, ettd kun y saa
arvokseen 0, on p,(f) = p(?) eli selittdvit muuttujat vaikuttavat suhteessa johonkin
valittuun perusjoukkoon (joilla y =0). Itse asiassa Coxin suhteellisen vaaran mallissa
esityksen (S.2) sijaan yritetiin yleensi sovittaa mallia

n( »

& Ko(?)

=L =p".y, (S.3)

joka on estimoitavissa esimerkiksi regressiomenetelmilld. Coxin mallissa on n#hty suurta
vaivaa, ettei tarvitsisi estimoida parametrisesti intensiteettejd po(f) ja yleensd
intensiteetteins kaytetiin epaparametrisesti sovitettuja estimaatteja ns. Kaplan-Meier-
estimaatteja [1958]. Toisin sancen Coxin malli vastaa parhaiten kysymykseen paljonko
vaara lisd4ntyy/vahenee esimerkiksi eri ryhmissé tai annettaessa tietty maard jotain laakettd.
Coxin malli ei suoraan sovi timén hatjoitustydn tarkoitukseen vaikkakin antaa perustellun
pohjan selittivien muuttujien kiytolle: sovitetaan ensin jakauma tietylle perusjoukolle ja
tutkitaan sitten miten muiden ryhmien vaara liséintyy tai vahenee (multiplikatiivisesti)

. suhteessa tih#in perusjoukkoon. Huomautettakoon vield lopuksi, ett luvun A2
intensiteettiesitys on sama kuin (S.2). Siin on liséné vain parametrivektori 8;, joka pitéd
sisill&zn paitsi B-vektorin myds perusjoukon sovitettavan jakauman parametrit.

$.2.2 Régressiomenetelmilld sovitettavat mallit

Eksponenttijakaumaan selittivien tekijoiden liittdminen Coxin mallin mukaan on
suoraviivaista. Talloin

u(tf y)=p-e?, ja log(-log(S(| y))=log(w)+log(t)+B"-y. (S4)
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Aivan vastaavasti Weibull-jakaumalle saadaan
n yy=a-r-(-0""e"7,  log(-log(S(| y))) =a-log(h)+a -log(t) +B7 -y, (S.5)

joten eksponenitijakaumaa ei kannata kokeilla vaan se tulee valituksi vain, jos Weibull-
jakaumalle e=1. Yleistettyjen mallien piirissé ko. elossaolotodennikéisyydelle tehty
muunnos tunnetaan ns. kompementaarisena log-log muunnoksena.

Log-logistiselle jakaumalle saadaan toisella tavalla

F(| )
s »

otA-(h-t-e? 7y

1+(h-1-eP7) )=a-log(h)+a -log(t) +a -7y (S.6)

n »)= ., log(——

mika vastaa yleistettyjen lineaaristen mallien piirissa ns. odd-ratio muunnosta ja malli on
seuraavassa luvussa esiteltivi kijhtyneen tapahtuma-ajan malli.

Mallien (8.5) j ja (8.6) toimivuutta voidaan ‘testata’ piirtimalld hajontakuvxoon vastakkain
x =log(t) jay=log(- log(S(t))) sekd toisaalta x = log(?) jay = log(—=—— ((t))
S.3 Kiihtyneen tapahtuma-ajan maili

Téssa kappaleessa kithtyneen tapahtuma-ajan malli on kisitelty Klein, Moeschbergerin
[1997] mukaan. Mallin mukaan yksilén, jonka selittivien tekijdiden arvot ovat y, hetkells
T'=t elossaolotodenndkdisyys on sama kuin yleinen elossaolotodenniikbisyys hetkelld
t-exp(B7-y) . Toisin sanoen

S@t| y) =8t -¢*'?) kaikilla 1, (.7
Termid exp(B” -y) kutsutaan kijhtyvyystermiksi. Intensiteetiksi saadaan tall5in
p( y)=€"7 - p(t-e*"?) kaikilla z. (S.8)
Selittivid tekij6itd voidaan liittid mallin myds seuraavasti
s=log()=p+y7-y+c-W. (5.9

Tdssd y kertoimet ovat regressiokertoimia ja W on virhejakauma, vastaavasti kuin
regressioanalyysissid. Nyt ylld kuvattu log-ajan malli on kiihtyneen tapahtuma-ajan malli,
jos S(r) on elossolotodennikéisyys satunnaismuuttujalle €**** ja p=-y .
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Virhejakaumana W on yleisesti kdiytetty ns. extreme value jakaumnaa, joka johtaa Weibull
elossaolotodennikdisyyteen, logistista jakaumaa, joka johtaa log-logistiseen
elossaolotodennikdisyyteen sekid normaalijakaumaa, joka johtaa lognormaalijakauman
mukaiseen elossaolotodennikdisyyteen. Weibull-j akautunut elossolotodennikdisyys on
my0s Coxin suhteellisen vaaran mallin mukainen, jolloin Coxin mallin parametriesitykselle
pétee

h(1|Y = y)=(a-?i,r-(?\.-t)°‘")-e5r", jossaa=&, A=e™®, B, =-y,/c. (5.10)

Mainittakoon lopuksi, ettd Gompertz-Makeham -jakauma ei ole suoraan linearisoitavissa
muunnosten avulla, mutta TEL:n vanhuuselikeliikkeesss Gompertz-kuolevuutta ja
selittivid muuttujia on kiytetty vastaavalla tavalla, tosin ajan # muunnoksena - ns.
ikésiirroksi muunnettuna

. _ e et
(| y)=p-e* ¥, jolloin S¢| y)=e b . (S.11)

S.4. Muita mallittamistapoja

Elossaolotodenn#kdisyyden mallittamista on useassa lidhteessH tehty siten, ettd aika-akseli
on luokiteltu ja niin saatuun luokiteltuun aineistoon on kiytetty yleistettyjen lineaaristen
mallien teoriaa. Renshaw, Haberman [1995] jakoivat tydkyvyttomyyden paiittymisen
tutkimiseksi eri 4t ja tydkyvyttdmyyden kestot lnokkiin. He olettivat, ettd kussakin
luokassa havattu parantuneiden lukumasrs on poisson-jakautunut parametrini tulo
seurannassacloajasta ja parantumisintensiteetisti. Ns. linkkifunktio on log-muunnos. He
sovittivat ensin kullekin luokalle omat pafivaikutusparametrit ja havaittuaan, etti ko
parametrit kéyttédytyvét lineaarisesti, sovittivat mallin, jossa sek# ik ett# kesto on jatkuva, ]
jolloin parametrien m#4ré viheni merkittivésti. Tdma on erittédin mielenkiintoinen tapa
sovittaa tarvittava malli; huomautettakoon, etté t4ll6in sovitetaan esityksen (X.5) mukaista
ehdollista jakaumaa, Myos Laird, Olivier [1981] kyttavat vastaavalla tavalla ajan
Iuokittelua ja poisson-jakaumaoletusta elossaolomallin sovittamiseen. Hakulinen [1986]
kayttas suhteellista elossaolotodennikdisyytti syfpéaineistoon mallittaessaan myds
diskretisoitua aikaa. Hin olettas, ett aikavalin alussa oleva joukko, joilla on riski kuolla.

ko aikavilills, on kiinted. Tillsin kuolleiden mé#iird luokassa noudattaa binomijakaumaa.
Tarvittava linkkimuunnos on komplementaarinen log-log-muunnos. |
Aranda-Ordaz [1983] ja Tibshirani, Ciampi [1983] tutkivat multiplikativisen ja addmmsen
vaaran lisi4intymisen eroja. Tietyll3 tavalla luonnollisempi vaaran lisiéintymiskeino on |
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additiivinen lisifintyminen, joka on perusteltavissa esimerkiksi kilpailevien kuolinsyiden
teorian kautta (ks. esim luku X.4). Aranda-Ordaz esitti muunnoksen, jolla voidaan tutkia
kumpi vaaran lisdintymiskeino sopii aineistoon paremmin. Itseasiassa muunnos on
sellainen, ettii vaaran lisdsintymiskeino voi olla my$s jotain niiden vlilti. Tibshirani,
Ciampi esittivit menetelmin, jolla muunnos voidaan tehd yleistettyjd lineaarisia malleja
sovittamalla. Jasiulewicz [1997] on sovittanut suoraan eri jakaumien sekoituksia
havaittuihin Puolan ja USA:n elossaolotodenniikéisyyksiin. Tybkyvyttomyysmalleja
Hollannissa on kisitellyt Gregorius [1993], Hertzman {19931, Sansom, Waters [1988],
Scott [1988] on kiisitellyt vastaavia malleja Isossa Britaniassa sekii Segerer {1993] Saksan,
Itzivallan sekd Sweitsin malleja. Puzey [1995] on kisitellyt gy esitimaattoria. Portnoy
[1997] on selvitellyt kokonaan toisenlaista kuolevuustaulujen estimointimenetelmaa.

S.5. Mallin valintakriteeri

Mallit tullaan - tietysti - valitsemaan piasiassa sen perusteella miten ne sopivat aineistoon.

- Keinoina tiimén toteamiseksi kiiytetisin kuvia seké osaksi erditi testeji.

Koska malleja tarvitaan elossaolotodenniksisyyden S(f) estimoimiseen, on valittavan
mallin sovittava tihin havaittavaan elossaolotodenniikdisyyteen. Siksi kuviota, jossa on
sovitettu elossaolokiyri ja sovitettu malli, tullaan kiyttimétin, Pa3oma-arvoja laskettacssa
kiytetiifin suoraan sairastumisintensiteetteji, joten tiltd osin on perusteltua tarkastella myds
suoraan intensiteetteji. Myds tiheysfunktiota tullaan kéyttimésn.

Mallin selittivid muuttujia valittaessa kiytetdsin ns. Lagrange multiplier -testié (ks. Rao
[1973]). Cox, Oakes [1980, 5.35] on selostanut muita mahdollisia testejd. Testi pohjautuu
ML-estimaatoreiden asymptoottisiin ominaisuuksiin.

Mallin yleiseen sopimiseen soveltuvia testeji ovat mm. Kolmogorev-Smirnov ~testi sek4
Pearsonin yhteensopivuustesti (ks. esim. Lindgren [1 976]). Molempien testien tausta-
ajatuksena on laskea erotus havaitulle ja sovitetulle kertymifunktiolle, joten ne soveltuvat
erinomaisesti vaikkakin ovat hankalia suurilla otoskoilla. Tietysti myds likelihood ratio
testi soveltuu mallin yleisen sopimisen testaamiseen.

Mallin diagnostiikka on aina tirke#s. Residuaalitarkastelut tullaan tekemiiiin ns, deviance-
residuaaleja seki kiyttimills elossaolotodennikdisyyksii. Sairastumisintensiteettejd
tullaan myds tarkastelemaan residuaalien avulla. Elinaikamallien diagnostiikkaa sekd muita
residuaalitarkasteluita on selostettu Klein, Moeschbergerissa [1997].
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40

Tassi luvussa esitellsdsin mallit, jotka on sovitettu kéytettivissioleviin aineistoihin. Téssd
luvussa esiteltivien mallien sovittaminen on tehty SAS 6.0:n phreg ja lifereg ja SURVO
84C histo-ohjelmilla sekd EXCEL 5.0 taulukkolaskimen solver-ohjelmalle tehdyilld
ohjelmilla.

T.1. Kuolevuus ennen sairastumista

Kuten jo aiemmin todettiin tihin mallinosaan ei sovitettu uutta aineistoa, vaan péitettiin
kayttid kuolevuutena TEL:n perusvakuutuksessa jo olevaa kuolevuutta, jota on kiytetty
mm. vanhuuselikeliikkeesss. Erilaiset kuolevuuskisitteet johtavat vain sekaannuksiin ja
toisaalta - kuten mydskin aiemmin todettiin - aineistona voidaan kiytts4 vain samanlaista
aineistoa, jota kiytettiisiin vanhuuseldkeliikkeen kuolevuuden tutkimiseksi.

Kuolevuuden tutkimiseksi poimittiin Eliike-Varman kannasta otos, johon tuli 60 042
henkild4 ja joista 438 oli kuoliut. Poiminnassa pyrittiin etsimifin ne tapaukset, jotka
olisivat sairastuessaan saaneet juuri Elike-Varmasta tybkyvyttomyyseldkkeen ns. viimeisen

 laitoksen periaatteen mukaisesti. Poimitut tapaukset luokiteltiin syntymévuoden ja

sukupuolen mukaan. Poimintaan otettiin mukaan kaikki 1.1.1962 -31.12.1996 aikana
vakuutetut tydsuhteet. Vanhimmat henkil6t olivat syntyneet 1897 ja nuorimmat 1983, joten
luokkia tuli yli 170. Lis#ksi aineistoa pienensi se, et téssd tehtavézin tarkasteluun otettiin
vain ne, jotka ovat korkeintaan 65- ja vihint4#n 15-vuotiaita tini tarkasteluaikana. On
selvas, ettd niin suppeasta aineistosta - 438 kuolemaa - ei riitd tapauksia jokaiseen
luokkaan.

Kuolevuuden tarkastelemiseksi laskettiin luvun A.1 mukaiset epdparametriset
kuolevuusestimaatit tapaa A kiyttien. Kuolevuutta ei suoraan verrattu vaan sitd kiytettiin
yhden vuoden elossaolotodennikoisyyden §, laskemiseksi. TEL:n perusvakuutuksen
yleisessé laskuperusteessa kuolevuus on méiritelty

l(al)'(ai)(bl)(g(ttl-r_l)

u(x) = (al)-e“P=eD  jolloin S(x| (B2 =e & ja
l a e"“‘“’4"“"-(1-;“"1‘)
1-F(x) _ -¢—rpi
X)=———"—"=¢
1) = 1 Fa-D
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Liitteen T kuvioissa T1.1 ja T1.2 on piirretty koko aineistolle mallin mukainen g(x) (viiva)
ja aineistosta laskettu §, (pisteet) erikseen miehille ja naisille. Kuviossa kullekin
syntymévuodelle on oma merkkinsi. Kuten tunnettua kuolevuus vaihtelee (b2) muuttujan
eli syntymiivuoden mukaan misté johtuen kuvioissa on neljd erillistd viivaa. Liitteen T
kuvioissa T1.3 ja T1.4. on piirretty muutamille ikéluokille mallin mukaiset
elossaolotodennikaisyydet ja havainnoista saadut kaavan (A.3) mukaiset epliparametriset
estimaatit. Tahén kuvioon on otettu mukaan vain muutama ikéluokka. Mallin mukaiset
clossaolotodenndkdisyydet on laskettu niin, ettd ikaluokan tullessa TEL:ss8 vakuutetuksi
elossaolotodennikdisyys on tiysi yksi eli ehdolla, ettd oliaan selvitty tahin ik4in - aivan
kuten epparametriset estimaatitkin on laskettu - vertailun mahdollistamiseksi.

Kuvioissa T1.1. ja T1.2 mallin yhden vuoden elossaolotodennikdisyys pysyy havaintojen
keskelld. Tosin havainnoista ei voi patitell ikialueen loppupéin taittumista, jonka malli
tekee. Niin suppeasta aineistosta ei voi kuitenkaan p#atell vield mitfiin. Kuvioiden T1.3.
ja T1.4. elossaolotodennzk&isyydet niyttéisivat kaartavan mallin mukaisesti alaspéin.
Mallin sopimista ei testattu formaalisti.

T.2. S.airastuvuus

Sajrastuvuuden mallittamiseksi oli aineistona kiiytettivissi 117 vuosien 1994-1995 aikana
Eliike-Varman kannasta 15ytynytti sairastapausta. Mukaan voitiin ottaa vain kunkin kuun
13:ntena paivini syntyneet, koska seurannasaoloaikaan, johon tapauksia verrataan, oli
tydsuhdekannasta poimittu vain nuo 13:ntena péivénd syntyneet. Seurannassaoloaikaa oli
noina vuosina niilla henkililli yhteensd 15078 tydvuotta. Sairastuvuus on siis alle
prosentin luokkaa. Aineisto luokiteltiin iin tapahtumavuonna ja sukupuolen mukaan.
Aineistosta laskettiin tavan B mukaiset epiparametriset estimaatit kaavojen (A.1) - (A.3)
mukaan. Kivi kuitenkin selvaksi, ettd luokkia taytyi yhdistisi, miks selviis my6s liitteen T
kuviossa T2.1, johon on piirretty ikdluokka- ja sukupuolikohtaiset havaitut intensiteetit.
Kuten kuviosta niikyy vaihtelu ikéluokkakohtaisten intensiteettien vililla on melkoista.
Luokkia taytyi yhdistai. Liitteen T kuviossa T2.2 on piirretty kaavojen (8.5) ja (S.6)
innoittamat hajontakuviot. Ainakaan sukupuolella ei tuntuisi olevan juuri vaikutusta niiden
mallien mukaiseen intensiteettiin. Yksittaiset ikiluokat koottiin viisivuotisikéluokkiin
vaihtelun viihentimiseksi. N4in saadun uuden jakauman mukaiset intensiteetit on piirretty
liiteen T kuvioon T2.3. Lisaksi laskettiin vastaavat elossaolotodennékdisyydet sekd
tiheysfunktioestimaatit, joiden avulla laskettiin uusi frekvenssijakauma niille 117
sairastapaukselle nyt niin, ett4 katotapausten paino tuli oikein huomioiduksi. Alkuperiinen
ja uusi frekvenssijakauma on taulussa T2.1. T4td uutta jakaumaa kéytettiin, kun kaavan
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(A.5) mukaisen maksimum likelihood estimoinnin avulla sovitettiin jakaumia t&hén
havaintoaineistoon. Tdh#n havaittuun jakaumaan yritettiin sovittaa kaikkia luvun 8.1
mukaisia jakaumia eksponenttijakaumaa lukuunottamatta.

Taulu T2.1. Sairastumisiéin frekvenssijakauma

ikaalue alkuperdinen korjattu

jakauma jakauma
15 - 20 0 0
21 - 25 1 1
26 - 30 5 3
31- 35 5 3
36 - 40 g 5]
41 - 45 14 8
46 - 50 28 17
51 - B5 32 26
56 - 60 20 30
61 - 65 3 22

Sovitetuista jakaumista Weibull-jakauma putosi pois heti aluksi. Se ei konvergoinut
SURVO 84C eikii EXCEL -ohjelmilla tehdyissd yrityksissd. Liitteen tauluun T2.2 on
koottu tulokset log-logistisen sekii Gompertz-Makeham jakaumien ML-estimoinnin
tulokset. Log-logistisen jakauma osalta saatiin ML-tulokset sekd SURVO 84C:1l4 etti
EXCELiin tehdylld ohjelmalla. Gompertz-Makeham jakauman sovitteesta on sanottava,
ettd se konvergol aina niin, ettd parametri a ldheni nollaa, joten tulokset ovat Gompertz-
jakauman mukaiset.

Koska sovitteet eivit tunnu sopivan kovin hyvin - Pearsonin yhteensopivuustesti ei jaa
kummallakaan jakaumalla voimaan - tehtiin vield kokeilu kahden normaalijakauman
sekoitteella. My®s timén kokeilun tulokset ovat taulussa T2.2; nyt yhteensopivuustesti ja4
voimaan vaikka parametrit on estimoitu tésté aineistosta. Liséksi tavluun T2.2 on koottu
kullekin jakaumalle tehdyt ns. ad hoc jakaumasovitteet (jotka siis on tehty muuten kuin
ML-estimoinnilla). Liitteen tauluun T2.2 on laskettu my8s Kolmogorov-Smirnov testisuure
jakauman sopimiselle. Liitteen T kuvioissa T2.4 - T2.11 on piirretty niiden jakaumien
sovitteita havaittujen epparametristen estimaattien kanssa.

Sovitetuista jakaumista tuntuu parhaiten sopivan kahden normaalijakuman sekoitus. Log-
logistinen seki Gompertz-Makeham jakaumien vaikeutena on tulla alaspéin heti ikdluokan
56 - 60 jalkeen - normaalijakaumat kykenevit tihin, Liitteen T kuvioon T2.12 on piirretty
kahden normaalijakauman sekoitteen mukaisen intensiteetin ennuste ja havaitut _
intensiteetit nyt 1-vuotisikiluokittain sek# sukupuolet erikseen. Kuvioon T2.13 on piirretty 5:_ .
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havaitun ja mallin mukaisen intensiteetin ero. Ainakin tdmén kuvion perusteella tuntuisi
siltd, ettd jotain j&4 vield mallittamatta vaihtelun kasvaessa iin mukana. Nyt kiytettavissd
oleva aineisto ei kuitenkaan anna tihin mahdollisuutta.

T.3 Parantuvuus }a kuolevuus tydSkyvyttdmyyselikkeeltd

Eléke-Varman vuosilaskennoista 1994-1995 poimitusta aineistosta 16ytyi yhteenss 27 828
tySkyvyttdmyyseldkkeelldolijaa (ml. kuntoutustukitapaukset), joista tarkasteluaikana
1.1.1994 - 31.12.1996 parani 1327 ja kuoli 540. Tarkasteluaikana parantuneista 522 on
mirdaikaisen tySkyvyttdmyyseldkkeen (tai kuntoutustuen) pasttymisis, jotka luvun A.3.2
mukaan on médritelty parantuneiksi. Aineistossa on siis ns. katotapauksia yli 93 prosenttia.
Varhaisimmat sairastumistapaukset ovat 1960-luvun alusta, joten pisin tybkyvyttdmyysaika
on yli 35 vuotta. Seurannassaoloaikaa ei kuitenkaan voi oftaa huomioon kuin hetkesti
1.1.1994 Lihtien, koska téitd hetked aiemmin alkaneilla tissa otoksessa olevilla elikkeill ei
ole ollut vaaraa, ettii ne p#ttyisivit ennen hetkes 1.1.1994. Vain timén hetken jéilkeen
voimassa olleet elikkeet ovat olleet vuosilaskennoissa vuosina 1994-1996 mukana.
Vuosilaskennoissa on tosin mukana jokunen juuri ennen kyseisti aikaa piittyv4
eldketapaus - ne ovat ‘mydhistyneet' edellisestsi vuosilaskennasta ja nyt ne on poistettu tisti
tarkastelusta. Seurannassaoloaikaa poimintaan tuli yhteensd 72 586
tySkyvyttdmyyselikevuotta, joten keskimésirsinen parantuvuus on alle prosentin ja
kuolevuus lihes 2 prosenttia ja siis pisin seurannassololoaika on 3 vuotta. Taaskin
yksilolliset varhaiseldkkeet jhtettiin tarkastelusta pois. Liitteen S kuvioihin T3.1 - T3.3 on
piirretty SAS:n lifetest ohjelmalla saadut epiparametriset intensiteetit koko aineistosta.

Poiminnassa mukaan otettiin seuraavat tiedot: syntyméaika, sukupuoli,
elﬁketapahtumapéiivéi, eldkkeen padttymispaivi ja -syy. Niistd muuttujista muodostettiin
seuraavat liitteen T taulukon T3.1 mukaiset muunnokset ns. potentiaalisiksi selittaviksi
muuttujiksi, tapahtuman indikaattorimuuttujiksi seki seurannassaoloajaksi. Malli
sovitetettiin suoraan esityksen (A.6) mukaiseen likelihoodtarkasteluun. Sovittaminen
tehtiin SAS 6.0 phreg ja lifereg ohjelmilla, joista edellinen laskee ns. suhteellisen vaaran
malleja ja jilkimmiinen kiihtyneen tapahtuma-ajan malleja. Tapahtuman
indikaattorimuuttujia tehtiin kolme: yksi kuolemiselle, yksi parantumiselle ja yksi n#iden
yhdistelmélle. Indikaattorimuuttuja siis kertoo onko kyseessi oleva tapaus tapahtuma eli
esimerkiksi kuolema vai katotapahtuma eli esimerkiksi vanhuuselikkeelle siirtyminen tai
clikkeen jatkuminen yli hetken 31.12.1996. Kiihtyneen tapahtuma-ajan mallia vaatii
esityksen (8.9) mukaan virhejakauman, joita lifereg ohjelmassa oli valittavana useita.



Soveltuvimmat jakaumat, joita kokeiltiin, olivat Weibull-, log-logistinen seka
lognormaalijakauma. '

Jakauman valitsemiseksi sovitettiin aluksi seurannassaoloajalle puhdas jakauma-malli,

tapahtumaindikaattorimuuttujalla saadut tulokset. Niists lognormaalijakauma tuntuu
sopivan heikoiten ja Weibull- ja log-logistisen jakauman tulokset niyttivit kovin
samanlaisilta - erot ovat kuitenkin pieni.

Varsinaisten selittivien tekijéiden Hittdminen malliin tehtiin SAS 6.0 phreg-ohjelmalla,
joka laskee ns suhteellisen vaaran malleja. Saatuja tuloksia ei kuitenkaan suoraan voi
kiyttdd hyviksi pdsioma-arvoja laskettaessa. Phreg-ohjelma valittiin siksi, ettd se kiyttdsi ns
perusjoukon intensiteettin p,(x) aineiston havaittuja intensiteettej4. Jos lifereg-ohjelma
antaa tuloksena erityisesti Weibull-jakaumalla samanlaisia parametriarvoja, voidaan olla
ainakin hieman vakuuttuneempia siit4, et valittu perusjakauma on juuri oikean suuntainen
eli havaitun jakauman mukainen. Lifereg-ohjelman parametriesitys tiéytyy muuntaa luvun
S.3 mukaan vastaamaan suhteellisen vaaran mallin mukaista parametriesitysti.

Sairastumisintensiteettii mallitettaessa valituksi tuli malli, jossa selittiving tekijSin4 ovat
ikd tapahtumavuonna (TVIJ), syntym&vuosi (SVJ) sekd indikaattorimuuttujat syntymavuosi
1940-, 1950 ja 1960-luvulla (SVL1940, SVL1950, SVL1960). Liitteen T taulukkoon T3.3
on koottu Weibull-, log-logistisen seki suhteellisen vaaran mallin mukaiset
parametriesitykset. Kuten tuloksista huomataan, ovat suhteellisen vaaran mallin seka
Weibull-jakauman mukaisen kiihtyneen tapahtuma-ajan mallin mukaiset parametrit
kaytannossd samanlaiset sekd Weibull-jakauman ja log-logistisen jakauman parametrit
samat. Témé vahvistaa uskoa siihen, etts valittuja jakaumié voitaneen kayttds. Tulosten
mukaan n3yttaisi silts, ettd 1940-, 1950- ja 1960-luvuila syntyneills on merkittivasti
suurempi riski' parantua kuin muilla eli lihinn# 1930- ja 1970-luvulla syntyneilla, Yksi
ikévuosi ikdin tapahtumavuonna lisis hieman riskis parantua ja syntyméivuoden
kasvaminen 'paljon’. Liitteesséd S on SAS-chjelmien tulosteet nfist malleista.

Kuolemisintensiteettii mallitettaessa valituksi tuli malli, jossa selittavini tekij6ini ovat ikd
tapahtumavuonna (TVJ), syntyméavuosi (SVJ) ja indikaattorimuuttujat sukupuoli (SPN) ja
ns ei ldhelld eldkeikis tapahtuvan eldketapahtuma-ajan muuttuja (TVL4) seki

_ kovarianssimuuttujat TVJ* SPN ja SVJ*8PN. Kovarianssimuuttujat kertovat kuinka paljon
naisten vaara kuolla lisé#ntyy i4n tapahtumavuonna ja syntymivuoden lisiintyessi miesten
vastaavan vaaran lisiksi. Sukupuolimuuttuja kertoo paljonke on miesten ja naisten villinen
tasoero vaaralle. Taas liitteessd T taulussa T3.3 on parametrit kolmesta sovitetusta mallista.
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Tulosten mukaan nayttiisi silts, et naisten riski kuolla olisi pienempi kuin miesten,

‘samoin 14hells elikeikid sairastuminen on vaarallisempaa kuin aiemmin. Iin
tapahtumavuonna ja syntymévuoden kasvaessa riski pienenee, kuitenkin naisten osalta riski
kasvaa hieman nopeammin kuin miesten. SAS tulosteet on liitteess& S.

Yili sovitettuja malleja voitaisiin soveltaa esimerkiksi (X.9) mukaista odotusarvoa
laskettaessa. Koska mallissa olisi kaksi intensiteettid ja useita parametfeja, ei odotusarvo
olisi todenniikoisesti integroitavissa suljetussa muodossa. Osittain tistd kdytinnollisestd
‘'syysti pétettiin sovittaa malli my®s yhdistetylle tapahtumalle, jossa tapahtumana on
tydkyvyttdmyyseldkkeen ennenaikainen pééittyminen joko paranemiseen tai kuolemaan.
Tzima tehtiin siitakin huolimatta, etti edell4 esitellyt tulokset vahvasti viittavat siihen, ettd
Kyseessi olevat tapahtumat noudattavat erilaista kulkua - todenniksisyysjakaumaa.

LI

ki tapahtumavuonna (TVJ), syntyméivuosi (SVJ) ja indikaattorimuuttujat sukupuoli

(SPN), syntymivuosi 1930- ja 1940-luvulla seké kovarianssimuuttujat TVIJ*SPN ja

~ SVJ*SPN. Naisten vaara elidkkeen p#ttymiselle on taas pienempi kuin miesten, samoin
1930- ja 1940-luvulla syntyneilld muihin verrattuna. I4in tapahtumavuonna ja
syntym#vuoden kasvaessa vaara lisifintyy ja naisifla nopeammin kuin miehilld. SAS-

- tulostus on liitteessd S.

Sovitetun mallin vertailemiseksi nykyiseen perusteeseen on liitteen T kuvioon T3.1
piirretty log-logistisen mallin ennuste kaavan (X.4) mukaisesta odotusarvosta ja nykyisen
laskuperusteen vastaava pasoma-arvo heti alkavalle elikkeelle (=0, korkoutuvuus = 0).
Jotta kuviossa olisi my&s havaintoja, on vuosilaskennoista poimitusta aineistosta poimittu
taas 13:ntena paivini syntyneet ja laskettu heidéin tavan B mukaiset havaitut yhden vuoden
elakkeen paittyvyysriskit §, . Niitd yhteenlaskemalla saadaan estimaatti 'havaitusta
odotusarvosta'. Kuvioon on piirretty ennusteen aikaa vain idstd 58 ikain 65. Tatéd
pidemmiille ajalle (ainakaan) ei mallia kannata kéytt4s, koska mallia sovitettaessa on
kolme vuotta ollut pisin seurannassaoloaika. Néin ollen kuviossa on jo nyt havaintojen
mukaan mallitettua aikaa vain kolme vuotta ja tit4 pidemmat ajat eivét perustu
havaintoihin vaan ovat ekstrapoloituja. Kiytettivissi oleva aineisto ei mahdollistanut
kiyttokelpoisemman mallin sovittamista.

Y113 kuvatuista malleista on liitteen T kuvioihin T3.2 - T3.9 piirretty deviance residual
kuviot, jossa ympyralli on merkitty tapahtuma ja pisteelld katotapahtumat. Suhteellisen
vaaran mallin mukaiset residuaalikuviot ovat kiytinndssi samanlaiset kuin kiihtyneen
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tapahtuma-ajan mallissa. Kuvioissa silmiinpistévé piirre on se, ettd tapahtumat ja
katotapahtumat erottuvat omiksi joukoikseen. Tédmi lienee deviance residuaalien _
ominaisuus. Kuvioon T3.10 on piirretty eri elossaclotodenniikdisyyksien arvolla deviance
residuaalien arvoja. Tosin residuaalikuvioista on lisiksi sanottava, eftd parantumista
mallitettaessa vield parempi malli olisi ilmeisesti l§ydettivissd - tiettyd lineaarisuutta on
havaittavissa. Muut mallit néyttdvit olevan kunnossa.

T.4 Johtopiitoksid

Valitettavasti on lopuksi todettava, ettéd nyt sovitettuja malleja ei suositella suoraan
kiyttdonotettaviksi. Aineisto ei ollut tarpeeksi laaja kunnollisen sovellettavissa olevan
mallin Iuomiseksi TEL:n perusvakuutuksen p#fioma-arvojen laskemiseksi.

Kuolevuudelle ennen sairastumista ei pyrittykézin tekem#ifin uutta mallia vaan yritettiin vain
tarkistaa onko nykyisen vanhuuselikeliikkeen laskuperuste kunnossa. Kéytissi olevan
aineiston perusteella ei néyts siltd, ettd laskuperuste ei ole kohdallaan. Sopimista ei
kuitenkaan testattu. -

Sairastumisintensiteetti mallitettiin suoraan todenniik8isyysjakaumaan sovittamalla. Koska
kayttssé oli vain 117 vuosina 1994 -1996 sairastunutta, jouduttiin aineisto yhdistelemézn
hyvin suppeaksi. Havaitut intensiteetit saatiin lopulta tapaa B kiyttien eli yhdistelem&lld
eri vuosina saman ifin tiyttineet, mutta vain viisivuotisikliryhmittiin. Lopulliseksi malliksi
18ydettiin kahden normaalijakauman sekoite, joka néytti sopivan aineistoon myds tehtyjen
testien mukaan. Kuitenkin residuaalikuvio oli huolestuttava. Aineiston vihyyden takia
parempaa mallia ei voitu sovittaa.

Tyokyvyttomyyseldkkeen pisttyminen yritettiin mallittaa kattavimmin. Suurimmaksi
ongelmaksi muodostui taas kuitenkin aineiston puutteellisuus. Kéytossé oli vain kolme
seurannassaclovuotta, kun fySkyvyttdmyysmallin pitéisi pystyd ennustamaan ilmi5ti, joka
saattaa jatkua vuosikymmenid. Kéytssi olevia pifioma-arvoja ei voi perustaa kiytinnossd
pelkille ekstrapoloinnille.

Kayttssi olevaan aineistoon pystytiin kuitenkin sovittamaan malli, joka voi toimia
esimerkkind, miten kyseess# olevaa ilmi6ts voidaan mallittaa. Valituksi tuli kiihtyneen
tapahtuma-ajan malli, jossa perusjakaumana on kiytetty log-logistista jakaumaa ja jossa on
liitettyni selittivis tekij6itd. Malli tuntuu sopivan kiytossé olevaan aineistoon.

Tassi esitellyt mallit soveltuvat esimerkiksi siitd miten ttd ilmiSti voidaan erfisilli tavalla
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mallittaa. My6s muita mallittamistapoja ja -kriteereitd on 1oydettivissd. Nyt esiteltyja
malleja ei ole mydskézn viimeistelty aivan loppuun juuri aineiston puutteellisuuden takia.
Diagnostisia tarkasteluja voisi tehdé lisés: muun muassa mallin vaikutusvaltaisten
havaintojen etsiminen olisi tirkess. Lisdksi aineisto ei mahdollistanut luvussa A.1
esiteltyjen havaittujen intensiteettien tapojen A ja B vertailua, miké olisi ollut tirkesd ja
esimerkiksi jakaumasovitus olisi myds ollut kiintoisaa tehdd myds télle
tyskyvyttomyyselikkeelldoloajalle - ainakin vertailun vaoksi. Edelleen kiyttdonotettavalta
mallilta vaaditaan paitsi aineistoon sopimista, myds helppokaytitisyyttd. Lopullista mallia
valittaessa myds nimé kaytinnolliset seikat on huomioitava, joskus jopa aineistoon
sopimisen hinnalla.

Lihdeluetteloon on merkitty kaikki ldhteen# kiytetyt teokset, _]Olsta kiiytettyjen malhen
kannalta tirkeimmit ovat Cox, Oakes [1984] ja Kalbﬂesh Prentice [1980].







- Lihteet:

Aranda-Ordaz (1983), An Extension of the Proportional-Hazards Model for Grouped
Data, Biometrics 39,

Bartholomew (1982), Stochastic Models for Social Prosesses,

Bowers, Gerber, Hickman, Jones, Nesbit (1986), Actuarial Mathematics,

Breslow (1972), Discussion on Professor Cox's Paper (ks. Cox [1972] ), Journal of
the Royal Statistical Society, Series B 34,

Cox (1972), Regression Models and Life-Tables, Journal of the Royal Statistical
Society, Series B 34,

Cox, Oakes (1984), Analysis of Survival Data,

Eland-Johanson, Johanson (1980), Survival Models and Data Analysis,

Gauffin (1981), Tyskyvyttémyysmalleista, SHV-harjoitusty,

Gauffin, Leinonen (1982), Tyokyvyttémyysmalleista kirjassa Henki ja

' - elikevakuutuksen vakuutustekniikkaa, ‘

Gerber (1990), Life Insurance Mathematics,

Greenwood, (1926), The errors of sampling the survivorship tables, Reports on

Public Health and Statistical Subjects,

Gregorius (1993), Disability insurance in The Netherlands, Insurance mathematics

and economics 13,

Hakulinen, Tenkanen (1986), Suhteellisen elossaololukujen regressioanalyysista,
Suomen Tilastoseuran vuosikirja 1986,

Hakulinen (1983), Tapahtuman toteuturnisen tai-vilttimisen yleisyyden
arvioimisesta, Sosiaalildéketieteellinen Aikausilehti 1983:20,

Hertzman (1993), Summary of the talk on "Work of the CMI PHI Sub-Commlttee y
Insurance mathematics and economics 13,

Hytti (1993), Tydokyvyomyyseldkkeelle siirtymisen yhfeiskunnalliset taustakekijét,

Hannikiinen (1988), TySkyvyttémyysriski ja sen taustatekijat,

Jasiulewicz (1997), Application of mixture models to approximation of age-to-death
distribution, Insurance mathematics and economics 19,

Kalbfleisch, Prentice (1980), The Statistical Analysis of Failure Time Data,

Kaplan-Meier (1958), Nonparametric estimation from incomplete observation, J.
Am. Statist. Assoc. 26,

Klein, Moeschberger (1997), Survival Analysis, Techniques for Censored and
Truncated Data,

Laird, Olivier (1981), Covariance analysis of censored survival data using log-linear
analysis techniques, J. Am. Statis Ass 1981:76,

Lassila (1977), TEL-tyskyvyttomyystutkimus, SHV-harjoitusty,

Lindgren (1976), Statistical Theory,

Manton, Stallard, Vaupel (1981), Methods for companng the mortality experience of
heterogeneous populations, Demography 1981:18,

McCullagh, Nelder (1989), Generalized Linear Models,

Microsoft (1993), EXCEL 5.0, User's Guide,



Mustonen (1992), SURVO An Integrated Environment for Statistical Computing and
' Related Areas,

Puranen, Data.analyysi, HY Tilastotieteen laitoksen oppimateriaalia,

Pitacco (1994), Actuarial models for pricing disability benefits: Towards a unifying
approach, Insurance mathematics and economics 16,

Portnoy (1997), Regression-quantile graduation of Australian life tables, 1946-1992,
Insurance mathematics and economics 21,

Puzey (1995), A reappraisal of the principle underlying the conventional actuanal
estimator of qy, Insurance mathematics and economics 17,

Rao (1973), Linear Statistical Inference and its Applications,

Renshaw, Haberman (1995), On the graduations associated with a multiple state
model for permanent health insurance, Insurance mathematics and
economics 17,

SAS Institute Inc (1990), SAS/STAT User's Guide, 6,

SAS Institute Inc {1996), SAS/STAT Software, Changes and Enhancements, 6.11,

Sansom, Waters (1988), Permanent Health Insurance in the UK: The
Mathematical Model and the Statistical Analysis of the Data, ICA 1988
Helsinki,

Seber (1977), Linear Regresson Analysis,

Segerer (1993), The actuarial treatment of the disability risk in Germany, Austria and
Switzerland, Insurance mathematics and economics 13,

Scott (1988), On the Theory of Graduation of Mortality Tables, ICA 1988 Helsinki,

TEL:n mukaisen vakuutuksen yleiset laskuperusteet (1990),

TEL:n mukaisen perusvakuutuksen erityisperusteet (1997),

Tibshirani, Ciampi (1983) A Family of Proportional- and Additive-Hazards Models
for Survival Data, Biometrics 39,

Tuomikoski (1986) TEL-tyskyvyttémyysmalli: Z-pinnan parametrien mééirittdminen
pinnansovitustehtdvini,

Wolthuis (1994), Life Insurance Mathematics



Lite Z
Kuvio Z3.1

Sairastumisintensiteetit ja tySkyvyttémyyseldkkeen alkamisintensiteetti

035
0.2

0,25

02

Z.7)
~eeeee(Z7D)
- ——(T.13)

0,15

01

0,05

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 €0 62 64
Ik

Kuvio Z3.2

SairaanapysymistodenniikOisyys alkaneissa ja vastaisissa eliikkeissa
_ todennikbisyys

Sy

09

i

08

07

06

05

nr - - - ~vastaiset
alkaneet

0,4

03
02
0.1

1 _3 5 7 9 11131517 192123 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51
44 vuotiaana sairastuneen elikkeen kesto




Lite T
Kuvio T1.1 Todenn#kdisyys kuolla yhden ikivuoden aikana, malli (viiva) vs havainnot (merkki), miehet

qx
101 1
1
25 35
'a R 2*‘—*l0l‘. . ’
talgt _g‘tﬁi i—= -x‘. g
1 " o+ X X5
0,99 - . o % "'l¥
Xe ' e ® 0-- *x
® ;x
%
0,98 + x x
b 4 T
e
097 +
{1 a
+
o951
iikd

Kuvio T1.1 Todennakdisyys kuolia yhden ikévuoden aikana, malli (viiva) vs havainnot {merkki), naiset

gx

1.01 1

0,98 -+ -

0,97 +

095 4
- Tkd

Havaituissa arvoissa kullakin syntymavuosilia on oma merkkinsa.



Liite T _
Kuvio T1.2 Elossaolotodennakdisyys tietyissd syntyméavuosiluokissa, malli vs havainnot, miehet

S(x}
1 e
ogs |
096 I
0,94 } \
0’92 1 il i ——Mallisynfw=1931
I —~ = = Malli syntvu = 1958
1 = = = = = «Malli syntvu = 1964
69T - = — - Malli syntvu = 1843
1 \ — « = = havainnot syntvu = 1931
0,88 1 havainnot syntvu = 1843
I havainnot syntvu = 1958
i havainnot synivu = 1964
0,86 t
0,84 1 + t : t f t
0 10 20 30 40 50 60 70
ikd

Kuvio T1.2 Elossaclotodennikbisyys tietyissd syntym#vuosiluokissa, malli (P) vs havainnot, naiset

S{x)
1
0,98
0,96
0,94
Malli syntvu = 1931
0,92 — = — Malli syntvu = 1950
= = « = = ~Malll syntvu = 1863
09 — - — + Malll syntvu = 1947
! — « « = havainnot syntvu = 1931
1 havainnot syntvu = 1950
0,88 havainnot syntvu = 1963
e aVRINNGE syNtvu = 1947
0,86
0,8‘4 T ¥ 7 T 1] 1
0 10 20 30 40 50 60 70
ikd




Lite T
Kuvio T2.1 Havaitut intensiteetit yksvuotisikaluokittain, sukupuolet erikseen

Havaitut intensiteetit

0,12
0,1

0,08

—p—h(x), michet

0.06 ~—fll— h(x}, naiset

0,04

0,02

Kuvio T2.3 Havaitut intensiteetit viisivuotisikaluokittain, sukupuolet yhdessa

Havaitut intensiteetit

0,03
0,025
002
0,015
0,01

0,005

Kuvio T2.2 Havaitut log(-log(S(x))) vastaan log{x) Havaitut log(F(x)/S(x)) vastaan log(x)

X
log(-log(S(t)) log(F(ty'S(t))

Huom. y = 0 arvot ovat i'ista joissa ei ole viel# sairastumisia.
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Lite T ,
Kuvio T2.4 Log-logistisen jakauman sovittaminen sairastumisian jakaumaan
Tiheysfunktioestimaatit [ () ML, fA(t) ad hoc ja (1) regr] verrattuna havaittuun ()

0,06

0,05

0,04

——x)
== f*{t), ML

—A—fAt), ad hoo
—3—fA(L), regr

0,03

0,02

0,01

Kuvio T2.5 Elossaolotodennaksisyysestimaatit [ SA(t) ML, SA(t) ad hoc] verrattuna havaittuun S{x)

*S(X)
——57{f), ML
~fy—S4(1), ad hoc

H
i
1




Liite T
Kuvio T2.6 Kahden normaalijakauman sovittaminen sairastumisian jakaumaan
Tiheysfunktioestimaatit [ fA(t) ML ja fA(t) ad hoc] verrattuna havaittuun f(x)

0,06
0,05

0,04

—r—ix)
wfll=fA(1), ML
=A—fA(1), ad hoc |

0,03

0,02

0,01

—— S{x)
i S*{{), ML
=—fe—SA(1), ad hoc




Liite T

Kuvio T2.8 Gomperiz-{jakauman sovittaminen sairastumisian jakaumaan

Tiheysfunktioestimaatit [f*(t) ad hoc] verrattuna havaittuun f(x)

0,06

0,08

0,04

0,03

0,02

m——(x)
- fMt), ad hoo

—— S{x)

~fi--S{x), ad hoc




Liite T

Kuvio T2.10 Kahden normaalijakauman sovittaminen sairastumisisn jakaumaan
Tiheysfunktioestimaatit [ fA(t) ML, ¥(t) ad hoc] verrattuna havaittuun frekvenssiin

0,06 35 = TR 0,018
i s 0,016
0,05 30 p e
o 0,014
25
0,04 s 0,012
20 1 0.0
- 0,03 f2E .
15 Jh 4 0,008
0,02 4 0,006
10
: r + 0,004
- 0,01 5 -
R 1 0,002
A — ] 0 K=l — et 0
18 23 28 33 38 43 48 53 58 63 18 23 28 33 38 43 48 53 58 63
[=aFREQ ——=1A(D), ML | [E=FREQ —e—(t), ad hoc |
Kuvio T2.11 Log-logistisen jakauman sovittaminen sairastumisi&n jakaumaan
Tiheysfunktioestimaatit [ #4(f) ML, fA(t) ad hoc] verrattuna havaittuun frekvenssiin
0.05 35 - 0,025
0,045
30
0,04 0,02
0,035 25
- 0,03 20 - 0,015
- 0,025
0,02 18 L 0,01
L 0,015 10
0,01 0,005
5
L 0,005
0 0 = . 0

18 23

28 33 38 43 48 53 58 63

[E==FREQ ——1*(t). ML |

18 23 28 33

38 43 48 53 58 63

[C=—FREQ —#—#(t), ad hoc |




Lite T

Kahden normaalijakauman ad hoc sovituksen mukainen intensiteetti verrattuna havaittuihin.

Kuvio T2.12  Yksivuotisikaluokat, sukupuolet erikseen

0,12

01 §

0,08 §

*hix)
mhix)

Kuvio T2.13  'Residuaalikuvio’ havaitun ja mallin mukaisen intensiteetin ero.

Yksivuotisikaluokat, sukupuolet erikseen.

-0

0,1

0,08

0,06

0,04

0,02

-0,02

-0.04




Liite T

Taulukko T3.1 Kiytdssi olevat muuttujat

SPN
TVI=(TV-13)/13
SVJ = (SV-1930)/1930
SVL1930

SVL1940

SVL1950

SVL1960

SVL1970

TVL4

TVC=SPN*TV]
SVC=SPN * SVJ
TVL500=TVL4 *TV]

seurannassaoloaika vuosina aikavalilts 1.1.1994 -31.12.1996
parantumisen indikaattorimuuttuja (1=parantui, (=kato)
kuolemisen indikaattorimuuttuja (1=kuolema, 0=kato)
yhditetty indikaattorimuuttuja (1=tapahtuma, 0=kato)

- sukupuoli (1=nainen, O=mies)

TV = iki eldketapahtumavuonna

SV = syntyméiivuosi

=1, jos SV on 1930-luvulla, muutoin =0

=1, jos SV on 1940-luvulla, muutoin =0

=], jos SV on 1950-luvulla, muutoin =0

=], jos SV on 1960-luvulla, muutoin =0

=1, jos SV on 1970-luvulla, muutoin =0

=1, jos TV on pienempi tai yhtikuin 59, muutoin =0,
indikaattorimuuttuja ns. aidolle tk-tapaukselle
kovarianssitermi naisten iille tapahtumavuonna
kovarianssitermi naisten syntymévuodelle
kovarianssitermi ns. aidolle tk-tapaukselle ja idlle
tapahtumavuonna






Lite T '
Taulu T3.2 Jakaumasovituksen tulokset, SAS-tulosteet

Selitettava log(DD), tapahiuma S

parametriestimaatit - Log-logistic Weibull Lognormaali
INTERCEPT 4,18572 4,21167 5,68738
SCALE 0,81542 0,81988 2,27791
<ogl. 3.034,67 3.034,67 3.038,76
Selitettéiva log(DD), tapahtuma Q
parametriestimaatit Log-logistic Weibull Lognormaali
INTERCEPT _ 3,54871 3,60412 4,51134
SCALE 0,85104 0,86215 2,10870
-logL 6.327,98 6.328,22 6.327,20
Selitettéiva log(DD), tapahtuma W
parametriestimaatit Log-logistic Weibull Lognormaali
INTERCEPT 3,20475 3,27628 3,88491
SCALE 0.83441 0,84088 1,88988
-ogL 8.254,44 8.254,74 8.260,86
Kuvio T3.10

Teoreettisten deviance residuaalien kayttaytyminen eri elossaolotodennéksisyyden arvoilla

Deviance residuals
S(x)
0,84 0,86 0,68 09 0,92 0,94 0,96 0,98 1

DEV RES
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Lite T 12.1.1998

Kuvio T3.2 Tyokyvyttomyyselékkeeltsd parantuneet, Weibull mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ikd tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyréltd (O), katotapaukset pisteelld (.)

DEV
51

TUR
< - h Q0001

Kuvio T3.3 Tybkyvyttbmyyselakkeeltd parantuneet, Log-logistisen malfin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ik& tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteell4 (.)

EV
5 o

LIt

T¢




Lite T :
Kuvio T3.4 Tyokyvyttdmyyselakkeelté parantuneet, Coxin mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyréila (O), katotapaukset pisteelia (.)

12.1.1998

5<

L e AL A e B R T

1] 60

-~ - o

Kuvio T3.5 Tybkyvyttdmyyselikkeelta kuolleet, Coxin mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
_ik& tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteells ()
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Lite T ' 12.1.1998

Kuvio T3.6 Tyokyvyttsmyyselakkeelta kuolleet, Weibull mallin deviance-residuaaiit (DEV) vastaan
ik tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralla (O), katotapaukset pisteella (.)

DEV
9

LI S B s s | AL L L B B D S A AL LB B R | IR LI A R I S S B B S RN B B L B BEL B L L LA |

9 0 (41 3t . 40 50 60 10
TUX

" LR ] annas

Kuvio T3.7 Tytkyvyttomyyselakkeelts kuolleet, log-logistisen mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteella (.)

DEV
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4 3-
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Lite T 12.1.1998

Kuvio T3.8 Tydkyvyttdmyyselékkeelts poistuneet, Coxin mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyrallé (O), katotapaukset pisteella ()

M O3 68-—-CO0
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N

—w e G —
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B¢ 10

Kuvio T3.9 Tybkyvyttdmyyselakkeelta postuneet, log-logistisen mallin deviance-residuaalit {DEV) vastaan

ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyréila (O), katotapaukset pisteella (.)
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Lite T 12.1.1998

Kuvio T3.2 Tyokyvyttdmyyselakkeelts parantuneet, Weibull mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (0), katotapaukset pisteella {.)
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< - -a Q001

Kuvio T3.3 Tydkyvyttsmyyselékkeeltd parantuneet, Log-logistisen mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
k& tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteella ()




Lite T 12.1.1988

Kuvio T3.4 TySkyvyttdmyyselakkeelts parantuneet, Coxin mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ik4 tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteella (.)
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Kuvio T3.5 Tyskyvyttdmyyselskkeelt4 kuolleet, Coxin mallin deviance-residuaalit {DEV) vastaan
ika tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralla (O), katotapaukset pisteeild (.)
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Lite T 12.1.1998

Kuvio T3.6 Tydkyvyttdmyyseldkkeeltd kuolleet, Weibull maitin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ik# tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyrali (O), katotapaukset pisteelid ()
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Kuvio T3.7 Tydkyvyttmyyselakkeelta kuolleet, log-logistisen mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
ik tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyrétia (O), katotapaukset pisteell (.)

pEUT
q

Illllill‘lllollllllllllllli-l'rll'llllltlllnll'IllclilﬁIITllllc ------- ™7

0 1 26 30 40 50 60 T

TUR '
g CREEY 000




Lite T 12.1.1998

Kuvio T3.8 Tyokyvyttdmyyselakkeelts poistuneet, Coxin malfin deviance-residuaalit (DEV) vastaan
iké tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteella {.)
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Kuvio T3.9 Tybkyvyttémyyseldkkeelts postuneet, log-logistisen mallin deviance-residuaalit (DEV) vastaan

iké tapahtumavuonna (TVX). Parantuneet merkitty ympyralia (O), katotapaukset pisteells ()
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