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VINOUS JA HUIPUKKUUS

1.4 Kumulantit

Kumulantit midridivit todennikédisyysjakauman yksikidsitteisesti,
mikili kumulanttigenerciva funktio on clemassa. Jakaumia
approksimoitaessa voidaan joskus, jos parempaa tietoa el ole
saatavissa, tyytyd siihen, ettd tunnetaan kaksi ensimmiista
kumulanttia. Niiden avulla voidaan laskea jakauman keskiarvo
ja varianssi. Usein kuitenkin tarvitaan vielid tieto jakauman

vinoudesta, joka lasketaan kolmannen kumulantin avulla.

Olkoon X satunnaismuuttuja, jolla on momenttigeneroiva funktio

Hts)=£te°x). Tilléin X:n kumulanttigeneroiva funktio on

W) = 1In MisD.,

Kumulantit zj. J = 1,8,3,... , miiritellisn funktion ¥
J. derivaatan avulla seuraavasti:
A #*’com.

Derivoidaan kaavaa 9Cs) = in M(s) kahdesti. Saadaan

- H“?CSD
Ml sD

{£>

+¥csd

_ HPcooms> - 1MPesd?

¥Pced A
(MCSD]

Si joitetaan ylli oleviin kaavoihin s=0 ja kéytetdidn lisdksi
tietoa, ettd MCOD = 1, jolloin saadaan

MPco> = EX

®
]

Jja
HPco - MPcor1® = B - E? = Varx.

x
il



Ol koot Xl .Xz ,....xk toisistaan riippumattomia satunnais-

muuttujia, joita vastaavat momenttigeneroivat funktiot ovat
k .
M., M, ...,M. Tilldin summan T X momenttigeneroiva funktic
X =4 v
on M =11 M . Niinpi, kun satunnaismuuttujan X, ¢i =1, 2,...,kd,
izd 1 1
k
kumulanttigeneroiva funktio on 41. 42 = 1ln }ﬁ » Summan }, xi
i=4

kumulanttigeneroiva funktio on

¥=1nC NH >=FinM = L¥

i=4 i=4 i=1

Toisistaan riippumattomien satunnaismuuttujien kumulantti-
generoivien funkticiden additiivisuudesta seuraa, ettd

niiti vastaavat kumulantitkin ovat additiivisia:

| 3 . k . k L
2C TX> = ¥cod = cged>Vm = g ¥Ho
J i=1 b i=1 t i=g t
k s k
=T ¥YCO> = F 2CXD.
i=4 ¢ i=1 3t

I.2 Vinous ja huipukkuus

Satunnaismuuttujan X vinous » ja huipukkuus 7, voidaan miiritelli

kumul anttien avulla:

= 8 ja - <

r s 2 Y, 2

2 %

2 2
Tarkastellaan esimerkiksi normaali jakauman vinoutta Ja

huipukkuutta. Koska normaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan

tiheysfunktio

Cx—p0 2

2

2o ., Sen momenttigenerociva funktio M(s) on

1
fi{xxO on WET e



® = 1 2o
MCsD =-i e ~o7En ‘e dx
sz-oz+ s o - —1; (x® - 2(p+so?3x + Cp+soF)z)
= e 2 # I 1 e &o ' dx
o oven
2 2
S“éa—fﬂ"
= @

Ja kumulanttigeneroiva funktio ¥Cs) on

sz-az
) =

+us.

Edelld olevasta kaavasta nihdidin, ettdi normaalijakauman
kumulantit ovat kolmannesta kumulantista alkaen nollia. Tists

Seuraa, =ttid normaali jakauman vinous ja huipukkuus ovat nollia.

I.3 Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen vinous ja huipukkuus

Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka vinous on » ja hulpukkuus on
7, Tutkitaan satunnaismuuttujan X lineaarimuunnoksen aX + b

vinoutta ja huipukkuutta, kun a on positiivinen vakio.
Lineaarimuunnoksen momenttigeneroiva funktioc on

w
M Csd = & e®™e®%dFc:0 = e°®M Casd.
aX+b — . . : x

Niinpi lineaarimuunnoksen kumulanttigenerociva funktio on

¥ Csd =1ln M Cgd) = bs + ¥ Cas)
ax+b ax+b X

Ja sen kumulantit ovat

achaX+b3 = a’ :ejCJO, j = 2,3.4,...

Lasketaan lineaarimuunnoksen vinous Ja hui pukkuus niin

saatujen kumulanttien avulla.



2 CaX+bD as-x (& &
s 8

yCaX+bd = ~ == 5 s rCXD
2 Ca)(+b)s 2 a” - CXO
2 2
Ja
x CaX+bd a‘-x‘C)D
7,CaX+b) = --1-—-—2 = =y 0.
xZCax+bD a -n2CXD

Edelli olevista kaavoista nidhdiin, ettid negatiivisilla vakion a

arvoilla lineaarimuunnoksen vinous on —p(XD, mutta huipukkuus

on edelleen rzC X,

1.4 Rii ppumattomi en satunnaismuuttujien summan vinous Jja

hui pukkuus

Olkoot satunnaismuuttujat Xi. i =1, 28, ..., k, keskendin
riippumattomia ja olkoon satunnaismuuttujan )(,t vinous rCXiD Ja
k

huipukkuus 7 CX.3. Olkcon X = F X.. Lasketaan nyt, mikid on

T=1 .
satunnaismuuttujan X vinous ja huipukkuus.

Riippumattomien satunnai smuutt,uj ien kumulanttien -

additiivisuudesta seuraa, ettid

) . k k
aesCX),= E:cacxi_) Jja x‘C)D = ?.n‘cxi).

v=4d ] i=1

'Lis.‘a'.ksi. koska c:: = aczC)D. saadaan



L

. 2 CX.D
oD e o
x> = acsC)() _ r asCXiD _i=x o C)(_tJ ) Lo C)(i)rcxi.)
r 3 2 3 a
[#4 o o o
X x x b4
Ja
- . % CXD
Xy —— ‘
2 CXD T o2 CXD Yoo%exy T oofax oy cx0D
?' cx) = L = <+ 19 = =1 * = * 2 L
2 4 < 4 L3
o (=4 o o
X x X X

Olkoot nyt keskenidin riippumattomat satunnaismuuttujat XU

i =13,8, ... ,k, samoin jakautuneita. Olkoon yhteisen jakauman
’ k
J. kumulantti uj.‘vinous 7 Ja hulpukkuus 7, Summan X =} xi
' i=4

vinoudelle ja huipukkuudelle saadaan sucralla laskulla yhtidlst

kacs 2
}*CXD=--—-—-——-——-§:,—£=1<1/
Cka D
2
'ja
ka 1
Yy CXO = = = ¥
2 Ckxé)z k ‘a.

Sekd pCX> etii yZCXD lﬁhéstyvﬁt nollaa, kun k¥ kasvaa rajatta.

1.5 Satunnaissumman vinous ja huipukkuus

Olkoot muuttujat k ja Zi. i =1,2,..., satunnaismuuttujia.

Satunnaissumma eli yhdistetty satunnaismuutiuja X on




Olkoon X yhdistetty satunnaismuuttuja. Jos k=k ja satunnaismuuttujat
ZV i=1.,2,...k, ovat keskeniin riippumattomia ja samoin jakautuneita
muuttujan X ehdollinen momenttigeneroiva funkitioc on

s> = M Csd¥
zk =

Mcs|k=k> = M
Z+ZE +. ..+
£ 2

missi M; » i=1,28,...,k, on satunnaismuuttujan 2& momenttigeneroiva

L
funktio. Satunnaismuuttujan X momenttigeneroiva funktio H;Cs) saadaan

vastaavien ehdollisten momenttigeneroivien funktioiden painotettuna

keskiarvona:

o o o] X
M(sd = T p Mslk=kdD = § p MMCsd ,
X k k =

k=1 k=1

missi p, on PCk=k). Timi voidaan kir joittaa muoctoon
X l&-l.nHzta)
EiMs]|kd] = E[HZCSD l] = Ele ]

M C=D
x

MIlnM Cs>1 = MI[E (sD1.
k = k=

Ottamalla puolittain logaritmit ylld clevasta yhtidldsti saadaan
' yvhdistetyn muuttujan kumulanttigeneroiwva funktio 'I—'xC sJ:

¥ (s = 1ln M (sD = 1ln MI¥ (s0) = ¥ [¥ csd1.
x 4 k = k Tz

Oletetaan, etti satunnaismuuttuja k on Peoisson(Cnl) -jakautunut,
Jolloin *PszD = n- Ce®-1>. Sijoitetaan timd edellZd olevaan
yhtil &éon.

¥ s
¥Cs) =nCe? —14d = n-M Csd - n.
x _ z

Tissi tapauksessa satunnaismuuttujan X kumulantit toteuttavat

yhtil dn

26X = ¥9%0> = n-M3’C0> = n-a..
f x z j

Vinouden ja huipukkuuden lausekkeiksi saadaan siis



2 CXD n-a

rQXo = > a2 = 3s/z = n-i/z‘ :/z
Ca CXOD Cn-a D a
z ] 2
u‘CX) n-a"r a‘
LX) & ——— E a— =
2 Ca CXD)Z Cn-a )2 n-az
2 2 2

Oletetaan sitten, etti satunnaismuuttujan k jakauma on miksattu
Poisson—jakauma. Miksatulla Poisson —jakaumalla tarkeitetaan
Poisson(ng)-jakaumaa, missid satunnaismuuttuja q > 1 on ns.
struktuurimuuttuja, jonka odotuszarvo Eqg = 1. Tdlldin muuttujan k

momenttigeneroiva funkiio on

&
et ¥ qirie =-i»n

s
MCsd = FIMCs|q) = Ete”™® 791 = Ele ]

= Mq[nce‘-n]

Ja sen kumulanttigeneroiva funktic on 4; [nCe®-121. THlléin

satunnaissumman X kumul anttigeneroiva funktic on

¥ (s> = ¥ [nM (=D- nl.
X q -

Derivoimalla edelli olevaa lauseketta saadaan

¥ s> = nM % tnM Csd-nl
x z Q =z
¥2%ced = nMf P rnM csd-nl + [nMPcsd1%28®nM s -n)
x z q = z qQ =
¥3%csd = nfPead ¥ nM Ccsd-n)
4 z q z
+ 3n MV M P23 nM Csd-n3
z [ q =
+ nl M2 1%nM Csd-n)
z q z
Ja
F*csd = nMYcsd¥InM Csd-n)
x =z q z

+

niCaM s M s +3t M2 15 ¥ I nM (s> -n3
=z = z q z
+ en LMY csd 12 PO PInM_Csd-n]
z z q z

+ 't M= 1% M cs>-nl.
z q =

7



Tehdididn ylli oleviin derivaattoihin sijoitus s = O:

02 = 2 CXD) = na_ + n°mow {gq) = na_+ n’m’e”

x® 2 2 2 2 q

2 CXD = na_ + 3n°ma o + nsmsac Cqd Ja
] 8 2 q Y
2CX) =  na + nCdma_ + 3250 + Bn’m'a_» Cqd

4 < -] 2 q 2 3

+ n‘m‘x‘c q)

Yhdistetyn miksatun Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan X

vinous ja huipukkuus ovat

2 2 23 -]
na + 3nma o + nmyo
3 2 q qq

2
o
X
2 2 2 8 2 ] 4 4 L3
na + nCdma +3a D¢c” + Bnmay o + nmylqo
4 a2 2 q 2°q q 2 q

yzc X0 . .
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MIKSATUISTA JAKAUMI STA

Miidritelmid: Olkoon satunnaismuuttujilla Xk kertymifunktiot
F}. Kertymifunktiota F sanotaan miksatuksi kertymifunkticksi,

Jo=s
F‘=}:atF‘i’.

missid painot a, ovat positiivisia ja toteuttavat yhtdldn
p a = 1. Vastaavaa todennikdisyysjakaumaa kutsutaan miksatuksi

Jakaumaksi.

Jos miksatun jakauman momenttigeneroiva funktio ja origomomentit
ovat olemassa, ne voidaan lausua kertymifunktioiden Fl momentti -

generoivien funkticiden H;‘ja jakaumien i j. origomomenttien aﬁ

avulla:
ax o [++3
Ms) = Ee®™ = 5 e”dF (0 = 5 e"dC T a F (0 D
o o it
o
=Y a JedF0 =¥ aMisd
1 15 L L
-0
Ja

= j’ - . j’ =
o Mo = g aml’co =g X
Oletetaan nyt, etti Jokaisella-kertymﬁfunktiﬁlla Fi on sama
odotusarvo yg. THlléin myts miksatun jakauman keskusmomentit K,
voidaan lausua kertymifunktioiden Fl keskusmomenttien My,
avulla, oclettaen, etti ne ovat olemassa.
© o

o= ECX-EX0X = £ (x-w¥arco = ¢ a S Ccx—¥ dF (0
-0 -0

=L My

L

Jos' kertymifunkticiden Fk ocdotusarvot eividt ole yht& suuria,
keskusmomentitien laskeminen hankaloituu. Lasketaan esimerkiksi

miksatun jakauman toinen keskusmomentti aivan yleisessd muodossa:




. 2
2 z

o = o - = a o - ao ]
x 2 1 E i 2i z i1t

2 2
= - [+ ] - a o -
Lao, ~Lae, ajt:, a2i%y
1

Oletetaan sitten, ettid jokaisella kertymifunktiolla Fi. on sama
odotusarve ja hajonta. T3lldin kertymidfunktion F  vinous Ja

huipukkuus ovat kertymifunktioiden F . vinouksien v, Ja
hul pukkuuksien ¥, yhdistelmii.

Merkitiin kertymifunktioiden odotusarvoa suureella ., Ja
varianssia suureella a:. Koska jokaisella kertymifunktiolla
Fi. on sama varianssi ja odotusarvo, myds toinen origomomentti

‘on  sama. Merkitiin sitd an:llb'..

Todistetaan viite ensin vinoudelle :

Lasketaan aluksi kolmas kumulantti.

3
2 = a - 3aa + 2o
a 4 2 1

3
=Lao, ~3Lao, Faa, +E8CLaa,
- a 8

¥ aa. 3 otuau}: a r a, + 2 &, C a 3
=Faoa. —3a.acd +2a’
T 3 11 24 14

= ¥ a la. - 3a « +2a’>d
1 an 11217 11

=L azx,

Koska miksatun jakauman varianssi o° saadaan muotoon

2 2 2 2
o = o — o = o - o = O,
2 1 24 11 1

sen vinous on

2 T a x a
= 3 _ L L i st : a
r as aa 0’9 i.rf
i i

10



Samalla lailla lasketaan hulpukkuus r,:

2 2z 4
a — 4o — 3o + 180 a — Ba
4 1 3 2 1 2 1

X
I

4
Lao, ~4LaoTaa, - X Laa 2

2 <
-+ —
iac § aiau:) T a o, 6C T, a o )

2 2 <
=JYaa, K —4a Faa, -3 +12a a - Sa
1 4L 11 1 M 21 11 21 11
z 2 4
=¥a Ca. ~4aa =-3a +182x o - Ba 2
i i 11 8i 21 11 24 14
= T ax .
L 2

Taztsd seuraa, ettd

» Fa=» a e .
¥ = L] = L 4t = 1 41 = Ea?"
z 4 < < i 2i.
o o o,
1 14

Esimerkki: Olkoot F" = F‘x Ja Fz = F-—x satunnaismuuttujien
X ja -X kertymifunktiot. Olkoon miksattu kertymifunktio muctoa

C F + F D.
1 2

Lasketaan nyt kertymifunktion F midrittel emin jakauman odotusar vo,

varianssi, wvinous ja huipukkuus.
Lausutaan ensin kertymifunktio F—x kertymifunktion Fx avulla:
F_th.D 2 P(=X 2 £> =P 2 -t> =1 -~ PX < =ty =1 ~ Fxc—tb.

joten kertymifunktion F mifrittelemd jakauma on symmetrinen.

Lasketaan sitten kummankin kertymifunktion momenttigeneroivat

funktiot ja origomomentit:

11



0
ML) =0 e dF (3O
x xX

-

Ja

M Csd) =EfL & 1 =t e 1 = M-

- x
Saadaan

o =L 1 Pco + #Pco1 = L P - MPco1 =0

1 2 x -X 2 br4 x
Ja

a = = tMPcod + MPcod1 = L tn'Peod + M Pcod]

2 2 x - 2 x x

= M'PCo = a ).
x 2

Vastaavalla tavalla laskemalla saadaan, ettd oy =0 ja

{£>

o = M OCO0) = o (XD,
P Y4 P
Niinpa:
Odeotusarvo: a1 = Q
‘Varianssi : a - =a = MPcod = EX?
) 2 1 2 x
o 3
. “9'30‘1 dz +aa‘
Vinous: - = 0,
o
2
a‘—4a1as-3a: +1 Ba:az—ﬁa: o -Ea:
Hui pukkuus: =
o o
‘ z 2
= ____E)(z_; -3 = Yzcx)
CEX™D

Koska timi miksatun kertymifunktion F midrittelemd jakauma on-
symmetrinen, onkin selvidi, etti odotusarvo ja vinous ovat kumpikin

nollia. Lisdksi, vaikka jakaumien F‘1 Ja F‘2 odotusarvolt eivit

olekaan samat, jakauman F huipukkuudeksi saatiin sivun 11 alussa

iz



olevan kaavan mukainen jakaumien F . Ja F‘z hui pukkuuksien Y,
. - 1 _ 1
Ci 1,280, yhdistelmi: ;VZCXZ) 5 [yZCX) + yZCXD] =3 [?’21 + yzzl.

Olkoot F1 Ja F'z kahden normaali jakauman kertymifunktiot ja olkoon
Fs niiden avulla muodostettu miksattiu kertymifunktic. Osoitetaan
nyt, etta Fa on normaalijakauman kertymifunktio, jos ja vain jos

F‘1 Ja Fz ovat identtiset.

Jos kertymifunktiot F1 Ja Fz ovat identtiset, miksatun kertymi-
funktion momenttigeneroivaksi funktiocksi saadaan

M =a M +Cl-adM = a M + C1-adDM = M.
8 1 2 '] 1 1

Olkoot kertymifunktioiden 4"‘1 Ja F_ momenttigeneroivat funktiot
1 2 2 2 z
-2—'{0”.9 + M '(ofzn + M)
M1Cs) = e Ja MZCSD = & y Jolloin
miksatun kertymifunktion F‘s moment.tigeneroiva funktio on

MCS) = a-MCs) + Cl-ad-MCs>.
s 1777 2

NP N

Oletetaan nyt, etti kertymifunktiot F1 Ja Fz eivit ole identtiset.,
Jolloin joko ,u:‘pz tai o'r1#02 Ja osoitetaan, =ttel funkiiota Hs
tdlldin voida millidin vakiociden a ja 3 arvoilla esittidis
normaali jak auman momentti genér oivan funktion muoctoca olevana

1 2
Fo +f3a

funktiona e

Merkitain
aM({s) + Cl—a)HZCsJ
L(sy = —2 —
29 s
a2
ZoP-cosZiepy —@s ZoP-wos*rcu —-ms
2 ! 4 2 2 2
= a‘e + (1=-ad)-e

Osoitetaan, ettd L ei ole identtisesti yksi milliin vakioiden

o ja 3 arvoilla.

13



Merkitiin

1

£.(sd —Caf—oosz + Cu~@Ds

=
Ja

1

4 2z
I‘zCsD —Caz-oos + sz s

=

N

Jos aa = ¢ ja 3 = H» niin iim szsD e {-w,0 ja lim LC=sD e {a,wr.

: 8 00 - g ]
"Jos a = o, tal 3 = Mo niin 1lim f1CsD e {—m,0> Ja
s -0
lim szsD e {-0w,0,0>, jolloin lim LCsD e {0,1-a,w.
2 +00 8200

Siis L & 1, Jjosta seuraa, ettd Ms ei ole normaali jakauman

momenttigeneroiva funktio.

14



0.8 . T : T . .

Normeeratun gammajakauman tiheysfunktio vinouden v eri arvoilla

08 -

06

05 -

0.3 -

‘Miksatun normaalijakauman tiheysfunktio huipukkuuden h eri arvoilla
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1. Varianssi saadaan kaavasta Var(ZH)

Il
Q
I

R
[

o,
2 1
Esimerkissd 1.4.(b) on jo laskettu oo = i/a (1 - e-”i)
M
a, = E(Zi) = J 2% ae"%dz + M° ae ™™
0
Osittaisintegroimalla saadaan o = 2/a° - 2M/a e > - 2/a° e .
Niinpd Var(z,) = 1/a° - 2M/a e M - 17a% ™",
(x-u) ®
S sx ® sx 1 20
3. M(s) = [ e dF(x) = J e dx
— - o Vam
szo?+ - (x* - 2(u+so’)x + (utso®)?)
7 THS® 1 202
= e e dx
- O V271
s?g?
+ Us
= e
2 2
s°o
¥{s) = + UsS

7. Aloitetaan todistus yht#lén oikealta puolelta.
Cov [E(X|Z),E(Y!Z))

E [E(X|Z) E(Y|Z)] - E(E(X|Z)) E(E(Y|Z))
E [E(XIZ) E(Y|Z)] - E(X) E(Y)

E [E(XYIZ)-E(X|Z)E(YI|Z)]
E(XY)}-E[E(X|Z)E(YIZ2)]

E[Cov(X,Y[2Z)]

Kun edelld saadut lausekkeet lasketaan yhteen, termi
E [E(XIZ)E(Y{Z)] havidd. Jadljelle j&d yhtalo

E[Cov(E(X|Z) ,E(Y|Z)) }+E[Cov(X,YI|Z)] = E(XY)-E(X)E(Y) = Cov(X,¥).




9. Merkitdin ¥ = aX + b , a > 0. Tdlldin M (s) = ebs-Hx'(as) ja

¥ (s) = bs + \I!x(as) . Derivoimalla kumulanttigeneroivaa funktiota
huomataan, ettd

Wy = at-v' 0y, § =2,3,...

{as) Jja \I!Y X

(» _ gt
'Py(s) = a 'Ifx

2 . 2 2 2 ‘s .
Koska o° = K, em. kaavoista saadaan o, = ao,. Nilnpa

3
KS(Y) a K.B(X) Ka(X)
¥ = = = = 7 -
Y 3 3.3 3 X
oy ao o
Y X X
Jos a on negatiivinen, 7(Y) = -y (X).

11.0lkoot X ja Y toisistaan riippumattomia satunnaismuuttujia.
Tallsin K (X+Y) = &k (X) + k(¥), 3§ = 1,2, ... Koska o = &,
on o° = nz(X+Y) = ;cz(x_) + xz(Y)= ol

X+Y X
kaavat vinouden ja huipukkuuden lausekkeisiin.

2 e a
+ o, Sijoitetaan nama

3 3 3
na(x + Y) cr, + e
V(K -+ Y) = =
3 3
o 43
ey N+¥
1 i
K4(X + Y) 0'*12(}{) + o‘x'arz(Y)
r (X + ¥Y) = = '
2 4

Ty 2 2,2
o (o + 0.)
X+Y X Y

' 13. Lasketaan ensin neljis keskusmomentti u;:
ot 4 2 4
g =J (X - EX) dF({X) = o, - 4a1a3 + 6a1a2 - 3«3:1

4
-0

Todistetaan nyt, ettéi_B4 =7, + 3. Sijoittamalla B4:n paikalle
u4/0'4 ja kertomalla lausekkeet puoclittain 64:115, saadaan

yht&18:

_ 4 _ 4 _ 2
w, = 0 (72+3)—K4+30 x4+3n2

Kiytetddn kumulanttien sijasta origomomentteja (kaavat 1.4.22)

ja saadaan

a 2 i
. (72+3)—zx4—4a1a3+6a1a2 3 = u,



15. Olkoon k Poisson (n) -jakautunut satunnaismuuttuja.

L+1]

x @« k s, k
sk sk n -n -n (ne )
M(s) =Z e p = Z e —e = e Z
k k! k!
k=0 k=0 k=0
S (e°-1)
-n -
= e ene = en e

¥(s) 1n M(s) = n-(e’-1)

17. Olkoon k Poisson{n) =-jakautunut satunnaismuuttuja. T&1lldin

k k-1
n n n -n n
— ‘—""‘“'e 3 — oe 3 —
Py x! kK(k-1)! K Phet
® : k
. R S
19. E [k(k-1) ... (k-1)] = ) k(k=1) ... (k-i) e
k=0 )
© n(k-l—l)
= e-n- z : nl+1
(k-i-1)!
) k=i+1 ,
= .e™e™n'" = n'*' , i=0,1,2,...

Ndiden kaavojen avulla saadaan seuraavat tulokset:

E(k) =n, EX)) =n®+n, EKX) = n°+3n°+n
u, =3 (k= n)’ i E(k®)- 3n E(k%) + 3n°E(k) - n° =n
K3 | 'u3
o =k = E(kz) -E(k)®=n, v= — = — = n 12
2 3 3
. e a

21. Kidytetddn kaavaryhmissid (2.4.11) olevaa varianssin kaavaa.

1

6> - n 4+ n° cri , Jjoten siis 0“2 =  —( 6° - n ). Sijoittamalla
2
n

tdhdn n = 10 000 ja ¢ = 1 000, saadaan o, = 0.099.



23.Derivoidaan yhtdlsda ¥(s) = 'I'q[(p(s)], missd ¢(s) = n (e°-1).
Saadaan

¥V (5) = o (s) ¥
(s) = (o (s) 1%V
¥ (s) = 197 ()10

1)
Vie(s) 1,
(2)

q

Tle(s)1 + 39 ()0

te(s)1 + 9@ (s)- ¥V p(s))  da

OB SCION

(2}

v

+ 9% (s) ¥ V(e ).

Sijoitetaan edellid oleviin kaavoihin s = 0, jolloin saadaan
k, (k) = n-« (q) =n
k,(k) = n«k (q) + nz-nz(q) = n+ nz'na(q) ja

3

Ks(k_) = n-xl(q) + 3n2-|c2(q) + n -x3(q) = n + 3n2-K2(q)

3
+ ne (q).

25. Derivoidaan neljd kertaa vyhtdld ¥(s) = ‘Ifq([go(s)], missa
p(s) = n{(e°~1). Kolme ensimmdistd derivointia on tehty
jo tehtdvan 23 ratkaisun yhteydessi.

(3)

(1)
q[w(S)]

¥W(s) = [ o(s) 102 + 6 [0V (81170 () ¥

+ 307 ()15 10(8) ) + 49" (s) 0T (2) 1 P [0 (3) ]
4 (1) ‘

o (8) ¥ ()],

' Sijoitetaan s = 0 ja kdytetddn hyvdksi tietoa, ettd k(q) =1

K

ja na(q) = o-czl . Td4116in yhtdldsta vz(k) = saadaan

% |
E I

n + 7n20‘z + 6n3x3(q) + n4lc4(q)

2 4
o
K



27. Lasketaan satunnaismuuttujan X momenttigeneroiva funktio
M(s).
1 @ v he i “
M(s)=-——J‘exexxh1dx=——- e
I'(h) o I'(h) o

Tehdiin sijoitus z=x(1l-s), jolloin momenttigeneroivaksi

s

-x{1- h-1
x( s)x dx

funktioksi saadaan M(s) = (1—sfm. pPerivoimalla funktiota M(s)
havaitaan, ettd sen derivaatat toteuttavat seuraavan kaavan

(1) - (h+i'1)! _eyoht T(h+i) Cey
M (s) = _?B:IY?_ (1-s) —F?ETF (1-s) .

Kun sijoitetaan s = 0, saadaan haluttu tulos.

31. Suoritetaan todistus induktiolla

1. k=0: I'(n,1) = J
o I'(1)}

e x’dx =1 - " =1 - F (0)

2. Oletetaan vdite todeksi arvolla k € N

3. Kdytet#ddn induktio-oletusta osoittamaan vaite todeksi myds

arvolla k+1

k+1
-n

1 -F(k+t1l) =1 - F (k) = ———e
o (1) n ? (k+1) !
k+1
n -n
= I'(n,k+l) - ———©
| (k+1) !
. ) k+1
nl - : n -
= 2, ¥eax - ————e "

Osittaisintegroimalla saadaan

1-F_(k+1)=T(n, k+2).

33. Kiytetddn lauseita 3.2.5 ja 2.4.9:

¥ (s)
¥ (s) = ¥I¥(s)]=%lne” -1)]1=¥ [mH(6) -l



35

a) Derivoidaan kaavaa 3.2.7:

@‘:’(s) n M(i)(s)\l’(:)(n}d’z(s)-n) + [n M(i)(s)]z‘I'(Z)(an(s)-n)

q
\P(:)(s) = nM(:)(s)'P(:)(an(s) - n)
+ 3n2M‘;’(s)M‘:’(s)@‘j’(an(s) - n)

il

3 ¢8) 3 1 (3) _
+n” [M(s)]” ¥ _(nM (s) - n)
Sijoitetaan s = 0. Saadaan

2 2 2 2
= na_+ nmao
x 2 ' q

K, (X)
7 =
x 3
o
X
3
na. + 3n‘mao- + n3m3_'ar o
3 3 2 q qq
: .
o
X
2 2 2 2 2 2_2 2 2 1/2
= -+ = + = = r_ /fn+o .
b) o nmr, r11'n¢:rq n m (r2/n oq), o =nm ( 2/ < )
2.3 2 3.3 3
nm’r_ + 3n°mro° + nmay o
3 2 q q4q
'Ix =
372
n’n’ {(r. /n + o;)
27 q
r o°
3 q 3
—_— 4+ 3r2 — + 70
q q
n? n
2, 3/2
+ 0
(r,/n + 07)
2
37. o = Var (E(X|k)] + E [Var(X|k)

= Var[E(zl)+ E(22)+ +E(Zk)]
+ E[Var(zl)+ Var(Zz)+ ce. + Var(zk)]

= Var(k E(Z)] + E[k-Var(2)] = mzof +n 0‘2




39. Todistetaan ensin yht&dl6n vasen puoli:
0 = Var(z) = E(2°)-E(Z)% s E(Z°)2E(2Z)°

2y2
- E(Z)% = E(Z)° E(Z)°

E(z)*

Yhtdldén oikea puoli:

az — E(ZZ)E - E[ (ZI/Z Z3/2

2

)]
3r2

Kidytetddn nyt Schwarzin epdyht&dlod: E[(ZLQ-Z )1°

< E(Z) E(Z°)
= ma,.
Siis on saatu a?s ma_. Jakamalla yht#dl18 puolittain termilld m

saadaan vdite todistetuksi.

41. Funktioﬁ ¢ pisteeseen ( m,¢(m) ) piirretyn tangenttisuoran
yhtdld on y = ¢’ (m)-(x-m) + ¢(m). Koska ¢ on kbnkaavi, se on
jokaisen tangenttinsa alapuolella eli ¢(Y) = w'(m)-(Y-m) + p(m).
Tehd#din sijoitus m = EY ja otetaan odotusarvot yhtdldén molemmilta

puolilta, jolloin p#idyt#in viitteeseen.

a
- T - .
43. Koska ¥, = —— n /2 ja v, = nllz, riittdd todistaa,
a2 |
2
ettdi a_ > a”’°.
3 2
Funktion e¢(y) ='y3/2 toinen derivaatta on positiivinen, joten ¢
on aidosti konveksi. Kdyttémidlld Jensenin epdyhtdldd saadaan
a = E(Z°) = EJ (4 ¥?] > E(Zz)afa - ‘32/2-
45, Var(Xlq =1 ja Z =m kaikilla i:n arvoilla) = Var(km)=m?Var(k)
2
=m n
Var (Xlk = n) = Var'(z1 + 22 + ...+ Zn) = n Var(Z)
Var(Xlk = ngq ja Z1 = m kaikilla i:n arvoilla) = Var(ng-m)

= n°m® Vvar (q)



ky

ko
47. E(XX) = E [E (221)4: (sz)| k=k , k=K, ]
j=t

i=1

=mmE(kk) = nm E(n1q1n2q2| 9,79, 9,79)
= m1man1n2E(q1q2)

Cov(X ,X)) = mmnn [F(qq,)-1)
=mmnngo o p = 250p

0% = Var(X.+X.) = ¢°. + 0° + 2Cov(X,,X.) = 6025 + 250p
1 2 X1 X2 1 2

= {6025 + 250p

» O,
p=-1: C‘ov(xl,xz) = =250 , o, ¥ 75.99
p= 0: cw(xl,xz) = o , o, = 77.62
p= 1: Cov(xl,xz) = 250 , o, = 79.21
N, _k N-k N! P k1 N-k+1
49. = ‘pr(1- = - - (1-
p, = ()P (1-p) T R e O
N! (N-k+1) p 1 k41
- pk 1, (1-—p‘)" k+1

k(k-1)! (N-k+1)! 1-p

| ) » p
o) P (@) T = (e 4

k 1-p 1-p
N+1 p )
k 1...p pk—].-
- p . :
Sils a = -1--— Ja b = (N+1)--1—- = —-a-{N+1).




51.

-n

J

P{ki=1,k=1} nllTe n
a P{k =1|k=1} = = =
) { ! } P{k=1} ( -n,
TTe -} Zni Zni
b) Olkoon vahinkoja yhteensa N kpl (N1’ Nz, cee g NN).

Merkit#ddn satunnaismuuttujalla N satunnaisesti valittua vahinkoa.
T&116in

P{"N on tyyppid i"} = Z P{"N, on tyyppi& i"iN =N}P{N = N}

n
1 i
ﬁz P{k =1|k=1} = —

2m,

It

53. Satunnaismuuttujan Z arvojoukko on diskreetti.
A(Z) = {ao, B ceoq B }.

Olkoon nyt a =M<a .. T&d116in
0 O
ig
L(M) = E [min(Z,M)] = z a * P{Z =a } + M P{ ZaM }.
j=0
L(M) on siis lineaarinen M:n funktio kullakin v&lilld (a ,a, ).

55. L&Bb(M) = E [min(az + b, M)] = E [min{aZ ,M - b) + b]

= E [a min{(Z, — )] + b = a'E [min(Z,T) "+ b
a

= a-Lz(—-:;-—) + b

A= 1.

1A

57. Olkoon A vakio, 0

E[min(AZ,ax) + min( (1-A)Z, (1-a)y)]
Emin{Z,Aax+(1-2)y)] = L(Ax+{1-A)Y],

]

AL{(x) + (1-A)L(Yy)

1A

koska min(aZ,Ax) + min [(1-2)2Z,(1i-2)y] = min [Z,Ax+(1l-A)Yy].



59.

(M+h) -

a) L(M+h) - L(M) = [ zdS(z) - M [S(M+h)-S(M)] + h [1-S(M+h)].
-

Lausekkeen kahden ensimmdisen termin erotus 1ldhestyy

nollaa, kun h » 0'. Niinpd L’ (M+)=1~S(M) eli S(M)=1-L‘ (M+).
b) Merkitdén: A={ Z<x}, A={ XsZ<y}, A~{Yy=Z}

L(x) - L(y) = E [ min(x,2) - min(y,2)]
3
=ZE [ min(x,Z) - min(y,Z) | Z € Ai}P{ Z e Ai} z (xX~Y).

i=1

H_
61. L(M) =Jz ds (z) + M [1-S(M-))
T+

_ T S(z)-5(T) 1-S (M-)
_'r{ z 1-5(T) M 1-S(T)

M- T
= 125 (1) Ei zd(S(2)) -_i zd(S(z)) + M[l—S(M—)] |

L (M) -L(T) "
1=-S(T)

L ,
=71‘S(T) [L (M) -_LFT) + T [1-5(T)] =

Z /o _ _
- 63. S5(2) = l"(;;l‘) = fe'du=1-¢e Z/a" Z/jo = 0
. 0 . .



65.

1 22
— ks
a) a = E(Zk) e E(eky) = MY(k) = e*He?
1.2
b) m = E(Z) = E(a + ') = a + ete? (1)
a‘; = Var (Z)=Var (Z-a)=Var (e') = a, - af = e?He® (e - 1) (2)

k,(2) = E [(z - E(2))° = E[(z-a) - E(Z-a) )® = u,(e))

_ ¥
= Kk (e)

3 3 3/2)s 35 2

3 )
a3-3a1a2+2;.-11 = e (e - 3e + 2)

2

3 (3/.?)2 2 2
= e*He € (e + 2) (e’ -~ 1)

sz SZ ir2
'a’z=(e+2)-(e-1) . (3)

c) Kirjoitetaan kaava (3) muotoon
2 2 2

(es _ l) (es - 1)1/2 + 3(85 - 1)1/2 _ 72 = 0,
2 172 2 2
ja merkitddn m = (e - 1)’°, jolloin s° = 1n (1+%°).
il o
Kaavasta (1) saadaan e =m-a = i = 1ln (m-a) - — s
' 2
2 (2) o,
jaa“—-m-—eu-elfzs = m - —
-

67. 1= € 107, o = £° 2 10", 7, = 0.06364, X = (X-1,)/0,

a) P(X > 14*10° ) = 1 - N [2.83) & 0.0023

b) c, # -9.3220, ¢, ¥ 6.4366, c_ = 3.1427

1-N [clﬁ—cE(x+cﬁlﬂ3] =1 - N[ 2.36 ]= 0.0091

R

P(x > 2.2828)



D+ o
z+D+8

B’ o
z+8’

69. P(2Z-D

1A
)
I
g
N
IA
]
&
]
f

missd B’ =B + D.
Niinpdé muuttujan (Z - D) jakauma on Pareto («,B8+D,0).

71. Merkitddn satunnaismuuttujalla Y vakuutusyhtidn

maksaman korvauksen mddrad ehdolla, ettd wvahinko sattuu.

T&dlldin
0 z <0
_ Jjo , 2< 2 : _ _ -3
Y = {2_2, Z> 2 ja F}(z) = { i 2(z+2) 0 = ; : g

8
Riskimaksu on  0.01 [ J 6y (y+2) 'dy + 8-2-107°] = 0.0024
Q

Vakuutusyhtidén vahinkomenon keskihajonta on

0.01 JVar(Y) =0.01 JE(Yz)—E(Y)z = 0.01 Jo.sz - 0.24°

= 0.0087.

Bruttomaksu: 1.2-0.0024 + 0.1-0.0087 = 3.75-10°

3. :
a) Todistetaan induktiolla, ettd yht#18 (I) on sama kuin yht&ld
p(t) = p(0) -~ (1-a)u(t-1). | ' |

b) Tarkastellaan ensin kaavaa (1):

E[p(t)] = a-E[p(t-1}] + (1-a)-p, =» lim E[p(t)] = p,
tow

Koska p(t-1) on riippumaton vahinkopromillesta x(t-1), saadaan

_ 2 - 2 2 N =
var {p(t)] = a” Var(p(t-1)] + (1-a)c, = lim Yig[p(t)] Tea Ox'

Kaavasta (2) saadaan suoralla laskulla:

1
lim E[p(t)] = p, + A ja lim Var[p(t)] = — o, .
t-ow 2 t 2w 5




75. Poistettu

77. Koska E(Y)=E(X), riitt#s todistaa, ettd E(Y?)=E(X") .

Merkitdan
mn+ M e s 2 2
v = — . TE118in [ (X - v)| = [(¥ = »)| » (X - v)" = (¥Y-v)

E(Y).

1A

s E(X - v)? = E(Y - v)° » E(X))

79. Jaetaan vidli [a,b], Jjossa alkuperdinen jakauma F,
-on miiritelty, n yhtd suureen osaan (a = xd<x{<x5<...<x;=b).
Merkitdidn harhattomalla odotusarvomenetelmidlld saatua Jjakau-
ﬁéa‘F}:llﬁ.

Koska E(Y) = E(X), riitt#i todistaa, ettd E(X°)=E(Y7) .

n-1
E(Y’) = J }[21'31*”“‘r = Z i) yzdFY + a’p{y=a}
fa, bl Ix ,x 1
=0 i+l
n-1
< 2 2 _ 2 _ 2
= Z(rixi + li+1xn1) - z S.% E(X) .
1=0
, v |
81. .L(My =fz2ds(z) + M [1 - sS(M-) ]

. M-
1. M= T: L(M) =JzdS (2) +M [1 - S (M) ] = L, (M)
- -
2. M >T: L(M) =J2dS (z) + T [S(T) = S,(T-) 1+ J zds,(2)
. T

+ M [1- S, (M-)]
= L (T) - T [1-S,(T-)] + T [S,(T) = S,(T=)]

M- T
I zas,(z) -_n{ zdS, (z) + M [1-5,(¥-)]

-

4

. T :
= L (T) + L,(M) - zds(z) - T [1-5,(T) ]

—

L(T) + L,(M) = L,(T).



L - _
83. L_(M) = -i zds (z) + M [1-5_(M-)]
M-

= Hé? {-i zdS(z) + M [S(C) - S(M~)] }

H..
= 50 {_i zdS(z) + M [1-S(M-)]) - M [1-S(C)] }
_L(M) - M [1-5(C)]
B s(c)




