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Jonotusaika on korkeintaan

RAUNIOTODENNAKOTSYYDEN APPHDKSIMOINTI YHDEN PALVELTIJAN JONON AVULLA-

JOHDANTO

Tissd tydssd misritelldsn ylelatetyn POlSSOﬂ—FlSklpTOQBSblﬂ kanssa
analoginen yhden palvelijan Jonoprosessi ja ‘osoitetaan, etta riski-~
Prosessissa varariken vélttémiStodennékﬁiéyys alkupdiomaan ollessa U

on yhtésuuri kuin analogisessa jonoprosessissa todenndkbisyys, ettd

a

b {1+ A)

U, missd a on vahinkojen sat-

" tumisvdliaikojen ocdotusarvo, b on yksittidisen vahingon suuruuden odow

tusarvo ja A on varmuuslisi, Téméd tulos osoitetaan ensin eksponenti-
aalisen vahinkojakauman tapauksessa suoraan laskemalla Ja yleistetdin

sen idlkeen kattamaan myds yieisen vahinknjakauman tapaus,

Témdn jdlkeen .osoitetaan jonotesrian kmlnoln, ettd vararikkototdenndikdl~-
syys &frettimin pitkin ajan !<uluet55r:1 =1 (&1 } y Jos varmuuslisi A-O

(>0).

Lopuksi esitetdsdn Jonoanalogiaan perustuva rauniotodennékﬁiéyyden 51~

mulointialgoritmi sekd joitakin simuleointituloksia,






1 (23)
RAUNIOTODENNAKOISYYDEN APPROKSIMOINTI YHDEN PALVELIJAN JONON AVULLA

Beard-Pentikdinen—Pesonen osoittavat kirjassaan Risk Theory (harjoitus 12.2.1,

s$..146, 2. painos), ettd lauseke

- My
(1) 1 -2 o ¥

ilmaisee vararikon vilttimistodennikdisyyden Hirettdmin pitkdn ajan kuluessa

riskiprosessissa, jossa vahingot sattuvat Poisson—prosessin mukaisesti, var-

muuslisi on A , vahiﬁkojen suuruus jakautuu eksponentiaalisesti parametrinaan
M ja alkupdfoma on U. Nimit#mme t&#llaista prosessia seuraavassa (A,/A,ﬁ)-

riskiprosessiksi.

Otetaan kdyttddin merkinti ME/M /1. Tami merkinti tarkoittaa yhden palvelijan
jonoa, johon asiakkaat saapuvat ¢-parametrisen Poisson-prosessin mukaisesti
ja jossa palveluaika jakautuu eksponentiaalisesti parametfinaan/;;. Palvelu-

jidrjestys on ‘saapumisjirjestys.

Lause 1. Todenn#kdisyys, ettei Hirettdmin pitkdn ajan kuluessa (A,ﬁi,U)-

riskiprosessissa tapahdu vararikkoa on sama kuin todennik8isyys, ettd statio-

naarisessa M /M /1 -jonossa jonotusaika on pienempi tai yhtd suuri kuin U.

1

Todistus: OQtetaan kiyttddn seuraavat merkinnit:

jonossa tai palvelussa olevien lukumdird hetkelld t

[}

X(t)

H(x) 1-e M x > 0, palveluajan kertymifunktio






liikenneintensiteetti, so. palveluajan ja saapumisvdliajan
odotusarvojen suhde (stationaarisuusoletuksen vuoksi p< 1,
ts. keskimidrin palvelu on nopeampaa kuin asiakkaiden saa-

puminen)

M(k)

(L - P ) Pk, k = 0; tunnetusti t#mi geometrinen jakauma on

1.

tarkasteltavan jonomallin tasapainojakauma, so. P{X(t) = kI

M(k) kaikilla t z 0, k 20 (kts. esim. Takacs: Introduction

to the Theory of Queues, s. 26)

W(t,x) = todennikdisyys, ettd jonoon hetkell#d t saapuva asiakas jou-

tuu odottamaan palveltavaksi pidsyd korkeintaan ajan x

Stationaarisuudesta ja eksponenttijakauman unohtuvaisuusominaisuudesta johtuen

o<

) W(t,x) = P{xct) - k} a_ G
k=0

misgi Hk(x) on H(x):n k-kertainen konvoluutio itsensd kanssa. Stationaari-
suusoletuksen perusteella todennikdisyys P{X(t) = k} ei riipu ajasta t,
joten ei mydskdin W(t,x) riipu t:std., Ndin ollen voimme merkitd W(t,x) =

‘W(x). Esitetyilli merkinn6illid on siis

Wix) = (k) d (x)
k=0 x kO
X @ ( t)k-l -t
= 1 -P + (1 -P)#PI kZ —(#kE_T)I— e dt
o k=1






= 1—P+(1—p)upz e MU PIE 40
= 1-p+ P(l—_e'/u'(l'P) Xy
= 1_Pe'#U-Ph
Nidin ollen
WUy = 1_1317,\ e"iiﬁU

eli vidite on osoitettu.

Yleistdmme seuraavassa lausetta 1 siten, ettd tarkastelemme raunictodenndkdi-
syyttd Hdirellisen ajan kuluessa, luovumme stationaarisuusoletuksesta ja sal-

limme vahinkojen suuruuden kertymidfunktion H(.) olevan yleistd muotoa.

Tarkastelemme yhden palvelijan jonoa M/G/l, missd saapumisprosessi on Poisson-
prosessi ja vahinkojen suuruuden jakauma on yleinen. Otetaan kidyttddn indikaat-

torimuuttuja Q(.), joka mi##ritellddn seuraavasti:

0, jos palvelija palvelee hetkellid u

(3) Q(u) =

1, jos palvelija on vapaa hetkelld u
n

t t
) ey
Olkoon pn(t) =—7 ° , ts. pn(t) on

~ todenndkdisyys, ettd aikavidlilld (0,t] jonoon saapuu n asiakasta. Oletamme,






4~

ettd hetkelld t = 0 jono on tyhji. Olkoon

(4) P{S(t) < x} = T p (B) H_ (%)
=0

ts. S(t) voidaan tulkita kokonaistydmiirdksi, jonka palvelija on vastaan-
ottanut aikavdlilld (0,t] (vdlttimidttid kaikkia asiakkaita ei ole vield pal-
veltu hetkeen t mennessd). Merkitddn vield N(t):113 aikaa, jonka hetkelld t

jonoon saapuva asiakas joutuu odottamaan ennen palveltavaksi piisemistdin.

Tarvitsemme seuraavan apulauseen (Benes, 1963, Gen. Stoch. Proc. in the Theory

of Queues, lemma 1.1)

Apulause 2.

N(E) = ok [S(E) - (D) - t +7]

Todistus: Esitetyin merkinndin voidaan kirjoittaa
t

(5) N(t ) = S(t) - t + [ Q(u)du .
o

Lausekkeen (5) voi tulkita seuraavasti: kun hetkeen t mennessd vastaanote-

tusta kokonaispalvelum#irdstid S(t) vidhennetdin aikavdlilli [o;t] jo palveltu

t
mddrd t - [ Q(u)du, jdd jdljelle vield palvelematta oleva aikamdiri eli

)
jonotusaika N(t).

Olkoon T < t. Lauseke (5) pitee my®s ajankohdalle T . Ndin ollen

4
(6) N@®) = S(O - € + [ q(u)du.
| T,






Vahentdmill4 (6) (5):std saadaan

t
(7N N(t) = N(T) + 8(t) = S(?) - t + T + [ Q(u)du,
7
joten
(8) N(t) = S8(t) -S(TYy ~t +T,

t
silld N(7) ja [ Q(u)du ovat ei-negatiivisia suureita.
R 4

Olkoon O viimeinen hetki ennen hetked t, jolloin palvelija on vapaa. THll5in

sijoittamalla lausekkeeseen (7) ¥ = §, saadaan
(9 N(t) = S(t) - S(& -t + 6§,

t .
silli N(§) = f Q(u)du = 0 ajankohdan § valinnan perusteella. Toisaalta
5

suprenumin m#iritelmdn perusteella on

' < sup _ -
(10) N(t) =g ¢ [S() - 8(F) -t +7],

silld § < t.
Yhdist3dm#lld (8) ja (10) saadaan vdite.

Midritelmd Riski- ja jonoprosessi ovat analogisia, mikili seuraavat ehdot

ovat volmassa:

1) asiakkaiden saapumisvdliajat jonoprosessissa jakautuvat kuten

vahinkojen sattumisvidliajat riskiprosessissa






2) Jjos riskiprosessissa vahinkojakauman kertymdfunktio pisteessd x
on H(x), on jonoprosessissa palveluajan jakauman kertymidfunktio

b(lzk)i), missi A on varmuuslisd, a on

vastaavassa pisteessd H(
vahinkojen sattumisvidliaikojen odotusarvo ja b yksittdisen va-

hingon suuruuden odotusarvo.

Tarkastellaan yleistettyd Poisson-riskiprosessia, jossa varmuuslisd on A,
. 1 . . . . - . .
vahingot sattuvat a2 parametrisen Poilsson-prosessin mukalsestl ja vahinko]jen

suuruuden jakauma H on yleinen odotusarvonaan b.

Lause 3. Yleistetyssi Poisson-riskiprosessissa selviytymistodennikdisyys vi-
1i113 (o,t], kun alkup#ioma on U, on sama kuin todenn#kdisyys, ettd ko. riski-
prosessin kanssa analogisessa yhden palvelijan jonossa hetkelld t jonoon saa-

. . . . a
puvan asiakkaan jonotusaika N(t) on korkeintaan NG u.

Todistus:

Merkitddn R{t):11d yleistetyssd Poisson-riskiprosessissa hetkelld t j¥ljelld

olevia varoja. Tdll8in, kun alkupidoma = U,
bt
{11) R(t) = U + (1+A) 5 - s(t).

Todennikdisyys V(U,t), etti riskiprosessissa ei tapahdu vararikkoa aikavdlillid

(o,t], voidaan lausua R{t):n avulla seuraavasti:

T <t

(12) V(U,t) = P{inf R(Y) 2 o}

= P{U +;2£ [((1+A) E—‘r -sm)] 2 0}






K3

sup - b < 1
{'ra [S(Z) - (1+A) 1'] U

Siirrytdin tarkastelemaan riskiprosessin kanssa analogista jonoprosessia,
jossa palveluajan kertymdfunktio pisteessi x saa mddritelmdn mukaan arvon

b(l+A) -Olkoon

xQ

P{S'(t) = x} = I, (t) H_( x).

b(i+A)
a
Apulauseen 2 perusteella yhden palvelijan jonolle pidtee tulos

N(t) = S“P (s'(t) - S'(T) -~ t +T].

Yleisesti stokastiselle prosessille ei ole voimassa yhtdld 8'(t) - 8'(T) =

S'(t- %), mutta koska prosessin S'(t) diskreetit lisdykset ovat toisistaan

riippumattomia ja keskeniin samoin jakautuvia, on ylli mainittu yhtdl§ toden-

nikdisyyden mielessi voimassa. Ndin ollen
(13) P{N(t) = U} = P{SuP [s'¢(x) -] S v
T <t - .
b(1+A)

Koska P{S(t) = x} = P{S'(t) = ——EE——} , saadaan kaavan (12) perusteella

v(u,t)

P{S(f)fU+P-§;'—+A)—‘t_',Off<tl

J

P{Sr('t) St.*'b—é(‘%‘ﬁ" 027« t}

sup _ < a
{kt (s'@ - 71 S5y

Vertaamalla t#td tulokseen (13) ndhd#dn, ettid V(U,t) = ‘.E’{l\l(t):S BT%:IT U} ,

mik3 pitikin osoittaa.






Huomautus: Lauseen 3 todistuksessa suoritettu siirtyminen H{x):std

b{1+)) . u . .
H(——;——— x):d8n vaikuttaa sen, ettd analogiajonossa palveluajanjakauman toden-
ndkdisyysmassa painottuu lyhyiden palveluaikojen puoleen sitid voimakkaammin,
mitd suurempi on varmuuslisi A . T#118in keskimiiriinen jomotusaika jonossa

(rauniotodenn#kdisyys riskiprosessissa) on siti pienempi mit# suurempi on

luku A .

. . . a . ¢ e aes
Lauseen 3 jonoprosessissa on palveluajan odotusarvo = 134’ joten keskimiddrdi-
-gen palveluajan suhde keskim#dridiseen saapumisvdliaikaan eli ko. jonon lii-

. . . 1 . .. : .
kenneintensiteetti p on I+ ¢ Jonoteorian menetelmiin nojautuen voidaan
osoittaa, ettd yleistetyssi Poisson-riskiprosessissa vararikko Hdirettdmin
pitkin ajan kuluessa on varma, jos varmuuslisi A = 0 ( p = 1), kun taas posi-
tiivisen varmuuslisin tapauksessa ( A > 0, p < 1) vararikon todenn#kdisyys

on < 1. Tdmidn tuloksen osoittamiseksi tarvitsemme joitakin aputuloksia, joista

ensimmiinen on ns. Blackwellin teoreema.

teoreema soveltuu seuraavanlaiseen tilanteeseen: sattukoon aikavilillid (0,)
satunnaistapahtumia ajankohtina fl,f ,...,th,..., missd aikavilit fh - tﬁ_l,n =

1,2,0043 to = 0 ovat toisistaan riippumattomiapositiivisia satunnaismuuttujia

kertymidfunktionaan

Olkoon wv(t) aikavdlilli (0,t] sattuvien tapahtumien lukumiiri. Tdlldin
v(0) = 0. Merkitddn m(t) = E(v(t})), ja lausutaan Blackwellin tecoreema ilman
todistusta. (Todistus; esimerkiksi N.U. Prabhnu: Stochastic Processes,

The Macmillan Company, New York, 1965, sivu 160).
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‘Blackwellin teoreema: Jos F el ole muctoa

. o0
(14) F(x) = L bk Ux - ke ),
k=0
(=]
missd T on positiivinen vakie, ja I bk =1, bk 2 0, k=1,2,..., bo =0

k=0
sekd s.y.t. {k/bk > O} = 1, niin kaikilla h > 0 on voimassa

1ip BEF D) —m(e) g m@e) 1
o h oo © M
= =)

missi M= f ®dF(x}. Raja-arvo on nolla, jos M=
o

Blackwellin tecreeman avulla todistetaan seuraava apulause,

Apulause 4. Jos g on vdlilld [0,=) rajoitetusti heilahteleva reaaliarvoinen

funktio ja jos F ei ole muotoa (l4), on voimassa kaava

t 1 o0
lim j g(t — u)dm(u) = —-fg(u)du
Lo 0 f‘ o
o0 =] )
edellyttien, ettd [ g(u)du < . Jos /u = [ xdF(x) = e, niin raja-arvo on
o 0

nolla.

Todistus: Jokainen rajoitetusti heilahteleva funktio voidaan esittdd kahden
ei-kasvavan ja ei-negatiivisen funktion erotuksena. Niin ollen voidaan ra-

joittua tapaukseen, jossa gon ei-negatiivinen ja ei-kasvava. Oletetaan ensin,

ett'ei/u< w, Kirjoitetaan

t .
[ g{t - vw)dm(u) = T, (t) + T,(¢),
Q

missi






af
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_Tl(t) = g(t - u)dm{u), Tz(t) = glt - u)dm(u).

[= I N
M|t rt

Koska g on ei-kasvava ja ei-negatiivinen, on voimassa

t
- t
2 . m(y)
< oL = ot E o, 8y, 2
Tl(t) s g(z) [ dam(u) g(z) m (2) 5 8 (2) .
o L3
: 2
£ -]
Olkoon ¢ > 0. Koska [ g(u)du < =, on olemassa te siten, ettd
’ 0

L
2 t t |
e>fgluwde2-g () 20, kunt >2¢_.
t 4 2 [
A
C@es. lim £ ty lim t £, _ - .
Siis txo 7 8 (5) =2 - (E) = 0. Koska l;sak51 Blackwellin teoreeman
nojalla
t
1im " 1
teo T —/4 s On
2
lim
t—»eoTl(t)_O_'
Niytetdin, ertd lim T, (t) =1 Q, missd Q ='? g(u)du. Kun h on kyllin pieni, on
? troo "2 M : 3
O
(15) 0<Q-1h X g(nh) <c¢ ia
n=1
oo
0<h I g(nh) -Q < ¢.
n=o

Merkitddn N [%H] ja valitaan t niin suureksi, etti

. . -
{16) h z g(nh) < ¢ ja
n=N+1







il

i m(y + h) - m(u) _ T |
h =

(17)

jJos u+ h = % . N311138 t:n arvoilla voidaan Tz(t):ta arvioida seuraavasti:

N-1
T g(nh + h)[m(t - nh) - m(t - anh - B)]S T, (t)
n=o
< N '
- I g(nh) [m(t - nh) - m(t - nh = h)]
n=o

Lausekkeen (17) perusteella saadaan:

N. N
1
1 S goh) ST.(0) (G +e)h £ ogloh) ,
S“ £)h a1 2807 M 1o

kaikilla n = 0,1..., N. Arvion (16) nojalla

il
M| rt

. " > t :
sillda ¢t nh = t h h
N o

h Z g(nh) > h nzl g(nh) - g, joten huomioimalla vieli (15) saadaan epd-
n=1

yhtild

- )(Q - 20) < T,(0) < (G + &)@+ 6,

L
iz *

joka on voimassa, kun t vain on kyllin suuri. Siis lim TZ(t) =/% Q ja
‘ t—xo-

t ‘
(18) lim { g(t - u)dm(u) = lim [Tl(t) + Tz(t)] =

1
=Q,
=0 O -0 /"
mikd pitikin todistaa. Jos m = = , korvataan esitetyssd todistuksessa luku
1 . . . . . .
= luvulla 0, jolloin tHsmilleen sama todistus antaa raja-arvoksi (18) luvun

0, silld oletuksen perusteella Q < o.

Ennen varsinaista rajajakaumalausetta todistetaan vieli seuraava apulause,

jota varten otamme kdyttddn joitakin mddritelmii ja merkint&ji.
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Mddritellddn tydjakso aikaviliksi, jolloin palvelija tySskentelee jatkuvasti.
Kun systeemissd ei ole asiakkaita, vallitsee lepojakso. Jos palvelijalla on
asiakas hetkelld t = 0, alkaa ko. hetkesti ns. alkutydjakso, joka piittyy,
kun palvelija on seuraavan kerran vapaa. Merkitiin a(x):llﬁ todenndkdisyytti,
ettd alkutyS8jakson pituus % x. Alkutyﬁjaksén jdlkeen tyb- ja lepojaksot vaih-
televat. Varsinaiset ty&jaksot ovat samoin jakautuneita, keskendin riippumat-
tomia satunnaismuuttujia. Merkit##n G(x):11¥ todennikdisyyttd, ettd tydjakson

pituus € x. Merkit#in Eizllﬁ systeemin tilaa sillein, kun X(t) = i.

Apulause 5. Raja-arvo

lim _ _ lim _
P{X(t) = 0} = Po(t) =P

-0 -0

on aina olemassa ja riippumaton X(0):n jakaumasta. Jos liikenneintensiteetti

P< 1, niin Po = 1- P> jos P > 1, on Po = 0,

Todistus: Merkitdidn No(t):llﬁ aikavdlilli (0,t] tapahtuvien siirtymien

E, - E, lukumdirdn odotusarvoa. Selvdsti lauseke (I on indikaattori)

8

I (i:s siirtymd E, - Eo tapahtuu viimeist#dn hetkelli t)

1

s
™M

ilmaisee siirtymien El -+ Eo lukumiirin aikavdlilld (0,t]. Odotusarvon omi-—

naisuuksien nojalla pitee siis

(19) No(t) = P{i:s siirtymd E1 - Eo tapahtuu viimeistdidn hetkelld t} .

L

i=1

B

Lepojakson - jakson, jona palvelija on vapaa - kertymifunktio on F(t) =1 - e

A
t 2 0. Kuten edelld, olkoon G alkuty$jakson (initial busy period) ja G muun

.tySjakson kuin alkutydjakson kertymdfunktio. Koska perﬁkkﬁigten siirtymien
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Ei - Eo viliset ajat ovat toisistaan riippumattomia, samoin jakautuvia
satunnaismuuttujia; yhteiseni kertymifunktionaan F:n ja G:n konvoluutio

F * G (Huom! tydjakson pituus on riippumaton siti edeltivin lepojakson pi-
tuudesta), saadaan No(t):n lausekkeeksi kaavan (19) mukaisesti:

(200 N (0) = G(t) + £ 6(t) * [F(r) * o)1,

n=1
missd [F * G](n) tarkoittaa (F * G):n n-kertaista konvoluutiota itsensd
kanssa. Lausekkeesta' (20) saadaan kaava

(=~

dN_(t) = d6(t) + I d{G(t) * [F(t) * G(t)](n)},
n=1
jonka oikea puoli on kokonaistodenndkdisyyden kaavan nojalla todenndkdisyys,

ettd hetkelld t sattuu siirtymd E

1 Eo' Timin valmistelun jilkeen voidaan

kirjoittaa

t
- =t
P_(t) = B_(O)e 24 £ e 2 dN_(u),

miki nZhdiin seuraavasti: hetkelld t = 0 vallitsee tila Eo’ eiki yhtdin asia-
kasta saavu aikavililli (0,t ], tai viimeinen aikavililld (0,t] sattuvista

siirtymisti E, - Eo sattuu hetkelld u, eikd aikavdlilli (u,t] saavu yht&in

1
asiakasta. Sovelletaan jdlkimmiiseen termiin apulausetta 4. Tdmd kdy pidinsd,
sill4d funktio F * G ei ole lauseketta (l4) vastaavaa muotoa. Lisdksi lepojakson
ja siti seuraavan tydjakson yhteisen pituuden odotusarvo on a + T , missd tyG-
jakson odotusarvo v milritetiin seuraavasti: olkoon q tydjakson aikana palvel-

tujen asiakkaiden lukumdird. Silloin € = gb. Tarkastellaan toisaalta kahden

perdkkiisen tySjakson alkamisajankohtaa. Niiden vilisen aikavilin odotusarvo

. on toisaalta qa ja toisaalta ko. odotusarve on tydjakson pituuden odotusarvon gb






it

ja lepojakson pituuden odotusarvon a summa. NiZin ollen qa = gb + a eli

q=afb,j03 P=g<l, muuten q = w, Siis
b .
T . s JOS P<l
v =L -P

@ , jos p 21

1
Koska lis#ksi g(u) = e Y on valilli [0,0) rajoitetusti heilahteleva, on

apulauseen 4 nojalla

£ T e 1% 2 1
lim | e dN (u) = [ e 8 dus=
o o ° f+ao -:;(f-i-a)

0, jospz 1
) Ll _  .1- ' 1

15 = P Jos p< 1.
aTpt @
P

Ndin apulause on todistettu,

Nyt voimme todistaa seuraavan varmuuslisin A merkitystd korostavan lauseen.

Lause 6. Yleistetyssd Poisson-riskiprosessissa on rauniotodenndkdisyys

direttdmin pitkin ajan kuluessa varma, jos varmuuslisi A = 0; mikdli A s O,

on vastaava todenndkdisyys < 1.

Todistus: Olkoon alkupiioma = U2 0. Lauseen 3 perusteella

Iim _ lim < a
- v(u,t) = o P{N(t) S BA) U}
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Jos nyt A > 0, on liikenneintensiteetti P < 1 (kts. lauseen 3 jdlkeistd kap-

paletta), joten apulauseen 5 nojalla

eli 1 - Lim V{U,t) = rauniotodenndkdisyys
ddrettdmdn pitkin ajan kuluessa = pP<1.

Jos taas A = 0, on P = 1 ja apulauseesta 5 ja lauseen 3 todistuksesta seu-

raa, ettd

hm o V(0,t) = t_l_f: {5:5 [s'(r) -7] = o}

1]
(=]

p{oggm [s'¢(@®) -7] < 0}

Ndin ollen tapaus A = 0 on todistettu, kun U = 0. Olkoon nyt U > 0.

b

Luvun U' valinnasta johtuen on voimassa epdyhtidld

T&110in on olemassa U' siten, ettd o<2yp<u ja P{S'(U') < Uy - % U} > 0.

(21) P{S'(U') <u -2 U} P {02‘;1; [s'(0) -¢] %U}

< P{O;‘;Ew [s'(¥) - 7] < o} =0,
. lim _ sup _ <3 -
Joten V(U t) = P{osrqw[s'(r) v] = 5 U} 0,

mySs silloin, kun U > 0. Niin vdite on todistettu.
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Huomautus: EpAyhtildd (21) voidaan havainnollistaa seuraavasti:

2]
%o

8'(
r— epdyhtilin
vasen puoli
-~ epdyhtdldn
I oikea puoli
(U',s81(U"))
/‘:_— e
7

Ul

Epdyht#16n vasen puoli kuvaaniitd prosessin {S'(t)} reaalisaatioita, jotka
ensin etemevit (Z,S'(¥)-koordinaatiston origosta positiivisella todenndkdi-
syydelld suoran S'(¥) =T - %-U alapuoliseen pisteeseen (esim. pisteeseen
(U', S$'(U')) ja sen jdlkeen pysyvit suoran S'(7) = T alapuolella. Epdyhtdld
(21) seuraa siiti, ettd nimi reaalisaatiot kuuluvat luonnollisesti ko.
epdyhtd16n oikean puolen edustamaan tapahtumaan. On huémattava, etti epdyh-
tZl8ssd (21) esiintyvi todennidkdisyys P{ngzw[s'(f) -?] < %~U} pitdisi-

itse asiassa olla muotoa

sup voey - g1 23l
P{U'Sf@ [s'(r) - ¢} <FUI-

Helposti kuitenkin n#hdddn, ettd nidmd todennikdisyydet yhtyvit, silld lauseen

3 nojalla yo. todennikdisyydet ovat raja-arvoja, kun t -« ja ndin ollen ei

ole merkitystd silld, kasvaako t rajatta nollasta vai U':sta ldhtien.

Siirrymme seuraavaksi tarkastelemaan lauseen 3 analogiatuloksen hyviksikdyt—

t63 rauniotodennikdisyyden simuloinnissa. Lauseen 3 mukaan todenndkSisyys
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V(u,t), ettei aikavililld (9,t] satu yleistetyssi Poisson-riskiprosessissa
vararikkoa, kun alkupdioma on U, on sama kuin todennikdisyys, ettd analogi-
sessa jonoprosessissa hetkelld t jonoon saapuva asiakas joutuu odottamaan
korkeintaan ajan ET%:XT U, kun jono hetkelld t = 0 oli tyhjd. Todennak&i-
a L . . . .
d < ' . -
syyden P{N(t) A ENEEIY) UI arviolmiseksl simuloidaan ko. jonoprosessin jono

tusaikaa k#yttimilli kaavaa

+
(22) Wi~ [Wn +X - An+ﬂ o,
missd Wn = ninnen asiakkaan jonotusaika
Xn = ninnen asiakkaan palveluaika
An+l = ni:nnen ja (n+l):nnen asiakkaan saaﬁumishetkieﬁ vidlinen aika
[XJ+ = x, jos x> 0 ja = 0 muutoin.

Kaavan (22) perustelu on selvd: jonoon saapuvan asiakkaan jonotusaika on
sama kuin edellisen asiakkaan jonotusaika lisdttynd t#min palveluajalla ja
vdhennettyni nididen asiakkaiden saapumishetkien vidliselld ajalla. Kaavaa (22)
kdytetdidn niin kauan kuin l8ydetddn sellainen n, ettd

n+l

A, <t 2 T A

(23) i
i=1

ntl

L g =

i=1
ts. simulointia jatketaan niin kauan kuin ennalta miiritty tarkkailuhetki t
joutuu kahden per#kkiisen saapumishetken vidliin. Kun ehdon (23) tiyttivi n
on l8ydetty, mdiritetdin jonotusaika N(t) kaavasta

n +

(24) N(t) = {wn +X - (£ - Z Ann .

Tdm3n jdlkeen tutkitaan toteuttaako N(t) ehdon
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a
(25) . N(t) 5 m) U .

Jokaisella simulointikierroksella miiritetddn N{t) kaavan (24) mukaisesti ja
tutkitaan toteutuuko ehto (25). Ehdon (25) toteuttavien kierrosten suhde
simulointikierrosten kokonaislukum#irddn antaa arvion todenndkdisyydelle

P {N(t) < E?%:j) U} , joka lauseen 3 mukaan on sama kuin V(U,t).

Esitimme seuraavaksi algoritmin, jolla edelld kuvailtu simulointimenetelmd

toteutetaan. Olkoon

SL = simulointikierrosten lukumddri

i = Jjuokseva indeksi, joka kasvaa.simulointikierrosten mySti
p = niiden tapausten lukumdird, jolloin N(t) < ET%:I)U

X = asiakkaan (Al) palveluaika

A1 = asiakkaan saapumishetki

A2 = sgeuraavan asiakkaan saapumishetki

§ = A2 - Al, ts. perdkkiisten saapumishetkien vilinen aika
Wl = asiakkaan jonotusaika

W2 = seuraavan asiakkaan jonotusaika

+ = osoittaa algoritmin askelten vilistid siirtymdid

« = osoittaa sijoitusta

T = simuloitava todennikdisyys

A[0] [ALKUASETUKSET]: p ¢ i< O.

A[1] [ENSIMMAINEN ASIAKAS J: M#driti §;
aseta A24_- Ald- s , Wli- WZ*" 0

Jos t <A, asetape p+ 1 ja » Al[7].

A[2] [SEURAAVA ASTAKAS]: MiHidrit3d S ja X;

aseta Ale- A2, Azo- Al + S, W14- Wz
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A[3] [JOKO PAXSTIIN HETKEEN t]:
Jos Al <t < AZ’ niin - aA[5].
Af47 [MAARITA JONOTUSAIKA]:
Wy [W + X - s1%, - Al2]
A[S} [MAARITA N(t)]:

CN(t) « [wl + X - {t - Al)]+

Al6] [TOTEUTUUKO EHTO (25)]1:

Jos N(t) < b—(%_—‘\-)U y Niin pep + 1

A[7] [VIELAKO SIMULOIDAAN ]:
ie i+ 1,

Jos 1 £ SL, niin , All].

A[8] [MAARITA TODENNAKOISYYS]:

P_
ThSL'

Haluttaessa simuloida pitki#n toiminnassa olleen vakuutusyhtidn vararikon
vidlttimistodenndkSisyyttd, on algoritmia muutettava siten, ettd askel All]

saa seuraavaan muodomn:

A[1] [ENSIMMAINEN ASIAKAS]: Middritd S ja N(0);
aseta Al"' A2¢-« s, Wlt—' er—- N(O};

Jos t < A, niin N(t) « [N(O) ~ t1" ja » a[6].

1

Tédssd N(0) tarkoittaa jonotusaikaa hetkelli t = 0; N(0):n jakauma miirdytyy

saapumisprosessi- ja palveluaikaoletuksien perusteella.
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‘Esitetty simulointialgoritmi tuotti seuraavia tuloksia.

Ensimmdinen testikohde oli lauseen 1 tilanne, jossa yleistetyn Poigson-
riskiprosessin vahinkojakauma on eksponentiaalinen kertymidfunktionaan

- A% , .
H(x) =1 - e . Jos oletetaan, ettdi m = 0,5, A=20,1 ja U =35, antaa
kaava 1 #Hrettfmin pitkidn ajan vararikon vdlttimistodennikdisyydeksi 0,276.

Simuloinnin tulokset olivat seuraavanlaisia (SL = simulointien lkm, t =

simulointiaika):
SL
10 100 1000
. ;
0 0,2 0,28 0,265
10 0,2 0,32 0,280
100 0,2 0,31 0,268

Tulokset ovat suuruusluokaltaan oikeita ja tukevat lauseen 1 stationaarisuus-

viitettd, silld taulukon luvut eivdt olennaisesti muutu ajan mukana.

Seuraavana sovellutuksena tarkastelemme Beard-Pent ik#inen-Pesonen kirjan

Risk Theory esimerkkiid 2.5.1, jossa k#dsitelliin 1000 jidsenisen hautausavustus-
kassan vakavaraisuutta. Kuolintapauksessa korvaussumma on 5000 mk. Keski-
kuolleisuus vuotta kohden on 0,01 ja varmuuslisd on 0,1. Tarkkaillaan avustus-
kassan vakavaraisuutta 5 vuoden ajanjaksona. Esimerkissi pyydetddn midrittd-~
midn alkupddoma U siten, ettd vararikon vilttidmistodenndkiisyys 5 vuoden

aikana olisi 0,99. Kaava

missd ¢ = 0,01, y_ = 2,33, S = 5000
= 1000 + 0,01 . 5 =50 ja A=o,1,

n






i

21

antaa U:lle likiarvon 57400 mk .

Simulointialgoritmissa oletetaan saapumisprosessi Poissemprosessiksi para-

metrinaan 10. Palveluajan jakauma H on muotoa

0, jos x < 5000

H(x) = {
1, jos x 2 5000 .

Lisdksl asetetaan

U = 57400

t =5 (simulointiaika)

A =o0,1

SL = 1000 (simulointien lkm).

Vararikon vdlttimistodennikdisyydeksi saadaan 0,973, siis jonkin verran

pienempi luku kuin kaavan (26) antama tulos.

Simulointialgoritmin yleisi# ominaisuuksia selvittdvit seuraavat taulukot,
joissa kaikissa taustalla olevassa riskiprosessissa vahinkojen suuruudet
ovat nopanheitossa saatuja pistelukuja todenndk&isyydelld 1/6, ts. jos

X on vahingon suuruus, on

Taulukot ilmaiset mm. seuraavia, melko selvilti tuntuvia seikkoja kuten,

ettd vararikon vdlttidmistodenndk8isyys pienenee, kun aika tai saapumisinten-
siteetti kasvaa ja ko. todenndkdisyys kasvaa, kun alkupddoma tai varmuuslisi
kasvaa. Ndissd taulukoissa on simulointien lukumdird (SL) 500. Merkitdidn

varmuuslisdd A :lla ja saapumisintensiteettid s:114.
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A 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
1 0,856 0,880 0,882 0,896 0,898 0,9
2 0,754 0,77 0,798 0,806 0,826 0,858
5 0,578 0,612 0,652 0,7 0,702 0,764

U=10, t =1

~d 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
1 | 0,976 | 0,982 | 0,98 | 0,986 | 0,9 0,994
2 0,934 0,948 0,950 0,952 0,956 0,982
5 0,780 0,806 0,860 0,910 0,914 0,918

U=5,t=10

N 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
1 0,468 0,508 0,580 0,608 | 0,674 0,742
2 0,306 0,406 0,500 0,620 | 0,640 0,724
5 0,19 0,332 0,452 0,540 0,610 0,702

U=10, t = 10

N 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
1 0,690 0,746 . | 0,800 0,860 0,890 0,912
2 0,514 0,614 0,708 0,770 0,838 0,880
5 0,344 0,512 0,642 0,730 0,772 0,848
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Lauseen 6 tuloksen laskemnalliseksi toteamiseksi simuloitiin yleistettyi
Poisson-riskiprosessia, jossa vahinkojakauma on eksponenttijakauma. Jos

nyt A= 0, on lauseen 6 mukaan konkurssi varma, kun tarkasteluajanjakso

on ddrettdmidn pitkd (sama tulos nihdi#in eksponentiaalisen vahinkojakauman
tapauksessa mySs kaavasta (1) sijoituksella A ¥ 0). Oletetaan, ettd U =1
ja M= 10. T41161in kaavasta (1) saadaan vararikon vilttimistodennikdisyy-
deksi luku 0,634, kun A= 0,1. Seuraavassa taulukossa on ndhtdvissi selviy-

tymistodenndkdisyyksien kehittyminen ajan kasvaessa.

¢ 0 c,1
1 0, 9% 0,97

ld 0,57 0,77
100 0,28 0,62
1000 0,05 0,64

Kiytetty simulointikierrosten lukum#iri on 100. Tulokéista nihddin, ettd

arvoa A = 0,1 vastaava todennik¥isyys on asettunut oikean arvonsa (0,634
lihettyville, kun t = 100 tai 1000. Kun varmuuslisi A = 0, ndyttii gelvidmis-
todenn#kdisyys 1§hestyvﬁn nollaa, niinkuin kaavasta (1) tai lauseesta 6 on

voitu pditellikin,

On huomattava, ettd suurilla t:n arvoilla simulointi waatii runsaasti lasku-
toimituksia: esimerkiksi edellisessi simulointitehtidvissi arvo t = 1000
aikaansaa simulointialgoritmin askelten A[2] - Al4] (luuppiosa) suorittami-

sen keskimdirin 106 kertaa.







