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ABSTRACT

Welin, P. (1993} Finding an Optimal Retention Level in Excess of Loss and

Surplus Reinsurance.

Selecting the retention level is an important question in reinsurance. Several
risk theoretical methods have been suggested in the actuarial literature for
this purpose. This paper reviews a few of these approaches, namely the
methods given by Beard - Pentikdinen - Pesonen, Rantala, Straub, Amsler,
Waters, Centeno and Zecchin. Considerations are restricted to excess of loss
and surplus reinsurance. The theories are presented in a unified notation and

the methods of Straub and Amsler are further developed in this paper.

In the second part of the paper the performance of some of these methods is

evaluated in a simulation study. Simulation data are generated using the
Monte Carlo method and the optimal retention level, according to the
optimality criteria that has been selected, is calculated both according to

above mentioned methods and directly from the data.






ABSTRACT .. e e 1

JOHDANTO . . . . i e e e e e e e e e e e e e e 2
OPTIMAALISEN OMAPIDATYKSEN MAARAAMINEN . . .............. 3
2.1 YLEISTA e e e e 3
2.2  MERKINNAT JA OLETUKSET ...ttt ittt et i i e e e e 5
221 YLEISTA ... PP 5
222 VAHINGOT ... ittt T 5
2.2.3  MAKSUT, TULOS JARISKIPAAOMA . .. ... ..., 6
2.2.4  JALLEENVAKUUTUS . ...ttt e e et i ie e 7
2.2.5 MUUTMERKINNAT . ... e 9
2.3 CRAMERIN EPAYHTALDO ...... .. ... .. . i 10
2.4 BEARD - PENTIKAINEN - PESOSEN OMAPIDATYSSAANNOT .-........ 12
2.5 SOLVENSSITYORYHMAN OMAPIDATYSSAANTG ................ 15
2.6 STRAUBIN OMAPIDATYSSAANNOT ... ... ..o 18
2.6.7  OLETUKSET ..ttt ittt e e e e e e 18
2.6.2 NORMAALIJAKAUMAOLETUS . ........'vriinnnrnennnnnns 18
2.6.3 TAYLORINKEHITELMA ... .. ... ... .. iitiiennnnns 24
2.6.4 VAKUUTUSMAARAN JA VAHINKOASTEEN RIIPPUVUUS . .......... 25
2.7 AMSLERIN OMAPIDATYSSAANTO ........ . ... . ..., 26
271 OLETUKSET ottt ittt et et e e e 26
2.7.2 QUOTA SHARE - JA EXCESS OF LOSS -JALLEENVAKUUTUS . ....... 26
, 2.7.3  SURPLUS-JALLEENVAKUUTUS ... ...ttt .28
2.8 WATERSIN OMAPIDATYSSAANTO . .................. e 30
2.9 CENTENON OMAPIDATYSSAANTO ... ..o iii i e, 34
2.10 ZECCHININ OMAPIDATYSSAANNOT ....... ... ... ... ... .. .... 37
2.10.T OLETUKSET o\ttt et e e et et et e e et 37
2.10.2 SUHTEELLISTEN OMAPIDATYSTEN MAARAAMINEN ... ........... 38

2.10.3 ABSOLUUTTISTEN OMAPIDATYSTEN MAARAAMINEN
UTILITEETTIFUNKTION AVULLA .. ... e e 40
SIMULOINTITUTKIMUKSEN TULOKSET . . o vt e et e e e e e ie e ees 43

3.1

YLEI ST A ot e 43



3.2  SIMULOINNISSA KAYTETYT PARAMETRIT JA MENETELMAT .. ... ... 44

3.2.1 VAHINKOJEN LUKUMAARA ................... e 44

3.2.2  VAKUUTUSMAARA ... ... e 45

3.2.3  VAHINKOASTE & o\ttt ittt ettt e e e eean s 45

3.2.4 VARMUUSLISA JARISKIPAAOMA ... .. ... . ... . i, 46

3.3  GENEROIDUN AINEISTON KUVAUS ... ... .. ittt 47

3.3.1  VAHINKOJEN LUKUMAARA ... .. ... ... .. i 47

3.3.2  YKSITTAISVAHINKO ...ttt et 48

3.3.3 KOKONAISVAHINKOMENO . . .\ ovi it i i eaans 49

3.4 OMAPIDATYSMAARAN LASKEMINEN ...... e 51

341 YLEISTA .t e e e 51

3.4.2 BEARD - PENTIKAINEN - PESONEN . ... vvireieie e 51

3.4.3 SOLVENSSITYORYHMA ... .. . i 54

344 STRAUB . ..ottt et e e e 54

4B AMSLER &ttt e e 57

348 WATERS o\ ittt ettt 58

3.5 SIMULOINTIAINEISTOSTA LASKETTU OMAPIDATYSMAARA . ....... 60

3.6 MENETELMIEN VERTAILU JA JOHTOPAATOKSET ................ 63

3.8.1T  YLEISTA ottt e e 63

3.6.2 YHDEN VUODEN TARKASTELUT . . ..\ iee e e 63

- 3.6.3 AARETTOMAN AIKAVALIN TARKASTELUT .............c0..... 64
3.6.4 YHDEN VUODEN JA AARETTOMAN AIKAVALIN TARKASTELUJEN

VERTAILUA ottt ettt e e e e e 65

3.7  SIMULOINNIN KAYTTO OPTIMAALISTA OMAPIDATYSTA ETSITTAESSA 67

LITE 1 TEOLLISUUSPALOVAKUUTUS, VAHINGOITTUNEIDEN RISKEIN VAKUUTUSMAARAT JA
VAHINKOASTEEN KAKSI ENSIMMAISTA ORIGOMOMENTTIA PERUSTUEN VAKUUTUSALAN
TILASTOKESKUKSEN PALOVAHINKOJEN TILASTOAINEISTOON VUOSILTA 1973 - 1978 SEKA
VAHINKOASTEEN MOMENTTEJA VASTAAVAN BETA-JAKAUMAN PARAMETRIT o JA 8.

LIUTE 2 SATUNNAISLUKUGENERAATTORI BETA-JAKAUMALLE Beta(a , 8}, ALGORITMI B1.

LHTE 3 KUVAT L3.1, L3.2 JAL3.3.

KIRJALLISUUSVIITTEET

KIMTOKSET



1. JOHDANTO

Omapidatysmaédran valitsemisesta on sanottu, ettd se on vakuutusjohdon
vaikein ja vastuullisin tehtdva [GER82]. Tarkoitusta varten ehdotetuista mate-
maattisista ja tieteellis-teoreettisista ratkaisuista on todettu, etté ne ovat enin-
tdd@n suuntaa-antavia, eika niilia ole kdytdnndn vakuutustoiminnassa paljoa-

- kaan merkitysta [BEU781.

Gerathewoh| toteaa, ettd vaikka omapidatyksistd paatetdénkin yleensa lahinna
intuitioon ja harkintaan perustuen - eika vahiten siksi ettd formaalimpaan tar-
kasteluun tarvittavaa tilastoaineistoa ei ole kéytettavissd - on naiden paatos-
“ten takana yleensa kuitenkin samanlainen jarkeily kuin silloin, kun omapidétyk-
sia tarkasteliaan vakuutusmatematiikan ndkdkulmasta. Omapidatyksen valin-
taan vaikuttavia tekijoitd ovat kdytettdvissé oleva pddoma, vakuutusmaksu-
taso (eli kuinka paljon varmuuslisdd maksuissa on) ja vahinkostruktuuri
[GER82]. Mitd enemmin padomaa vakuutusyhtiélla on kaytettavissd, sité
enemman vakuutusliikkeesta voidaan pitéé omalla vastuulla. Samoin, mita
- korkeampi maksutaso on, sitd korkeampi omapidatys voidaan valita. Lukuisis-
ta pienista vahingoista koostuva liike edellyttéé toisenlaista jalleenvakuutus-
ratkaisua kuin muutamasta hyvin eri kokoisesta vahingosta koostuva liike.
Kun naihin tekijéihin lisataan vield riskinottohalukkuus, niin saadaankin kokoon
ne parametrit, joiden vaikutusta omapidatykseen seuraavissa luvuissa tutki-

taan.

Luvussa 2 esitelladn joitakin omapidétysten madraamiseen ehdotettuja riski-
teoreettisia malleja. Luvussa 3 generoidaan Monte Carlo -periaatteella simu-
lointiaineisto, jonka avulla kokeillaan, millaisia omapidétyksi& nama mallit
tuottavat "kiytannossa". Tamén lisdksi omapidatysmaaréd approksimoidaan
aineistosta suoraan, ja ndin saatua tulosta verrataan mallien antamiin arvoihin.
T#ssd tydssa ei tulla antamaan kaikenkattavaa ratkaisua omapidéatyksen valin-
taongelmaan, mutta luku 3 on esimerkki siitd, miten simulointitutkimusta voi-

taisiin kdyttad apuna omapidatystd méérattiessa.



2. OPTIMAALISEN OMAPIDATYKSEN MAARAAMINEN

2.1 Yleista

Tassi luvussa tullaan esitteleman lyhyesti optimaalisten omapidatysméérien
laskemiseksi johdettuja riskiteoriaan pohjautuvia menetelmid. Mukaan on
otettu Beard - Pentikdinen - Pesosen [BPP84], solvenssitydryhmén [RAN82],
Straubin [STR78]ISTR88], Amslerin [AMS84], Watersin [WAT79] [WAT83],
Centenon [CEN91] ja Zecchinin [ZEC87] ehdottamat ratkaisut.

Suurin osa menetelmista kisittelee omapidatyksen laskemista excess of loss -
jalleenvakuutuksessa johtuen tdmén jalleenvakuutusmuodon riskiteoreettisesta
selkeydestd. Excess of loss -jélleenvakuutuksessa voidaan tarkastella joko

yhteisen omapidatyksen etsimista koko portfoliolle - kohdat 2.4 (Beard et al.),

" 2.5 {solvenssitytryhma), 2.6 {Straub) ja 2.7 (Amsler) - tai omapidatyksen et-

- simistd joka riskille erikseen - kohdat 2.8 (Waters), 2.9 (Centeno} ja 2.10

(Zecchin). Beard et al. ja Straub tarkastelevat myds sité, miten omapidétyk-

set maarataan silloin, kun portfolio on jaettu osiin (esimerkiksi osastoittain).

Tallsin ratkaisu etsitdan kayttamilia hyviksi Lagrangen kertoimia. Téssa tut-

kielmassa ei kuitenkaan paneuduta osastokohtaiseen problematiikkaan.

Osassa lidhteens kiytetyistd artikkeleista on esitelty omapidatyksen laskemi-
nen quota share ja stop loss -tapauksessa. Tassé tutkielmassa keskitytaan
kuitenkin 1&hinna surplus ja excess of loss -jalleenvakuutusmuotoihin. Quota
share -jalleenvakuutuksen tulokset esitelladn vain silloin, kun ne selventavat

surplus ja excess of loss -tapauksessa kéytettyjé menetelmia.

Beard et al. ja solvenssityéryhman julkaisuissa todetaan, ettd excess of loss -
jalleenvakuutukselle johdettuja omapidédtysméaaria voidaan kdyttda suuntaa-
antavina approksimaatioina myds surplus-jélleenvakuutuksessa. Vain Straubin
artikkeleissa tutkitaan suoraan sitd, miten omapidatysméaréat tulisi valita
surplus-jalieenvakuutuksessa (kohta 2.6). Surplus-jalleenvakuutus on selvasti

hankalampi kasitefla kuin muut jalleenvakuutusmuodot. Siiné ei riitd, ettd tun-



netaan vahinkojakaumat, vaan ndiden lisdksi tarkasteluissa joudutaan otta-
maan huomioon myéds, milld perusteella vahingoittunut riski on jaettu sedentin
ja jalleenvakuuttajan kesken. Perusteena voi olla esimerkiksi riskin vakuutus-
maara tai EML-arvio. Kutsutaan sité jatkossa vakuutusmaéréksi ja oletetaan,
ettd vahingon méara ei koskaan ylitd vakuutusmiérad. Straub jakaa yksittéi-
sen vahingon osatekijéihin siten, ettd vahingon maéré kirjoitetaan vakuutus-
mé&aran ja vahinkoasteen tutona. Han olettaa liséksi, ettd nama tekijat ovat
toisistaan riippumattomat (alakohdat 2.6.2 ja 2.6.3). Alakohdassa 2.6.4 tut-
kitaan, miten riippumattomuusoletuksesta luopuminen vaikuttaa laskusaan-

- t6ihin. Kohdassa 2.7 yleistetadn Amslerin excess of loss -jélleenvakuutusta

koskevat tulokset koskemaan myds surplus-jdlleenvakuutusta.

Ehdotetuissa omapidatysmaarien laskusdanndissd kéytetdédn useita eri opti-
mointikriteereji. Beard et al. lahestymistavassa (kohta 2.4) etsitaan valittua
vuoden vararikkotodennikdisyyttd vastaavat omapidatykset. Kohdassa 2.5
solvenssityéryhma pyrkii 16ytdmaan séllaisen omapidatysmaérén, jolla koko
liikkeen varmuuslisin tarve minimoituu. Straub (2.6) ja Amsler (2.7) etsiviit
omapidatysta, jolla d4rettdmén aikavélin vararikkotodennékéisyys on valitun
suuruinen vakio. Myds Waters (2.8) ja Centeno (2.9) tarkastelevat aéretto-
man aikavalin vararikkotodennakoisyyttd. Heilld tavoitteena on minimoida
tamé todennékdisyys. Zecchin (2.10) lahtee liikkeelle yksinkertaisesta opti-
mointiongelmasta, eli omapidatykset tulee valita siten, ettd omalla vastuulia
olevan tuloksen varianssi minimoituu (2.10.2). Zecchin tutkii myds utiliteetti-

funktion hyviksikdyttéa omapidéatysten magrdamisessé (2.10.3).

Seuraavissa kohdissa omapidatysten maaraamistavoista esitetéén lahinnd vain
pasperiaatteet. Yksityiskohtaiset kaavojen ja laskualgoritmien johtamiset seka
lauseiden todistukset on paaséantiisesti jatetty pois. Tavoitteena on antaa
yleiskuva siita, milld oletuksin ja miten edeten laskusé&éntdihin on paadytty.

Yksityiskohtien osalta viitataan lahteisiin.

Ennen varsinaisia menetelmia esitelldin aluksi kaytettavat merkinnat ja tehta-
vt oletukset {2.2). Kohdassa 2.3 esitetdén lyhyesti niin sanottu Cramérin
epayhtald, johon tullaan viittamaan usean menetelman yhteydessd. Ne las-
kukaavat ja algoritmit, joita tullaan kokeilemaan simulointiosuudessa luvussa

3, on numeroitu.



2.2 Merkinnét ja oletukset

2.2.1 Yleista

Koska omapidétysméaérien méiraidmissidannot on koottu useammasta eri léh-
teestd, on niissa kaytetty hyvin kirjavia merkintatapoja. Malleja varten tehdyt
oletukset poikkeavat myés jonkin verran toisistaan. Jotta menetelmid voitai-
siin paremmin vertailla keskenaén ja jotta niiden kokeileminen luvussa 3 olisi
mahdollista, on ne seuraavassa pyritty esittAmaén mahdollisimman yhtendisin
merkinngin ja oletuksin, paéasiassa kayttden kirjan Beard - Pentikdinen -
Pesonen merkint$ja. Naista merkinndista poiketaan silloin, kun niitd kdyttien
syntyisi merkinttjen paallekkadisyyttd. Toinen poikkeama on se tapa, milla
koko liikkeen, jélleenvakuuttajan ja omalla vastuuila olevat suureet erotetaan

toisistaan. Esitelldan seuraavassa valitut merkinnét.

2.2.2 Vahingot
Vahinkoja koskien kaytetdan seuraavia merkintdja

k vuoden vahinkojen lukumaara

Z ~ S(z2) yksittaisen vahingon maéara

X ~ F(x}  vuoden vahinkomeno yhteensa

H vahinkojen lukumaéaraan vaikuttava struktuurimuut-

tuja.

Kaikki yll& mainitut suureet ovat satunnaismuuttujia. Jatkossa oletetaan aina,
ettd vahinkojen lukumaéari k ja yksittdinen vahinkomaéara Z ovat stokastisesti
riippumattomia. Liséksi oletetaan, ettd yksittdiset vahingot ovat keskendan
riippumattomia ja samoein jakautuneita, ja niiden jakaumaa merkitddn S:lla.

Vuoden vahinkomeno on vuoden yksittdisvahinkojen summa. Merkitéan

lisgksi

E{k)
P = E(X) = n E({Z).



Vahinkojen lukuma&érin oletetaan yleensé (ellei toisin mainita) noudattavan

Poisson-jakaumaa, jolloin
Var(k} = n ja Var(X) = n E{Z?.
Kohdissa 2.4, 2.5 ja 2.7 mainitaan struktuurimuuttuja H. Se esiintyy vain
Poisson-jakautuneen vahinkolukuméaéran yhteydessa. Struktuurimuuttujalla
on seuraavat ominaisuudet '
E(H) = 1 ja E(kiH=h) = nh.
Kohdassa 2.6 kaytetaan lisdksi seuraavia merkintdjé
Q ~ W(g) vahingoittuneen riskin vakuutusmaéré (tai EML) ,
C ~ G{c) vahinkoaste
ja
Zlg ~ Vi(z|q) yksittéisen vahingon méara

ehdolla, ettd Q = q.

Q on se riskikohtainen arvo, jonka perusteella riski jaetaan sedentin ja jélleen-
vakuuttajan kesken surplus-jélleenvakuutuksessa.

2.2.3 Maksut, tulos ja riskipddoma
Vuoden maksutuloa merkitéén B:ld. Tami maéritelldén

B = (1+A)P, missé A on varmuuskerroin,

toisin sanoen B on varmuuslisalid kuormitettu riskimaksu. Maksutulo ei siis
sisalla lilkekuluja, vaan oletetaan, etté liikekulut on valmiiksi erotettu maksuis-
ta. Koko liikkeen varmuuskertoimen A oletetaan yleensé olevan vakio. Var-
muuslisdn maaraa merkitdén

A= AP.

Riskiliikkeen tuios mééritelidan



Y =B-X.

Kéaytettavissd olevaa riskipddomaa merkitdadn U:lla. Sitd kédytetdan yleenséd
silloin, kun puhutaan vararikkotodennékdisyydestd. Tall6in katsotaan, etté

vararikko tapahtuu, kun
U+Y=U+B-X<0.

U:n ei valttaméttd tarvitse olla koko riskipd8doma, vaan se voidaan maéritella
vapaammin. Tulkitaan U samalla tavalla kuin kirjassa Beard et al., eli U on se
osa riskipddomasta, jonka yhtié enimmilld&n on valmis menettdminen satun-
naisvaihtelun seurauksena. Varovainen ldhestymistapa on, ettd U muodostuu

pelkastdan piillovarauksista [BPP84].

2.2.4 Jélleenvakuutus

Kuten tahénkin asti eri jélleenvakuutusmuotoja kutsutaan niiden englanninkie-
lisilida nimilld. Toisin sancen osaméaardvakuutuksesta kdytetdan nimeé quota
share, ylitejalleenvakuutuksesta surplus, yksittaisylivahinkojilleenvakuutuk-
sesta excess of loss ja kokonaisylivahinkojalieenvakuutuksesta nimeé stop

loss.

Merkitddn sedentin omapidatysmaérad surplus- ja excess of loss -jélleenva-
kuutuksissa M:lla. Quota share -jalleenvakuutuksessa sedentin omapidatys-
osuutta merkitdan a:lia, jolloin sedentti pitdd jokaisesta riskistéd omalla vas-

tuulia a- 100%.

Sedentin ja jalleenvakuuttajan suureet erotetaan toisistaan alaindeksilla.
Indeksilld "o" merkitédén sedentin omalla vastuulla olevia suureita ja indeksilla

"r" jalleenvakuuttajan suureita. Esimerkiksi
X=X, + X,

missé siis X on vuoden kokonaisvahinkomeno, X, on sedentin oma osuus ja X,

on jalleenvakuuttajan osuus siité.



Jalleenvakuutusmaksua merkitdan

B, =(1 +A}P,,

missa P, on luonnollisestikin jélleenvakuuttajan riskimaksu P, = E(X)) ja 4, on
jalleenvakuuttajan varmuuskerroin. Termit B, ja A, méaéritellddn vastaavasti.

Néille on voimassa yhtélé

B=B,+B,.

Esiteltdvissa tarkasteluissa on olennaisia eroja kertoimen 4, maarittelyn suh-
teen. Quota share -jilleenvakuutuksessa oletetaan yleensa, ettd koko liikkeen
varmuuslisi A jaetaan sedentin ja jilleenvakuuttajan kesken samassa suh-
teessa kuin riskitkin, eli talldin A, = A, = 4 on vakio. Surplus-jalieenvakuu-
tusta tarkastellaan vain Straubin menetelmé#ssa kohdassa 2.6. TallGin olete-

taan joko, ettd A, on jalleenvakuuttajan kanssa sovittu vakio tai ettd A, = A.

Excess of loss -jélleenvakuutuksessa varmuuskertoimen voidaan ajatella muo-

dostuvan neljallé eri tavalla:

1. A, = A (Straub),

2. A, on vakio, ei valttamattd sama kuin A

(solvenssitydryhma, Straub, Waters, Zecchin),

3. A, lasketaan koko liikkeen ja omalla vastuulla olevan liikkeen
varmuuslisien avuila

{Beard et al., Amsler) tai

4. A, on omapidatysméaarésta M riippuva funktio

(Rantala, Amsler, Centeno).

Omapidatysmairan kasvattaminen excess of loss -jélleenvakuutuksessa johtaa
siihen, etta jalleenvakuuttajan osuus litkkeestd muuttuu epédvakaammaksi (va-
hinkomenon varianssi kasvaa), jolloin jélleenvakuuttajalla on tarve kasvattaa
my®&s varmuuslisddnsd [GER82]. Rantala mainitsee tdman riippuvuuden,

mutta ei anna A :lle mitdén funktiomuotoa. Amsler olettaa, etté A, lasketaan



koko liikkeen varmuuslisista omalla vastuulla olevan liikkeen ja koko liikkeen
vahinkomenon varianssien avulla. Centeno olettaa taas, ettd varmuuskerroin

A, on M:n suhteen portaittain kasvava funktio.

On syyta huomata, etta jélleenvakuutusmaksu B, on se palkkioilla ja voitto-
osuuksilla vahennetty maksu, jonka jalleenvakuuttaja saa sedentiltd. Jos
sedentti saa voittoa esimerkiksi siitd johtuen, ettd jalieenvakuutuspalkkio on
suurempi kuin vastaavat liikekulut, niin tama poikkeama vaikuttaa seké jal-
leenvakuuttajan ettd sedentin varmuuskertoimeen. Varmuuskerroin ei ole

valttdmatta aina positiivinen.

2.2.5 Muut merkinnit

Kussakin kohdassa tullaan ottamaan tarpeen mukaan kayttddn lisdéd merkinto-

ja. Lisaksi joka kohdassa kerrotaan, mitd oletuksia mallille tehdaén.
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2.3 Cramérin epdyhtilé

Useat seuraavissa kohdissa esiteltdvat omavastuun méarddmissdanndét perus-
tuvat tavalla tai toisella niin sanottuun Cramérin epayhtélédn. Esitelldan se

seuraavassa lyhyesti.

Crameérin epayhtdlé antaa yldrajan darettdmén aikavélin vararikkotodennakdi-
syydelle. Tarkastellaan saanndéllisin valiajoin riskililkkkeen tuloksen muodos-

tamaa riskiprosessia. Riskiprosessin tila hetkelld t mééritelladn

Ule) =+ 3 7(5)

i=1
misséd U on riskipddoma tarkastelujakson alussa ja
Y{t)=B-X(t)

on aikavalilla (t-1,t] kertynyt voitto (tappio). B on varmuuslisélld kuormitettu
riskimaksu B = (1+A)P, missd A > O ja P ja A ovat vakioita {t:st riippumatto-
mia). Muuttujat X{t} oletetaan keskendin riippumattomiksi ja samoin jakau-
tuneiksi siten, ettd E[X{t)] = P. Adrettéman aikavélin vararikkotodennakdi-

syydella tarkoitetaan todennékdisyytta

Yy (I = PlU(£)<0 jollakin t=1,2,...}.

Taldin ¥(U):lle on voimassa

Y (U) < e™®,

missd R on yhtalén

My (-R) = E{e™®(®)) =1

Y{t)

yksikésitteinen positiivinen ratkaisu. Merkintd My, (-R) tarkoittaa muuttujan

Y (t) momenttigenercivan funktion arvoa pisteessa -R.

Silloin kun kyseessa on yhdistetty Poisson -prosessi, R:n mééaritteleva yhtald

voidaan kirjoittaa myds

My (-R) = E[e®FH] = e"BE[e] = e M, (R)



- e—RB,eﬂ(Mz(R]_l) = 1

eli

RB-n {fedeS(z) -1] = o.
V]

T&ta esitysmuotoa tullaan kdyttdméain kohdissa 2.8 ja 2.9.

11
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2.4 Beard - Pentikiinen - Pesosen omapidityssdannit

Kirjassa Beard et al. johdetaan omapidatyssé&nndt suoraan yhden vuoden
vararikkotodenndkodisyyden maéritelmastd [BPP84]. Tarkasteluissa oletetaan,
ettd omalla vastuulla olevan kokonaisvahinkomenon jakaumaa voidaan
approksimoida joko normaalijakaumalia tai NP-approksimaatiolia. Vahinkojen
lukumadran oletetaan noudattavan joko painotettua tai painottamatonta

Poisson-jakaumaa.

Merkitaan U:lla sitd alkupdiomaa, jonka alittaminen merkitsee vararikkoa.

Tallsin yhden vuoden vararikkotodennékdisyys mééritellaan
g = PU+Y <0} = PU+B,-X,<0} = 1-PX <U+B}.

Jos oletetaan, ettd X, noudattaa normaalijakaumaa, niin tésta saadaan rat-

kaistua

U = E(X,) -B,*Y/Var (X, = ~A PtV /VAL (X)) . (2.1)

missé y, toteuttaa yhtélon € = 1 - N(y,). Merkintd N(.) tarkoittaa normeera-
tun normaalijakauman kertymafunktiota. NP-approksimaatiota kdytettaessa

lauseke saa muodon

Yx,

U = APt Vet — (y2-1)1/Var(x,), | (2.2)
missé
ElX,-E(X))1* _ E(Z2)

Tx,

Jvar(x)3 (E(z2)]3/%/m

on X,:n vinous. Silloin kun vahinkolukumé&éré noudattaa painotettua Poisson-
jakaumaa, X,:n varianssi ja vinous kirjoitetaan struktuurimuuttujan, vahinkolu-
kumaarén ja yksittdisvahingon jakauman parametrien avulla. Pitdydytéén tas-
si kuitenkin painottamattomassa Poisson-tapauksessa. Kirjassa Beard et al.
naitd U:n lausekkeita kutsutaan perusyhtaléksi (basic equation) - sen eri esi-

tysmuodoiksi.

Kirjassa ehdotetaan kahta perusyhtéld6n perustuvaa omapidatyksen maaraa-
mistapaa. Ensimméinen tapa on etsid suoraan kokeiiemalla (tai numeerisesti

ratkaisemalla) se omapidatys M, jolla valittu U:n perusyht&ld toteutuu. Liséksi
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todetaan, etta riittda ratkaista ongelma excess of loss -tapauksessa. Nain

saatua omapidatysmairaa kdytetddn omapidatyksen approksimaationa myds
surplus-jdlleenvakuutukselle. Talid tavalia ratkaisemalla 16ydetddn M:lle mak-
simi, toisin sanoen suurin sellainen omapidatysma#ra, jolla vararikkotodenna-

kbisyys on enintdén &.

Toiseksi tavaksi kirjassa johdetaan ns. "jakaumasta riippumaton” omapidatys-
sAéntd, ja siitd yksinkertaistettu "peukalosddnté”. Jakaumasta riippumatto-
muus tarkoittaa tassé sitd, ettd kokonaisvahinkomenon jakauma oletetaan
edelleen normaaliseksi tai NP-approksimaatioksi, mutta sen parametreja

Var(X,) ja vy, i tarvitse tuntea.

Ratkaisua varten todetaan ensin, ettd perusyhtélélle voidaan kirjoittaa ylaraja-

arvio, kun havaitaan ettd

M
E(zd) =fzid.S'M(z) +Mi(1-5(M))
i}

M
< M[[z32ds(z) wri(1-5())] = ME(Z0Y),
o)

jolloin

U < —A Pty + ME (7o) (ve-1) 1ynE(Z) |
6 [E(Z2)13/2/m

< —AOPO+y81/MPO+%J(yf—~1) ,

Taman approksimaation paaasiallisin virhetekijd on

P Jvarix,) nE(z3) | E(Z2)
B /P - A\ neE(z)M N E(Z)M

Beard et al. mukaan k&ytdnndn esimerkit viittaavat stihen, ettd K on yieensé
vélilla 0.5 - 0.8 ja ettd arvoa K = 0.6 voidaan kdyttad K:n estimaattina. Ap-
proksimoidaan nyt perusyhtalda siten, ettd jatetadn ensinndkin vinouden sisal-

tava termi kokonaan pois (mika tarkoittaa itse asiassa paluuta normaalisuus-
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oletukseen) ja sijoitetaan X, :n hajonnan tilalle ylid olevasta ylarajasta saatava

K:lla korjattu hajonnan lauseke. Tallin paadytéén approksimaatioon

U = -A PtV JK?MP,, (2.3)

josta voidaan ratkaista

[U2+22,UP +A2P]
K*y;P,

- Tama M:n lauseke on sikili ongelmallinen, ettd omapidatys M siséltyy im-
plisiittisesti myds yhtalon oikealla puolelia oleviin tekijdihin P, ja A,. Kirjassa
Beard et al. menetellaan siten, ettd oletetaan ensinnikin, etté kerroin A, on
vakio. Sen jilkeen etsitdan se alkup&&oman ja riskimaksun suhde, jolla omapi-
datyksen ja alkupddoman suhde minimoituu. N&in menetellen seké selittava
ettd selitettdva muuttuja riippuvat alkupaddomasta U ja omapidétyksesté M.
Kirjoitetaan siis M:n lauseke uusien muuttujien w = M/U ja u = U/P, avulla,
jolloin saadaan
1 2
w = P (u+2lo+_u°) .

Kyseessé on hyperbolinen funktio, joka saavuttaa miniminsé pisteessa

(u,w) = (A, —=).

Tastd win minimistd saadaan yldmainitun kriteerin tayttdva alaraja-arvio
omapidétykselle. Kaytetdan sitd nyrkkisdénténa M:n suuruusluokan maaraé-

miseksi seuraavasti

M= w. U= 4 ZA.OU = lOU. (2.4)

K*y,

Jalkimmaista likiarvoa voidaan kéyttéa, jos valittu vararikkotodennakdsyys €

on enintédsn suuruusiuokkaa 0.001.
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2.5 Solvenssityoryhmidn omapidityssidantd

Solvenssitydryhmaéan raportissa pyritdén etsimééin seltainen omapidétysmaéra
M, ettd koko liikkeessé tarvittava varmuuslisd A = A(M) on mahdollisimman
pieni [RAN82]. Raportissa todetaan, etté vakuutusyhtiét voidaan jakaa kol-
meen tyyppiluokkaan a, b ja c. Luokassa a varmuuslisén tarve kasvaa, kun
omapidatysma3aras nostetaan. Tahan luokkaan kuuluvat yhtidt, joissa riskien
lukumé&ara on pieni ja riskikoko mahdollisesti suuri. Luokkaan b kuuluvat ne
vhtiét, missé riskit ovat pienid ja niiden lukumaéra on suuri. Tall6in varmuus-
lisan tarve pienenee M:n kasvaessa, ja optimitilanne on se, etté jalleenvakuu-
tusta ei oteta lainkaan. Tavallisin tapaus on luokka ¢, joka on yhdistelma
naista kahdesta. Portfolio koostuu kohtalaisen suurista riskeisté ja suuresta
maaristi pienid riskeja. Téssd tapauksessa varmuuslisén tarve pienenee oma-
piddtysta kasvatettaessa, kun M on suhteellisen pieni, mutta M:n kasvaessa
edelleen varmuuslisan tarve alkaa taas kasvaa. Tamé tarkoittaa sitd, ettéd on
olemassa optimaalinen omapidatysmééaréd M, jolla varmuuslisan tarve mini-
moituu. Raportissa etsitédan laskutapa télle M:lle. Esitelld&n seuraavassa ne
padperiaatteet, joiden avulla M:lle etsitddn optimiarvoa. Yksityiskohtien osal-

ta viitataan ldhteeseen [RANS2].

Koko liikkeen varmuuslisén méaran katsotaan muodostuvan kahdesta osasta

seuraavasti

A = A+A, = AP +A. P, ,

missd kaikki termit riippuvat M:std. Jalleenvakuutusmuodoksi oletetaan
excess of loss. Tallin varmuuskerroin A, on tyypillisesti omapidétyksen suh-
teen kasvava funktio, varsinkin silloin kun M on suuri. Tarkasteluissa olete-

taan kuitenkin, ettd A, on vakio (= 0.20).

Tarvittava omalla vastuulla oleva varmuuslisd A, maaritelldan seuraavasti. A,
tulee valita siten, ettd suhteellisen solvenssimarginaalin u(t) (joka on solvens-
simarginaalin U{t) ja maksutulon B(t) suhde ajanhetkelld t} muodostama sto-
kastinen viuhka pysyy solvenssimarginaalin alarajan u, ja tavoitevydhykkeen
ylarajan u, valissé kaikilla t:n arvoilla [RAN82]. Tama ehto toteutuu, olettaen

ettd alaraja u, = 0, kun
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. A
lim E[u(t)] = —2— = Yau,,
tea ( 1 -I'In)
missa r,, raportissa mééritelty ns. vuotuinen suhteellinen korkokerroin, ja u,
lasketaan siten, ettd y, ja u, muodostavat 99 % luottamusvilin stokastiselle

viuhkalle tarkasteluvuonna.

Ratkaistaan ylld olevasta yhtal6sta A, ja kirjoitetaan u,:n tilalle sen maarittele-
vé lauseke. Talldin koko liikkeen varmuuslisélle saadaan seuraavanlainen

taskukaava

A = A P +H P +/H,nE(Z;) +H,Var (H) P;,

missd H, {i = 1, 2, 3) ovat raportissa méaariteltyja korkotekijdista, kasvukertoi-
mista, inflaatiosta, kausivaihtelusta ja valitusta luottamusvaélista riippuvia vaki-
oita. H on vahinkojen lukum&araan vaikuttava struktuurimuuttuja. Termit A,

P, P, ja E(Z,%) riippuvat omapidatyksestid M.

Raportissa yll3 olevaan kaavaan sijoitetaan suomalaisista vahinkovakuutusyh-
tidistd vuosilta 1964 - 1979 keratysta aineistosta lasketut parametrien arvot
seké korkotasoa, kasvua, inflaatiota ja kausivaihtelua koskevat oletusarvot
{jolloin H, = 0.0235, H, = 0.2585 ja H, = 0.2003). Taman jalkeen M:n (tai
M/P:n) ja kaavasta saatavan A = A/P vélinen riippuvuus esitetdén graafisesti

ns. standardiyhtiélld (kuvat 2.1 ja 2.2}.

Kuvista tehd&an se johtopéatds, ettd optimaalinen omapidatysmééré on yleen-
sd suuruusluokkaa 2 - 4 % koko liikkeen riskimaksuista. Téstd havainnosta

johdetaan tasoitusvastuun vlarajalaskelmassa kéytettava M:n lauseke

M = 0.04 (Bt Vie (E-1) ~Vipe (£) ), (2.5)

toisin sanoen 4% tarkasteluvuoden koko liikkeen vakuutusmaksutuotosta.
Raportissa todetaan lisédksi, ettd M ei koskaan saisi olla suurempi kuin puolet

solvenssimarginaalista {ts. U = 2M).
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[
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Kuva 2.1 Varmuuslisén tarve standardiyhtiélla [RAN82].
AM) = A = A +A P, =P.

Standardiyhtit A: n= b000,P =
B n=10000,P =
C: n=20000,PFP =
D: n=40000,P =

67.5 Mmk
135 Mmk
270 Mmk
540 Mmk

0.20

L " PO | " PR |

M/Ptot

Kuva 2.2  Varmuuslisan tarve standardiyhtidlla [RAN82].
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2.6 Straubin omapidatyssaannét

2.6.1 Oletukset

Straub johtaa artikkelissaan [STR78] ja kirjassaan [STR88] lausekkeet oma-
pidatyksen madrdamistd varten quota share, surplus, excess of loss ja stop
foss -jalieenvakuutuksessa. Han rajoittaa tarkastelunsa vahinkovakuutusliik-
keeseen, ja olettaa, ettéd vahinkojen lukumaérad Poisson-jakautunut. Omapidé-
tysméaaran masradmisen tavoitteeksi asetetaan omalla vastuulla oleva vakuu-
tusliikkeen tuloksen tasoittaminen jélleenvakuutuksen avulla. Tarkastelut pe-

rustuvat Cramérin epayhtélédn.

Straub olettaa surplus-jalleenvakuutusta kéasitellessaan, ettd vahinkoaste on
riippumaton vakuutusmaardstd. Viimeksimainittu oletus ei valttamatté ole
kaytdnnossé voimassa [HEI81]. Alakohdissa 2.6.2 ja 2.6.3 esitellaan
Straubin tulokset, jotka on johdettu riippumattomuusoletuksen ollessa voimas-
sa. Kohdassa 2.6.4 katsotaan, miten oletuksesta luopuminen vaikuttaa
Straubin laskukaavoihin. Stop Loss -jélleenvakuutuksen tulokset jatetdan

seuraavassa tarkastelun ulkopuolelle.

2.6.2 Normaalijakaumaoletus

Tarkastellaan sedentin omalla vastuulla olevaa liikettd. Cramérin epdyhtélon
mukaisesti aarettdméan aikavilin vararikkotodennakésisyydelle ¥(U) on voimas-

Sa

P(y) < e®Y,

missé U on kadytettdvissé oleva riskipadoma tarkastelukauden alussa ja R on

yhtaldn

M, (-R) = E(e™°) =1
yksikasitteinen positiivinen ratkaisu. MYO( .} on omalla vastuutla olevan

voiton Y,:n momenttigeneroiva funktio. Koska malli oletetaan stationaarisek-
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si, voidaan Cramérin epéyhtalGssé jattad kirjoittamatta ajankohdan ilmoittava
parametri t. Kirjassaan [STR87] Straub approksimoi tatd normaalijakauman

momenttigeneroivalla funktiolla

TE(Y) R %Var (YR 4

M, (-R) = e e

-]

Tasta voidaan R ratkaista helposti

_ 2E(Y)
B Var(Y,)

Valitaan vararikkotodennakdisyydeksi €. Kirjoittamalla Cramérin epayhtéléssa

vhtésuuruus

saadaan

Asettamalla nyt ylld annetut kaksi R:n lauseketta yhtasuuriksi ja korvaamalla

Var{Y,) identtisella suureella Var(X,), padidytain yhtal66n

“lne | E(Y) (2.6)

20U Var(X,)

Jakamalla vield yhtdlon molemmat puolet E(X):lld ja kertomalla ne Var(X):lla

paastdan Straubin perusyhtaldon

_1lne) _ E(Y,) /E(X)

u 2 Var(X) /Var{x) '

o

missa v(X) = Var(X) / [E(X)]>

Perusyhtélén oikea puoli rippuu jdlieenvakuutuksesta ja siten myds omapida-
tyksestd M, kun taas vasen puoli on jalleenvakuutuksesta riippumaton (merki-
téan sitd m:lla). Straub kutsuu w:ta jalleenvakuutustarpeeksi (need for
reinsurance protection), ja antaa yhtadlon muille osatekijdille seuraavat tulkin-

nat

U/ EX) riskipddoma E(X):n ilmoittamassa raha-
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vksikdsséa (E(X):ll& normeerattuna)

v({X) X:n variaatiokertoimen nelié
{-Ing/2) riskinottohalukkuus

E{Y,) / E(X) odotettu tulos E(X):ll& normeerattuna
Var(X,} / Var(X) mittari jalleenvakuutusratkaisun

tehokkuudelle.

Perusyht&lGa voidaan kayttda optimaalisen omapidatyksen méarddmiseen
siten, etta etsitddn kussakin jalleenvakuutusmuodossa se omapidédtysmaéaéara

M, jolla yhtdl6 on voimassa.

Tarkastellaan aluksi yksinkertaisinta tapausta eli quota share -jalleenvakuutus-
ta. Merkitaan a:lla omapidatysosuutta, toisin sanoen sedentti pitdd omalla
vastuulia jokaisesta riskistd a- 100% ja loput {1-a) - 100% jélleenvakuutetaan.

Télldin

E(X,) = aE(X), E(X)} = (1-a)E(X) ja Var(X)) = a*Var(X) .

Sijoittamala ndma arvot perusyhtéldn oikealle puolelle ja kéyttdmalla E(Y ):n

esitysmuotoa

E(Y,)

E(B-B, -X,)
(1 +AEX) - (1 +A)E(X) - E(X)
AE(X,) + {(A-AQE(X)

saadaan tulokseksi

Ao+ (A-A) (1-«)  A.a+{A-A,)

o2 o2

Téastd voidaan ratkaista
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At /A 77T (AR
27 '

Lo

Ratkaisuista a, ja a, valitaan " + "-merkkinen vaihtoehto, silla erotuksen (4-4)
kasvun tulisi johtaa myods omapidétyksen lisddmiseen eika pdinvastoin. Siind
erikoistapauksessa, ettd jalleenvakuuttajan varmuuslisd on tdsmaélleen sama

kuin koko liikkeessé eli A = A, , ratkaisu on yksinkertaisesti

U . __ 2 .
E(X) ( lns) A
v(X)

a:l:
T

Talle lausekkeelle on helppo antaa myd&s heuristinen tulkinta. Straub kutsuu

maallikon omapidatyskaavaksi seuraavaa osamaarda

pddoma x rigkinottohalukkuus x varmuuslisd
vakuutusliikkeen tasapainottomuus

omapidédtys =

Yll& olevassa a:n kaavassa on onnistuttu kvantifioimaan nama tekijat.

Surplus-jalleenvakuutuksessa perusyhtéld johtaa jo monimutkaisempiin lausek-
keisiin. Koska vahinkojen lukuméaara oletettiin Poisson-jakautuneeksi, voidaan

kirjoittaa
E(X)) = nE{Z), Var(X,}) = nE(Z.2).

QOletetaan aluksi, ettd vahinkoaste C ~ G{c) on riippumaton vakuutusmaérésts

Q ~ Wig). Taligin
E(Z) = E(Q)E(CH, i = 1,2,... .

Omalia vastuulla olevan yksittdivahingon i. origomomentti saadaan laskettua

seuraavasti

o

o M
iy _ : z dz P-4 _ dz
E(zd) = {z lg(_q)dw(@_qiz g(Z) [1-wir ] 52

Straub ottaa kayttdén merkinndn W¥(M), jonka avulla hén kirjoittaa ylla ole-
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‘van odotusarvon
E(z3) = E(zHwD (),

‘toisin sanoen W% M) on vahingoittuneiden riskien omalla vastuulla olevan va-
kuutusmaérin i. origomomentin {(omapidatysméaarén ollessa M) suhde koko
liikkeen vakuutusmaéran i. origomomenttiin. N&itd merkintdja hyvaksikdyt-

téen voidaan kirjoittaa
E(X,) = EOWDM(M) ja Var(X,)) = Var(X)WZ (M) .

Surplus-tapauksessa Straubin perusyhtdlé saa muodon (kun muistetaan, ettd
E{X,} =E(X)-E{X,)}

E(Y,) /E(X) AW (M) +(A-A,)
Var (X,) /Var (X) w2 () '

Toisin kuin gquota sharen ollessa kyseessd, omapidatykselle ei yleensd saada
tasta yhtalosta suljetussa muodossa olevaa ratkaisua. Sama patee myds

excess of loss -tapauksessa.

Excess of loss -jdleenvakuutuksessa menetelldan samoin kuin ylld surplus-

jélleenvakuutuksessa, eli kirjoitetaan
. M N . . '
E(zl) = [zids(z)+Mi[1-S(M)] = E(z21) 5 (M) .
0 .

Tassa S madritellddn vastaavasti kuin WM}, eli S"(M) on osamééra, jonka
muodostavat osoittajassa yksittaisvahingon omalla vastuulia olevan osuuden
i. origomomentti omavastuun ollessa M ja nimittéjéssé koko vahingon i. origo-

momentti. Aivan kuten surplus-tapauksessa, saadaan

E(X,) = E(X)S™({M) ja Var(X)) = Var(X}S?*M) ja

Sen sijaan, ettd omapidétys etsittaisiin suoraan edella annettujen perusyhtaioi-
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den avulla, Straub ehdottaa seuraavanlaista menettelyd. Todetaan ensin, etté
Surplus- ja excess of loss-tilanteissa saadut perusyhtél6t muistuttavat quota
sharen perusyhtéldéd. Termien a ja o tilalla on surplusissa termit WY'(M) ja
W2(\) sekd excess of lossissa termit S"'(M) ja S¥(M). Straub tekee yksin-
kertaistavat oletukset A, = A ja W2 (M) = [W™M(M)]? ja SP(M) = [SMH{M)2.
Jalkimmaisille likiarvoille annetaan perusteluksi se, ettd W%(M) ja S™(M),
i=1,2, ovat valilld [0, 1] olevia ei-vahenevia funktioita ja niille on voimassa
WM < WiM) ja SP{M) < S"(M). Straub toteaa, ettd likiarvo on realisti-

nen ainakin silloin, kun omapidatysméiard M on korkea.

Naiden yksinkertaistusten jilkeen perusyhtéld on kaikissa jélleenvakuutusmuo-
doissa rakenteeltaan samanlainen. Kussakin yhtéldsséa on yksi (tuntematon)
omapidétysmaéirastd riippuva termi (@, W' {M} tai S""'(M)), jolle saadaan perus-
yhtaldsta ratkaisuksi sama lauseke. Siispd Straub antaa seuraavan nyrk-

kisddnnon omapidatyksen méaaraémiselle eri vakuutuslajeissa.

Ratkaistaan ensin omapidatysaste a quota share-kaavasta
@« = >
T

Taméan jélkeen etsitddn kokeilemalla se omapidatysmadra M, jolla surplus-

jélleenvakuutuksessa

keskimddrdinen nettovakuutusmidri
keskimddrdinen bruttovakuutusmidrd

wil) (M)

ja excess of loss -jalleenvakuutuksessa

5@ () = keskimddrdinen nettovahinko _ . (2.7)
keskimdédrdinen bruttovahinko )

Omapidatysmaara M voitaisiin ratkaista kokeilemalla myos suoraan perusyhté-
l6std. On vksinkertaista osoittaa derivoimalia, ettd m on kaikissa koimessa
vakuutusmuodossa M:n suhteen vaheneva funktio, jos kerroin A, on positiivi-
nen (tai kasvava, jos A, on negatiivinen}, joten M:n [dytdminen kokeilemalla ei

tuota ongelmia.
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2.6.3 Taylorin kehitelmi

Straub on hahmoteliut 1dhes samanlaisen ratkaisumallin omapidatyksen méaa-
réadmiseksi jo vuonna 1978 iimestyneessa artikkelissaan [STR78]. Ainoa

oleellinen ero edellisen luvun tarkasteluihin on se, ettd momenttigeneroivaa

funktiota MYD( .) ei approksimoida normaalijakauman momenttigeneroivalla

funktiolla, vaan Taylorin kehitelmallad, tarkemmin sanoen sen kolmella ensim-

maisellsd termilld

2
M, (-R) = E(e™%) = E(l-—RYO+RTYOZ) = 1.

Ratkaisemalia tAstd R saadaan

2E(Y,) _ 2E(Y,)

© E(v?)  var(x,) +E*(Y,)

Perusyhtéld saa nyt muodon

E(X)

T = ——-V(X)(— lns) _ E(Y,) /E(X}
U

2 [Var (X,) +E2(Y,)]/Var (x)

Quota share -tapauksessa, tdma voidaan kirjoittaa

) Ao+ (A=A,

[a?Var (X) +{A, o+ (A-A})2E?(X) ] /Var(X)

josta ratkaisemalla {kun A = A)

U -2 3.
_ E(X) { lns))L
a =
v(X) +A2

Taman jalkeen Straub etenee edellisessé luvussa kuvatulla tavalia, eli han
toteaa ensin ettd surplus- ja excess of loss -jalleenvakuutuksille voidaan
i6ytda yksinkertaistavien oletusten jalkeen samankaltaiset 7:n lausekkeet, niis-
sd on vain edellisessa luvussa madritellyt W(M)- ja S"(M)-termit a:jen tilalla.
Niinpa ratkaistaan o quota share -tapauksesta ja etsitddn sen jalkeen se oma-
pidatysmaara M, jolia surplus-jalleenvakuutuksessa W' (M) = ¢ tai excess of

loss -jalleenvakuutuksessa S'(M) = a.
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2.6.4 Vakuutusmiairén ja vahinkoasteen riippuvuus

Kuten alakohdassa 2.6.1 todettiin vakuutusmaaran Q ja vahinkoasteen C
riippumattomuus ei kdytdnnossé ole valttdmatts kovin realistinen oletus
[HEI81]. Jos tésta oletuksesta luovutaan, se vaikuttaa Straubin omapidétys-

laskelmissa funktioden W®(M) maéarittelyyn. llman riippumattomuusoletusta

Mg

g
E(Z3) = ffzidV(z!qJ aw(q) +ff(z—;") idv(z|q) dw(qg)
[s M1} MO0

g

M g
= fgif (£)iav(z|q) dwig) +mi[ [ (Z)iav(z|g) dw(q)
[] Js
M =
= [a'bi(@ aw(q) +uifby(q) aw(q)
0 M

missé
1
b = fcids(c|g)
0

on vahinkoasteen C ehdollinen i. origomomentti, ehdolla ettd vakuutusmé&ara
Q = q [BPP84]. Merkinndlid V(Z|q) tarkoitetaan yksittdisvahingon jakaumaa
ehdolla, ettéd vakuutusmdard Q = q ja merkinnalla G(C|q) vastaavaa vahinko-
asteen ehdollista jakaumaa. Kuten Heiskanen toteaa, momenttien b.(q) esti-
mointi onnistuu, kunhan kaytettédvissé on sopiva vakuutus- ja vahinkomaé&érien
luokiteltu aineisto [HEI81].

Haluttaessa kayttdéd Straubin nyrkkiséantéa omapidatykselie surplus-jalieenva-

kuutuksessa voidaan tietenkin kirjoittaa
E(Z%) 2 E(zHwP (),

missd W'M) on yksinkertaisesti E(Z,'}/E(Z) (kuten excess of loss -jalleenva-

kuutuksessa tehtiin). Tamaéan jalkeen edetddn samoin kuin alakohdassa 2.6.2.
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2.7 Amslerin omapidéatyssaanto

2.7.1 Oletukset

Amslerin [dhestymistapa omapidatysten méarddmiseen on hyvin pitkalle sa-
manlainen kuin Straubin [AMS84). Hénkin l&htee liikkkeelle Crameérin epayhta-
[osté (tai ruotsalaisen koulukunnan kaavasta, kuten Amsler sita kutsuu).
Olennaisin ero Straubin tarkasteluihin on, ettd Amsler ei korvaa tekijan R _
maérittelyssé tarvittavaa momenttigeneroivaa funktiota approksimaatiolla.
Sen sijaan esimerkeissdédn hin olettaa, ettd tunnetaan joko kokonaisvahinko-

menon jakauma (gamma) tai yksittdisvahingon jakauma (Pareto).

Amsler johtaa omapidatyskaavat erikseen tilanteille, joissa vahinkolukumé&ara
noudattaa Poisson- ja painotettua Poisson-jakaumaa. Amslerin artikkelissa
tutkitaan vain quota share-, excess of loss - ja stop loss -jdlleenvakuutusmuo-
toja. Esitetd&n seuraavassa ratkaisut quota share- ja excess of loss -tilanteis-

sa. Lopuksi yleistetdan tulokset koskemaan myds surplus-jalleenvakuutusta.

2.7.2 Quota share- ja excess of loss -jélleenvakuutus

Valitaan vararikkotodenndkdisyydeksi &. Cramérin epéyhtélén'mukaan

() e = e®,
missé

M, (-R) = E(e™°) = E[eF®X)] = oIy (R) = 1.

o

B, on varmuuslisélid kuormitettu riskimaksu B, = (1 +A,}P,. Amsler kdyttaa
artikkelissaan momenttigeneroivan funktion asernasta sen logaritmia, joka on
usein helpommin kasiteltavissad. Merkitddn log-momenttigeneroivaa funktiota

L) = In My(.}, jolloin vlI& oleva yhtal6 voidaan korvata yhtélslla

~RB,+Ly (R) = 0.

Kuten Straubin ratkaisussa, R:n paikalle sijoitetaan tdssékin sen vararikko-

todennékdisyyttd € vastaava arvo, jolloin saadaan
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(dne lns -1ne )

B +LX(

Amsler kutsuu t&td yhtal64 tasapainoyhtéloksi {(equation d'équilibre aléatoire).
Silloin, kun vahinkolukumé&aré noudattaa painotettua Poisson-jakaumaa, tdmé

lauseke saa muodon

(lm)B+LLL [ ( léw )1t = 0,

missa H on vahinkolukumaarén struktuurimuuttuja, k on vahinkolukumaara [k

ehdolla (H = h) ~ Poisson(nh}] ja Z, on omalla vastuulla oleva yksittaisvahinko.

Quota share-jélleenvakuutuksessa omalla vastuulia olevan ko-
konaisvahinkomenon log-momenttigeneroiva funktio saadaan koko liikkeen

vastaavasta funktiosta yksinkertaisesti

Ly (R) = Lg(aR),

kun ¢ on omapidatysosuus. Silloinkin, kun log-momenttigeneroivan funktion
arvoa ei pystyta ratkaisemaan suljetussa muodossa, se voidaan laskea numee-

risesti suoraan Ly:n mééaritelméstd

1ne

Ly(aRr) = lnfe“R"dF( lnf - (_)xdF(x)

Excess of loss -jalleenvakuutuksen osalta Amsler tarkastelee vain painotettua
Poisson-tapausta. Amslerin tarkastelun voi tietenkin yleistdd koskemaan
myds tavallista yhdistettyd Poisson-muuttujaa jattamalla struktuurimuuttuja H

pois kaavoista. Tallin tasapainoyhtald on

(ln“’)B+Lk[L X l;}8)]=o. (2.8)

Kummassakin tapauksessa Poisson-muuttujan log-momenttigeneroiva funktio

on

Le(s) = n(e®-1),

ja yksittdisvahingon log-momenttigeneroiva funktio iasketaan

M lne )z 1lne )

L, (E22) < inffe” 7 ds(z)ve” T M a-s )]
4]
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On syytd huomata, ettd L-funktio ei ole ainoa, joka riippuu omapidatysmaéaras-
t4. Myds maksutulo B, muuttuu jélleenvakuutusratkaisun mukana. Amsler

jakaa maksutulon osiin

B, = (1+A,) P, = P+ A_.

[a]

Amsler olettaa, ettd omalla vastuulla olevan liikkeen varmuuslisd lasketaan

koko liikkeen varmuuslisista

B ' Var(X,) .

Han ldhtee oletuksesta, ettd sedentti valitsee ensin omalla vastuulla olevan
tiikkeen varmuuslisan, ja loput varmuuslisasta siirretdan jalleenvakuuttajalle.
Straubin lahestymistapa oli taas, ettd omalla vastuulla oleva varmuuslisé
lasketaan koko liikkeen varmuuslisén ja jalieenvakuuttajan varmuuslisan ero-
tuksena. Amslerin merkintdja kéyttden voidaan tietenkin téssékin tapauk-

sessa kirjoittaa esimerkiksi

B B B ~ var (X_}
_ea | Var(X) P, .
= O Varm 2 AP 7 RA

Nyt kun kaikille omapidatysyhtalon termeille on saatu lausekkeet, edetéén
samoin kuin Straubin ratkaisussa, eli etsitadn kokeilemalla se omapidatysmaa-
réd M, joka toteuttaa tasapainoyhtélon. Amslerin antamissa esimerkeissé {(stop

loss ja excess of loss) yhtél6 sai sitéd suurempia arvoja, mitd suurempi M oli.

2.7.3 Surplus-jilleenvakuutus

Amslerin tulokset voidaan yleistdd koskemaan myos surplus-jilleenvakuutus-
ta. Oletetaan, ettd vahinkomeno noudattaa yhdistettyd Poisson-jakaumaa.
T&ll6in voidaan kayttad samaa tasapainoyhtéléa kuin excess of loss -tapauk-
sessa. Yksittdisvahingon log-momenttigeneroivafunktio saadaan surplus-

jalleenvakuutuksessa laskettua
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lne . -ne,y, % -¢loe,. z
Ly, (-=2£) = 1n[[[e aviz|g) aw(a) +[ fe T aviz|g)dw(q) ],
3] MG

missd V(z|q) on vahingoittuneiden riskien yksittdisvahingon jakauma ehdolla,
ettd vakuutusmaird Q = g ja W on vahingoittuneiden riskien vakuutusmaari-
en jakauma. Edetdén tdmaén jdlkeen samoin kuin excess of loss -jélleenvakuu-

tuksessa, eli etsitdan kokeilemalla se omapidatysmaara M, jolla tasapainoyhta-

16 toteutuu,
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2.8 Watersin omapidatyssaanto

Waters johtaa artikkelissaan [WAT79] laskutavan optimaalisille omapidatys-
mé&drille excess of loss -jalleenvakuutuksessa silloin, kun portfolio koostuu ris-
keistd, jotka kukin jilleenvakuutetaan erikseen. Kriteerind on 16ytéa sellaiset
omapidatysmaarat, joilla sedentin d4rettéman aikavalin vararikkotodennékdi-
syys minimoituu. Tamé saadaan aikaan maksimoimalla Cramérin epayhtalés-
s kerroin R omapidédtysmaérien suhteen. Koska tiedetaén, ettéd vararikkoto-
dennikdisyys on enintién (ja usein lahelld arvoa) e, niin R:n maksimoiminen
johtaa samalia vararikkotodennékoisyyden minimoitumiseen. Esimerkiksi
silloin, kun omalla vastuulla oleva vuoden vahinkomeno X, noudattaa normaa-

lijakaumaa kerroin R = R(M) voidaan ratkaista

R(M) = 2[B,-E(X,)1/Var(X,).

T4ssé erikoistapauksessa on helppo ndhda, ettd R(M):n kasvattaminen johtaa

samalla myds vararikkotodenndkdisyyden pienenemiseen [WATB83].

Oletetaan, ettd portfolio muodostuu N riippumattomasta riskistd. Kaytetdén
samoja merkintdja kuin edellisissékin luvuissa silla erotuksella, etté itmoitetaan
indeksill, mihin riskiin kukin suure liittyy. Oletetaan, etta riskin i vahingot
noudattavat yhdistettya Poisson-jakaumaa siten, etta vahinkojen lukuméaran
odotusarvo on n, ja yksittdisen vahingon Z; jakauma on S;. Riskisté saatava
maksutulo on B, ja koko portfolion maksutulo B = 2 B; . Merkitaan riskin i

omapidatysmadraa M;:lia.

Oletetaan, etta jalleenvakuutusmaksu lasketaan odotusarvoperiaatteella, toisin

sanoen

@

B.. = (1+}Lri)nif(z—Mi) ds;(z),

ri
My

missé riskin i jalleenvakuuttajan varmuuskerroin 4, on positiivinen vakio.
Merkitdan kaikkien riskien jalleenvakuutusmaksujen summaa B:ild. Tehd&an

liséksi seuraavat oletukset



1. 5;(0) =0 31

2. ds,;(z)/dz on oclemassa ja on jatkuva

3. [z%e?ds;(z) < =
0

Ehdon 4 mukaan myds kokonaismaksutuloon sisaltyy positiivinen varmuusli-
s34, ja ehdon 5 mukaan sedentti ei voi siirtdd koko vakuutuskantaansa jéileen-
vakuuttajalle saaden siitd voittoa. Ehto 3 on naisté kaikista rajoittavin, mutta

se on voimassa esimerkiksi silloin, kun S{z) = 1 jollakin z < oo .

Waters méadrittelee seuraavat joukot

A ={M=(M,... M)e(0,=)¥ | (B-B,)-E(X,)>0 },

A ={m=(M,... , M)€[0,=1¥ | (B-B,) ~E(X,) 20 }.

M, = O tarkoittaa, etté riski jalleenvakuutetaan kokonaan ja M; = o etté riski
pidetdén kokonaan omalla vastuulla. Omalla vastuulla oleva koko portfolion
riskimaksu saadaan tavanomaiseen tapaan

My
B(x,) = Bn,l[zds,(z) 4, (1-5, ()] .
it

Ma&ariteliadn nyt funktio

N M
G(M,R) = R(B-B,) -2 ni{feRsti(z) +e®i(1-5,(M,)) -1] .
is

Tallgin Crameérin epéyhtiléssd esiintyva kertoimen R mééritteleva yhtéld voi-
daan kirjoittaa G:n avulla G(M,R) = 0. Tehtévana on |6ytada sellainen vektori
M, joka maksimoi kertoimen R = R{M) ehdolla G(M,R(M))} = 0. Waters osoit-

taa, ettd
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G{M*,1/86*) =0, (2.9)

missé

M* = [8°1n(1+A,,), ..., 8" In(1+A_)]

ja " on yhtéalén

i

N N
H(a) = B+52ni_z (1+lri)ﬂi
i=1 =1

x[ 2dS,; (z) -1n (1+,;) (1-8; (81n(1+A,;)))]
S1n{1+A. ;)

B1In(1+Ag4) ,
N

-2 f - §e7/8ds, (z) +8 (1+A,;) (1-5;(81n(1+A,;))}] =0
=

o]

vksikdsitteinen positiivinen ratkaisu. Téméan jilkeen Waters todistaa kaksi

lausetta. Esitetddn ne téssé ilman todistuksia.

Lause 1. Jos Si{z) < 1.,kunz < e jai = 1, ..., N, niin R:ll& on yksikasittei-
nen maksimi joukossa A , ja timé saavutetaan pisteessd M’ . Talldin
R(M) < R(M"), kaikilaM € A" jaM # M’ .

Kuten Waters toteaa, lauseessa 1 oleva S;: ti koskeva ehto on varsin rajoitta-
va, eikd kaytdnndssd kovin luonteva. Jos tésté oletuksesta luovutaan, niin

saadaan edellistd lausetta heikompi tulos.

Lause 2. R(M) < R(M’) kaikilaM € A’.

Naiden lauseiden mukaisesti optimaaliset omapidatysmaarat M™ = (M, ...,
M",) voidaan nyt laskea M"; = &  In (1 + A;), miss& & on yhtdlén H{S) = 0
yksikésitteinen positiivinen ratkaisu. Taman menetteiyn heikkoutena ovat ne
rajoittavat oletukset, joita jouduttiin tekemaan vahinkojakaumasta ja maksutu-
losta. Saatu tulos, ettd omapidatys riippuu jélleenvakuuttajan varmuusker-
toimesta, joka oletetaan vakioksi, ei mydsk&én ole excess of loss -jalleenva-

kuutuksessa kovin realistinen. Kuten luvussa 2 todettiin jélleenvakuuttajan
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varmuuskertoimen tarve kasvaa yleensd omapidatysté korotettaessa.

Artikkelissaan [WAT83] Waters tutkii sitd, voidaanko R:lie 16ytaé yksikasittei-
nen maksimi myds, jos osasta ylla esitettyji oletuksia luovutaan. Han osoit-
taa, ettd quota share -jalleenvakuutuksessa, kun tarkastellaan ‘yhté riskia,
maksimointi onnistuu lievemmin, 1dhinnd maksujen maaradmista koskevin, ole-
tuksin. Vuoden vahinkomenon ei tssé tapauksessa tarvitse noudattaa yhdis-
tettyd Poisson-jakaumaa. Esimerkiksi silloin, kun jalleenvakuutusmaksut las-
ketaan odotusarvo-, keskihajonta-, varianssi- tai eksponentti-periaatteella, saa-

daan R{M):lle yksikasitteinen maksimi.

Sen sijaan excess of loss -tilanteessa oletuksien lieventdminen ei onnistu.
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2.9 Centenon omapidiatyssaanto

Cenfeno yleistda artikkelissa Watersin omapidétyssdanndn tilanteeseen, jossa
jalleenvakuuttajan varmuuskerroin kasvaa portaittain omapidatysta kasvatetta-
essa [CEN91]. Tarkastellaan yhden riskin excess of loss -jalleenvakuutusta.

Tehdddn yhté riskid koskien vastaavat oletukset 1 - 5 kuin kohdassa 2.8. Eh-

don 3 asemasta kirjoitetaan kuitenkin

3. My(s) = E{e*?) on olemassa vililli (-o0,V), missd 0< V < ja

lim E(e®%) = +w,
S5V

Oletetaan viela lisdksi, ettd S(z}) < 1 kaikillaz < o . Riskin vuoden vahinko-
menon oletetaan tdssakin noudattavan yhdistettyd Poisson -jakaumaa vahin-
kojen lukumasran odotusarvon ollessa n ja yksittaisen vahingon jakauman S.

Jélleenvakuutusmaksu lasketaan seuraavasti

B, = (1+A (M) )n](z—M) ds(z),
M

missé A, (M} on omapiddtysmaaran suhteen portaittain kasvava siten, etta
AMY =4 kunm <M <m,, ., mssdm<m,,,j=01,..,Jjam, =0

jamy, = +o.

Maaritellddn funktio G samalla tavalla kuin edellisesséakin kohdassa

M
G(M,R) = R{B-B,)-n {feRZdS(z) +e®(1-5(M)) ] +n.
4

Kuten Watersin ratkaisussa, tdssakin pyritddn maksimoimaan R = R{M) ehdol-
ia GIM,R} = 0. Woaters osoitti, ettd silioin kun A (M} = A, on vakio (riskien
lukumaard N = 1)}, niin R(M):ll& on olemassa yksikésitteinen maksimi

| [WAT79]. Nyt kun A{M) on portaittain kasvava funktio, niin R{M):lle [6yde-
tdan ehdon G(M,R) = O toteuttava yksikisitteinen maksimi jokaiselia A, (M) =
4.1 =0,1, .. J. Tdmd maksimikohta ei kuitenkaan ole aina silld valilla,

mili& 4; on médritelty elim; < M = m;,, .

Merkitaan A;:té vastaavaa yhtalon G(IM,R) = O toteuttavaa M:n funktiota R(M)



35

= R{M). Olkoon R{M):n maksimoiva omapidatysmaaréd M". Centeno
osoittaa, ettd M@ < M" < ... < M¥ ja ettd R(M):n positiivisilla arvoilla kay-
rat R(M) (j = 0, ..., J) eivat leikkaa toisiaan. Liséksi on olemassa ainakin yksi
sellainen j, jolla m; < Mi < m;,, . R(M):n maksimoiva omapidétysmééra on

nyt joko joku pisteistda M, MM, ., M" tai joku pisteistd m,, m,, ..., m;

{kuva 2.3).
Ap(M
o«
0
0 Lo
my mz
Kuva 2.3 Esimerkki R{(M)-funktioista. Funktioiden positiiviset arvot on esitetty

yhteniiselld viivalia méaérittelyalueellaan ja katkoviivalla muulioin.
R.{M} on positiivinen, kun M > L;, ja saavuttaa maksiminsa joko
valilla {m;, m,,,) tai pisteessd m,,, . Koko funktion R{M) maksimoi se

omapidatysmiira M, jolla saavutetaan suurin paikallinen maksimi.

Centeno ehdottaa seuraavaa laskualgoritmia optimaalisen omapidatysmaéarén

16ytadmiseksi.
Vaihe 0. Asetaj=0,R* =0jaM* =0,
Vaihe 1. Olkoon R% yhtalén G{1/R In{1+4),R) = O yksikasitteinen positiivinen

ratkaisu ja olkoon  M% = 1/R%In (1 +A).
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Jos Rt = R+
niin M = M*, R" = R* ja siirry vaiheeseen 3.

(Silloin kun R* = R* jam; < M" < my,,, niin sekd M" ettd M* ovat

optimeja.}
~Jos RY > R*
niin jos m; < M¥ = m,
niin M* = M@ R* = RY ja siirry vaiheeseen 3;
jos MY & (m;, m,, ]
niin ratkaise Rim,, ) yhtélosta G{m,, ,,R{m;,,));
jos R{m,,,} > R*
nin M* = ijja R* = R(mi‘*"‘)'
Vaihe 2. Asetaj = j + 1 ja siirry vaiheeseen 1.
Vaihe 3. Loppu.

Optimiomapidédtysmaséra on nyt M",
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2.10 Zecchinin omapidatyssdannot

2.10.1 Oletukset

Myods Zecchin tutkii artikkelissaan sitd, miten optimaaliset omapidatysmaéaérat
maarataan, kun portfolion kukin riski jélleenvakuutetaan erikseen excess of
loss -jﬁlleenvakuutuksel'la [ZEC871. Hénen tarkastelemansa tilanne poikkeaa

- kuitenkin edellisissa kohdissa esitetyista sikéli, ettd han olettaa, etta jokaisella
riskilld on yksittéisia vahinkoja rajoittava yléraja, erdénlainen vahinkokohtainen
korvauskatto. Merkitdén i:nnen riskin vahingon ylarajaa T:lla. Kédytetdan |
muilta osin samanlaisia merkintéji kuin kohdassa 2.8, eli ilmoitetaan indeksilla

se, mihin riskiin kukin suure liittyy.

Tarkastellaan omalla vastuulla olevan koko liikkeen tulosta Y,. Se saadaan

lausekkeesta

!
1l
(SR

(Bi —B,;X,; ) s

i=1

missd X,; on i:nnen riskin omalla vastuulla oleva vuoden korvausmeno (kun
vksittdiset vahingot ovat ylhaalté rajoitettuja T;:114). Olkoon riékin i maksutulo
muotoa B, = E(X)) +4A, missa A, on i:nnen riskin varmuuslisén mééra, seka jal-
leenvakuutusmaksu B, = (1+A)EX)-E(X,)] , missé A, on jélleenvakuuttajan
varmuuskerroin. Omalla vastuulla olevan tuloksen odotusarvo voidaan nyt kir-

joittaa

B(¥) = 3 [B(X;) *A; (1+h,,) (BUX,) B(X,)) ~E(X,,)]

N
= A-Ay+ T A E(X,;)

=1
missa on otettu kayttddn merkintd

N
Ay = ZA,E(X) .
i=1
Omalla vastuuila olevan tuloksen varianssi on puolestaan Var(Y,) = Z Var(X,).

Oletetaan, ettd riskin i vahingot ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita ja
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ettd vahinkojen lukuma&éra k; ja yksittdisvahinko Z; ovat lisdksi keskendan

-riippumattomia satunnaismuuttujia. Yksittdisvahingon jakauman S, oletetaan
olevan jatkuva ja aidosti kasvava vililld 0 < Z, < T,. Sen sijaan vahinkoluku-
maaran jakaumasta ei tehda mitaén erityisid oletuksia (sen ei siis tarvitse olla

Paisson-jakautunut}. Talldin voidaan kirjoittaa

N
E( Yo) = A'"A(l} + ,Z_:ll.riE(ki) E(Zoi)

M;
= A-Agyy+ 2 A E(K,) [[2d8; (2) +4; (1-5; () ) ]
i=1 /

ja

Var (v,) = [E(k,) Var(Z,;) +Var (k;) E?(Z,)) ]
i=1

M;

- BB ic,) [([72d5, (2) +14} (1-5, ()
1= 0 :

=1

My

- ([zds, (2) +M, (1-5, (1)) ]
a

M;
+ Var(k;) [fzdsi(z) +M,(1-5,(M;)) 12,
0

2.10.2 Suhteellisten omapidédtysten médrddminen

- Zecchin etsii omapidatysméaarat M, ratkaisuna seuraavaan optimointiongel-

maan.

Minimoi Var(Y,)
ehdolla E(Y)) = A, 0 <M, <T,i=1, .. N

Tulostavoite A on aina vélilla [A-A,,, Al. Silloin, kun portfolio siirreté&n

jélleenvakuuttajalle kokonaan, A = (A-4A;)) ja silloin, kun jélieenvakuutusta ei
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oteta lainkaan A = A. Seuraavassa tarkastelussa oletetaan, ettd A-A,; < A
< A. Ratkaisuksi saatavat omapidatysmadrat M, riippuvat luonnollisestikin
valitusta tulostavoitteesta A. Taméan vuoksi ongelman ratkaisua kutsutaan

suhteelliseksi ratkaisuksi.

Zecchin soveltaa ylla olevaan optimointiongelmaan Kuhn-Tuckerin ehtoja.
Ongelmalla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu ja voidaan osoittaa, etti se

saadaan silloin, kun seuraavat ehdot toteutuvat
M, =T, kun i=1,...,I-1,

M; = t;*(d), kun i=I,...,N,

1

5 (8)
A-ﬁr{ AE(X) ~ A E(k) I f zdS; (z) +177(8) (1-8; (7 (8))) 1} = &4 ja
s 0

T2 (Trq) <8 <t (7)), T€11,2,...,N}on yksikdsitteinen ,

missi
Var (k) -E(k;) ¢
1 ar(k,) - ;
(M) = { M.+ 1 = , M. (1-S. (M.
o (M) =5 M=o [[zdsl(ZH 4 (1-5, (4;) ) 1}
jaindeksit i = 1, 2, ..., N on jarjestetty siten, etta

ri(Ti) s Ti+1(T'+1) ! i=112:---1N_1 .

I

Termi & on niin sanottu Kuhn-Tuckerin kerroin. Naistad ehdoista nahdéan, ettd
koko portfoliossa on I-1 sellaista riskia, jotka pidetdan kokonaan omalla vas-

tuulia, ja loput N-I + 1 riskia jélleenvakuutetaan osittain.

Ratkaisun Iéytdminen sucraan yll& annettujen ehtojen avulla ei ole kovin yksin-
kertainen tehtdva. Zecchin ehdottaa, ettd optimaaliset omapidatysmaarat M,

lasketaan seuraavaa algoritmia hyvaksi kayttden. Merkitdsn aluksi
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N
®.(3) = A-E{A_E(X))
i=7

7 (8)
- Ak [ [ 2dS;(2) +eF (8) (1-8; (37 (8))) 1)
4]

Vaihe 1. Laske lausekkeet &(r(T)), i = 1, 2, ... kunnes ldydat sellaisen i = I,
ettd

{1 {Ty)) = A ja §(r(T)] > A.

Vaihe 2. Etsi yhtdldn €8} = A yksikasitteinen ratkaisu & valilla
[T|.1(T|.1): T;(TIH.

Vaihe 3. Laske M.=T, i=1,.. I1ja
M, = 7,8} i=1,..,N.

Vaihe 4. Loppu.

Jos vahinkojen lukumaéra oletetaan Poisson-jakautuneeksi, yll& olevat lausek-
keet yksinkertaistuvat huomattavasti. T&llgin omalla vastuulla olevan tulok-

sen varianssi on Var(Y,) = £ nE(Z?), ja lauseke 7,{.) on yksinkertaisesti

M,
T, (M) = ,'\,l.'

Tasté lausekkeesta nahdaan, ettd niissa riskeissd, jotka jalleenvakuutetaan,
M’ = 7,7(8") = A;S", toisin sanoen optimaalinen omapidatysmaéra on riippuu
suoraan jalleenvakuuttajan varmuuskertoimesta. Vastaavaniaiseen tulokseen-
han paadyttin my&s Watersin ja Centenon tarkasteluissa sekd BPP:n ja
Straubin tarkasteluissa silloin, kun jélleenvakuuttajan varmuuskerroin oli sama

kuin koko liikkeessé.

. 2.10.3 Absoluuttisten omapididtysten méaaradminen utiliteettifunktion avulla

Zecchin etsit optimaaliset omapiddtysméadrat myds kayttden hyvaksi sedentin

tuloksen {voiton) utiliteettifunktiota. Oletetaan, etté utiliteetti G, on seuraa-
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vanlainen kvadraattinen funktio (U on kéytettévissi oleva riskipdaoma)
Gy(y) = y-(y?/2B) , missd y < B
ja 1/B on riskin karttamisaste (risk aversion in U). Utiliteetin odotusarvo on

ElGy(Y,)] = E(Y,) ~_23:é [E?(Y.) +Var (v,)].

Tehtidvand on nyt maksimoida utititeetin odotusarvo. Optimointi voidaan

tehd3 joko yhdelld kertaa ratkaisemalla

max E[Gy(Y,)]

tat kahdessa vaiheessa

max max ElGy(Y,) 1,
A ehdolla E(Y,) =4
LEL SR
i1, .., N

toisin sanoen ratkaisemalla ensin suhteelliset omapidatysmaarat, jotka riippu-
vat A:sta, ja sen jilkeen laskemalla absoluuttiset omapidétysmaéaréat etsimalla
optimaalinen A utiliteetin odotusarvoa kriteerind kéyttden. Kaksivaiheisessa
optimoinnissa havaitaan, etta utiliteetin odotusarvon minimoiminen ehdolla,
etté E(Y,) = A {vakio), on itse asiassa sama asia kuin minimoida Var(Y )
ehdolla E(Y,) = A. Optimoinnin ensimméinen vaihe on siis sama kuin alakoh-

dassa 4.8.2 esitetty optimointiongelma.

Merkitdan ensimmaisen, suhteellisen optimointiongelman ratkaisua M™(A) =

(M™,(A), ..., M"(A)). Toisessa vaiheessa optimoitava utiliteettifunktio on

M; (A}
EGy(Y,)1=a- 2 a2+ TR [ [ 225 (2)+ (04 (2))? (1-5; (] ()]
2= 0

M} (A)

v [Var (k) -BUc) 1 [ [ 2dS, (2) +14 (2) (1-5, (M) (8)))12 } ).
Q
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Zecchin paétyy seuraavaan ratkaisualgoritmiin optimaalisen A’:n ja optimaalis-

ten omapidatysmaéarien M’ I6ytamiseksi.

Merkitdan
Xi = Pra (75 (Ty) ) +7,(Ty)
Vaihe 1. Jos B = A-A,,, niin M" = (0, ..., 0) ja siirry vaiheeseen 5.
Muussa tapauksessa laske .
Jos B = xy, niin M* = (T,, ..., Ty} ja siirry vaiheeseen 5.
{Huomaa, ettd suhteellisessa optimoinnissa riskien indeksit on jarjes-

tetty edellisessé alakohdassa kuvatulla tavalla.)

Vaihe 2. Etsi sellainen indeksi I, jolla

1——;[<IJI(1:I_1(TI_1))+1=I_1(TI_1)] 20 ja

1
1-§ [@,,, (T, (T7)) +1.{T;)] < 0.
Vaihe 3. Ratkaise A yhtdldsta
®.(B-4) = A.
Merkitaan yksikésitteista ratkaisua A",
Vaihe 4. M =T, =1, .., 11,

M, = 7.1(&(A%) Ji= I, . N

n

Vaihe 5. Loppu.
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3. SIMULOINTITUTKIMUKSEN TULOKSET

3.1 Yleistd

Tassa luvussa esitellddn simulointitutkimuksessa saadut tulokset. Simuloinnin
avulla vertailiaan joitakin edellisessé luvussa annettuja optimaalisen omapidé-
tysmasran laskemistapoja siten, ettd generoidaan ensin Monte Carlo -menetel-
malla vahinkoaineisto, ja evaluoidaan sen jilkeen tarvittavat lausekkeet tastd
aineistosta. Aineiston generoinnissa kaytetdan |lahtdkohtana Heiskasen esit-
teleméaa teollisuuspalovakuutusaineistoa [HEI81]. Heiskasen antamista liitetie-
doista kdytetdan hyvaksi vakuutusmaardluokitusta, naissa luokissa laskettua
vahingoittuneiden riskien vakuutusmaaran Q jakaumaa ja vahinkoasteen C

kahta ensimméistd origomomenttia (ks. liite 1).

Aineisto muodostetaan siten, ettd generoidaan ensin kussakin vakuutusmaéra-
luokassa vahinkojen lukumaara ja sen jalkeen tdman ilmoittama maéréa va-
kuutusmaéaré - vahinkoaste -pareja. Naiden avulla lasketaan sitten yksittdiset
vahingot. Toistojen lukumaéaraksi simuloinnissa valitaan 5 000. Simuloinnit
toteutetaan APL-ohjelmointikieleld. APL:ss2 on kaytettévissd satunnaisluku-

generaattori, joka tuottaa valilid (0, 1) tasaisesti jakautuneita satunnaislukuja.

Simuloinnin lahtékohtana olevan mallin parametrit ja satunnaisiukujen gene-
roinnissa kaytetyt menetelmit esitelldan kohdassa 3.2. Kohdassa 3.3 kuvail-
laan generoitua aineistoa ja kohdassa 3.4 esitetdén sitten eri menetelmilla
saadut omapidatysmaarat. Vertailun vuoksi approksimoidaan optimaalinen
omapidatys myods suoraan simuiointiaineistosta. Kohdassa 3.5 esitetdén
namai tulokset ja kohdassa 3.6 verrataan niitd eri menetelmilld saatuihin oma-
pidatyksiin. Simuloinnin kaytt6d jalleenvakuutusratkaisujen vertailussa pohdi-

taan yleisemmin kohdassa 3.7.
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3.2 Simuloinnissa kiytetyt parametrit ja menetelmdt

3.2.1 Vahinkojen lukumaéra

Vuoden vahinkojen lukumaérén odotusarvoksi valitaan 300 [HEI81]. Vahinko-
jen lukum&arien odotusarvot vakuutusmaaréluokittain saadaan taten kerto-
malla liitteen 1 mukaiset vakuutusméaérdjakauman luvut 300:1la. Oletetaan,
ettd luokkakohtaiset vahinkojen lukuméaéarat ovat keskendan riippumattomia ja

Poisson-jakautuneita.

Poisson-satunnaismuuttujat generoidaan kayttémalla yksinkertaista, Poissaon-
kertymafunktioon perustuvaa algoritmia [BPP84]. Merkitaan n:lla generoita-
van Poisson-jakauman odotusarvoa ja Poi(k} Poisson-kertyméfunktion arvoa

pisteessd k. Generointi suoritetaan seuraavasti

Vaihe 1. Generoi tasan jakautunut satunnaisiuku r valilta {0, 1).

Vaihe 2. Asetai = n pydristettyna ylospéin lahimpésn kokonais-
lukuun.

Vaihe 3. Jos r < Poili+ 1},

niin siirry vaiheeseen 4
muuten siirry vaiheeseen b,

Vaihe 4. Jos r < Poili),
niin i=i-1,
josi = 0,
niin siirry vaiheeseen 6
muuten siirry vaiheeseen 4

muuten siirry vaiheeseen 6.
Vaihe B. Josr > Poili+1),
niin i=i+1
siirry vaiheeseen b
muuten siirry vaiheeseen 6.
Vaihe 6. Poisson{n}-jakautunut satunnaisiuku = i,
Loppu.

Tassa algoritmissa aloitetaan Poisson-satunnaismuuttujan etsiminen jakauman
odotusarvon lahelts eika jakauman alusta (i = 0). Talla tavoin generointi saa-

daan huomattavasti nopeammaksi.
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3.2.2 Vakuutusméaarid

Vakuutusmaéarin oletetaan jakautuneen tasaisesti kussakin vakuutusmééraluo-

kassa. Pienin mahdollinen vakuutusmaard on 1 000 mk.

3.2.3 Vahinkoaste

Vahinkoasteen C oletetaan olevan vakuutusméaariluokittain Beta-jakautunut

[HEIB1]. Beta-jakaurnan tiheysfunktio on muotoa

) - ca—-l(l_c)ﬁ—l
glc;a,p) Bla.P) Jkun 0 < c< 1

=0, muulloin,

missa

1
B(«,p) =fu“‘1(1—u) B-1dy,
0

ja jakauman odotusarvo ja varianssi ovat

¢

o e _ «p
E(C) Py ja Var(o) (@B % (@rp1)

Beta-jakaumien parametrit ¢ ja £ estimoidaan momenttimenetelmalld Heiska-
sen antamista vakuutusméaaraluokkakohtaisista origomomenteista E(C) ja
E{C?. Parametreille saadaan seuraavat estimaattorit

E(C) [E(C)-E(C?)]
E(Cc?) -{E(O)]?

ja

B = [1-E(C) ] [E(C) ~E(C?)]
E(C?)-[E(CO)]?

Liitteessd 1 on annettu nain lasketut a- ja f-arvet. Suurin osa parametripa-
reista on sellaisia, joissa a on ykkdsta pienempi ja f ykkostd suurempi. Tama
tarkoittaa sitd, ettd vastaava Beta-tiheysfunktio on kovera, kasvava funktio,

joka saa suurimmat arvonsa ykkdsen lahella.



46

Beta-jakautuneet satunnaisiuvut generoidaan kéyttden liitteessé 2 esitettyd

B1-generaattoria [DAG88I.

3.2.4 Varmuuslisi ja riskipddoma

Koko liikkeen varmuuskertoimeksi valitaan 0.04 (vrt. esimerkiksi [BPP841]}.
Useissa tutkittavista menetelmists oletetaan jalleenvakuuttajan varmuuskertoi-
men olevan sama kuin koko liikkeessd. Jotta tulokset olisivat vertailukelpoi-
sia, lasketaan kaikki lausekkeet nailid oletuksilla. Niissa lausekkeissa, joissa

- Azlle ei aseteta rajoituksia, kokeillaan myd&s, mitd omapidatyksesta riippuva
varmuuskerroin vaikuttaa tuloksiin. Tallgin kdytetddn Amslerin ehdottamaa

varmuuslisan A, faskukaavaa
Var(X))
A =, ——2 AP
e \l Var (X) !

j, - Ao
p, !

jolloin
2}

ja jalleenvakuuttajan varmuuslisi ja varmuuskerroin voidaan laskea taman

avulla
— - —_ _ ka"r("go) . — A‘r
AI—AAO— (1 “l_mVar(X) VAP ; lr—-u—Pr

Useimmissa menetelmissa tulokset annetaan esittamalla omapidatyksen ja
riskipddoman vélinen riippuvuus. Niissé laskutavoissa, joissa riskipddoma
pitdd valita etukéteen, tarkastellaan riskipddomaa U, joka on noin 1/4, 1/2 tai

noin 1/1 riskimaksusta.
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3.3 Generoidun aineiston kuvaus

3.3.1 Vahinkojen lukumaérd

Vahinkojen kokonaislukumééra yhdessa simulointitoistossa muodostuu vakuu-
tusmadraluokittain generoitujen Poisson-jakautuneiden vahinkojen lukumaérien
summana. Tunnetusti Poisson-jakautuneiden satunnaismuuttujien summa
noudattaa myds Poisson-jakaumaa, jakauman odotusarvon oliessa summatta-
vien satunnaismuuttujien odotusarvojen summa. Tamin periaatteen mukaan,
- vahinkojen lukumaéran tulisi olla Poisson{300)-jakautunut. Simuloinneissa
saatiin vahinkolukumaaran keskiarvoksi 299.8154, joka on varsin [dhella
teoreettista odotusarvoa. Kuvassa 3.1 on esitetty 5 000 toistossa havaittu

vahinkolukuma&érén jakauma ja vastaava teoreettinen Poisson{300}-jakauma.

150

220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350 360

—u— havaittu vahinkojen mkumaard .. Poisson(300)

Kuva 3.1 Kokonaisvahinkolukumééard; havaitut ja teoreettiset frekvenssit

5 000 toistossa.
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3.3.2 Yksittdisvahinko

Yksittaisvahinko lasketaan satunnaislukuparin vakuutusmééra - vahinkoaste
tulona. Tuiokseksi saadaan vahinkomuuttuja, jonka jakauma on hyvin vino.
Noin 44 prosenttia generciduista vahingoista on alle 1 mk. Suurin havaittu

vksittdisvahinko on noin 110 Mmk.

Osoittautuu, etté yksittdisvahingon jakauman hantda voidaan approksimoida
varsin hyvin kvasilognormaalijakaumalia. Kvasilognormaalihdntajakauman ker-

tyméafunktio, kun hé&nnan alkupiste on z,, on

S,(2) 1-{z/z)**eht ,kunz =22z, 20

= 0 , muulloin.

Parametrit a ja f estimoidaan sovittamalla paraabeli pienimman neliGsumman
menetelmalld havaittuihin arvoihin Inf1-S(z)], z = 2z, [SAV88]. Kun z,:ksi
valitaan 16 000 mk, pienimman nelidsumman sovituksessa padstasn yli
0.99 suuruiseen yhteiskorrelaatiokertoimeen. Kuvassa 3.2 on esitetty ha-
vaittu yksittdisvahingon jakauma ja sen hantaan sovitettu kvasilognormaalija-

kauma.

1E+H00

18-02 |-

1E-04 |-

iE-06 |-

1E-08 |-

1E-1¢

1E-12

1E-14

1E-16 }-

] | i 1 I 1 1 L [l i

IE-18
LE-01

— havaittu s(Z)) —e— kvasilognormaalijakauma-approk simaatio

1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 LE+05 1E+06 1E+07 1E+08 LE+09 IE+10
7z .

Kuva 3.2  Yksittdisvahinko; havaittu jakauma ja sen héntaén sovitettu kva-

silognormaalijakauma-approksimaatio.
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3.3.3 Kokonaisvahinkomeno

Simuloinneissa havaittu kokonaisvahinkomenon jakauma on myds hyvin vino
{vinous > 2.3). Koska osa optimaalisen omapidatyksen laskemiseksi esite-
tyistd malleista perustuu normaalijakaumaan, NP-approksimaatioon tai néité
ldhelld oleviin jakaumaoletuksiin, kokeillaan seuraavaksi, miten hyvin NP-

approksimaatio sopii havaittuun kokonaisvahinkomenon jakaumaan.

NP-approksimaatio lasketaan seuraavasti [BPP84]. Merkitddn ensin x:Ilad nor-

meerattuja vahinkomaéaria

x = [X - EQXN 7 IVar(X)1%,

missé E(X) tarkoittaa kokonaisvahingon odotusarvon estimaattia (havaittu
keskiarvo) ja Var(X) varianssin estimaattia (havaittu varianssi). Merkitdan

lisdksi

g = 5 /6 ja x, = -(7/4)% .

Kirjoitetaan

1 .,xX_ 1 y kunx =21,

4g? g 249

NS

= x-g(x2-1) +g? (4x3-7x) x[x,2x] , kunx <1,

missd [X, = x] = 1, kun X, = x, ja = O muulloin.

Tall6in NP-approksimaatio on F(X} = N{yl.

Kuvissa 3.3 ja 3.4 on esitetty havaittu kokonaisvahinkomenon jakauma ja sité
vastaava NP-approksimaatio. Approksimaatiolia on kaksi epéjatkuvuuskohtaa
maéarittelynsd mukaisesti. Kuvista nahdain, ettd NP-approksimaatio ei ole

kovin onnistunut valinta. Tamé johtuu vahinkojakauman suuresta vinoudesta.
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0,06
0,05 | E(X) = 21 306 937
haj. = 10 897 470

004 = vinous = 2.36
< 0,03

0,02 |-

0,01 |-

0 1 k = ! - 1 -
[4] 20 40 60 80 100 120 140
X (Mmk) :
—u— Havaittu £(X) — NP-approksimaatio
Kuva 3.3 Kokonaisvahinkomaéaran X havaittu jakauma ja sitd vastaava NP-
approksimaatio.
1E+00
1E01 |
1E-02 |-
1E-03 |-
1E-04
1B-05 . :
1E+06 1E+07 1E+08 1E+09
—a— Havaittu jakauma ... NP-approksimaatio
Kuva 3.4  NP-approksimaation tarkkuus.
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3.4 Omapidiatysmiéaran laskeminen

3.4.1 Yleista

Generoidusta aineistosta laskettiin optimaaliset omapidéatysmé&érat muutamalla
edellisessa luvussa esitetylld menetelmalld, nimittdin Beard - Pentikéinen -
Pesosen, solvenssityéryhman, Straubin, Amslerin ja Watersin tapaan. Jal-
leenvakuutusmucdoista pitdydyttiin excess of loss -jalleenvakuutuksessa. Ko-
keiltavat menetelmat ja lausekkeet on [uvussa 2 numeroitu, ja jatkossa nithin

viitataan néilla numerocilla.

Koska simuloitaessa kéytettdvissa ei ole pelkastéan yksi tai useampi otos
oletetusta populaatiosta, vaan (tietyllad tarkkuudella) koko populaatio, voidaan
jatkossa tarkastella sellaisiakin lausekkeita, joita kéytédnndn tilanteessa saate-
taan vain karkeasti approksimoida. Niin ollen joistakin menetelmisté esite-
tdén paitsi ehdotettu approksimaatio omapidatykselle, niin mydskin omapidé-

tys, johon taustalla olevan teorian sucraan soveltaminen johtaa.

3.4.2 Beard - Pentikdinen - Pesonen

Beard et al. etsivat omapidatysmaaréda M, jolla yhden vuoden fuhon todenna-
koisyys on valitun suuruinen. Jakaumasta riippurmattornassa approksimaa-
tiossaan he sitten luopuvat tasté vaatimuksesta ja etsivat erdanlaisen alarajan
omapidatykselle. Kohdassa 2.4 on aluksi esitetty normaalijakaumaoletukseen
perustuva M:n méadritteleva perusyhtalé (2.1) sekd vastaava NP-approksimaa-
tioon perustuva yhtald (2.2). Kun jalkimmaisestd johdetaan jakaumasta riip-
pumatonta ratkaisua, paadytdan yhtaloon (2.3). Tastéd muodosta johdetaan
muuttujien vaihdon avulla vield hyperbolinen funktio, josta ratkaistaan alaraja-

arvio, niin sanottu peukalosdantd, M:lie (2.4).

Kaikki nAmé kaavat ovat tai voidaan esittdd muodossa, jossa yhtalon vasem-
malla puclella on riskipddoma U ja oikealla puolella omapidatyksestd M riippu-

via tekijoita. Kirjoittamalla kaava (2.4) tdh&n muotoon, saadaan
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=2 | kune <0.001,
)"D

K2y?

~ M , kune > 0.001 .
427

Kuvassa 3.5 on esitetty n&itd neljda lauseketta vastaavat kuvaajat valilta, joka
vastaa riskip8doman U arvoja O - 20 Mmk. Varmuuskertoimeksi on valittu A,

= A = 0.04 ja tuhon todennakdisyydeksi € = 0.001. Liitteessd 3 on annettu
vastaavat kuvaajat koko madrittelyalueellaan (kuva L3.1), kuvaajat joissa € =
0.01 (kuva L3.2) ja kuvaajat, joissa varmuuskerroin on alakohdassa 3.2.4 esi-

tetty omapiddtyksesta riippuva funktio {(kuva L3.3).

35

30

10

/ e

1 2 3 !
M (Mmk)
—a—(2]) (22) (23 =29

Kuva 3.5 Omapidityksen maardaminen Beard et al. mukaan.

A, = 0.04 £ = 0.001

(2.1} perusyhtdit, normaalijakauma

(2.2} perusyhtald, NP-kaava

(2.3) perusyht3ld, jakaumasta riippumaton
(2.4) peukalosaantd, alaraja.

Kuvasta nahdaan, etti alaraja-arvio (2.4) johtaa aivan toista suuruusluokkaa
oleviin omapidéatysmaariin kuin perusyhtélidn suoraan tukeutuvat mallit. Vi-

nouden huomioon ottava NP-approksimaatio johtaa odotetusti perusyhtaloista

konservatiisimpiin omapiddtysmaariin.
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Tarkasteluvililla yhtald (2.3) antaa suurempia omapidatyksid kuin (2.1). Seka
yhtélossa (2.1) ettd (2.3) vinoustermi on jatetty pois. Yhtdl6t poikkeavat toi-
sistaan vain siind, ettd yhtélossa (2.1) esiintyvd X,:n varianssi on {2.3):ssa
korvattu jakaumasta riippumattomalla approksimaatiolla KzMPo, missa K on
Beard et al. ehdotuksen mukaisesti valittu vakioksi 0.6. Tarkasteluvalilld koh-
dassa 2.4 esitelty muuttuja K on M:n suhteen véheneva funktio ja se saa
arvoja 0.59 - 1.00 (kuvaajat leikkaavat pisteesss, jossa K = 0.6). Beard st
al. mainitsemat tyypilliset K:n arvot 0.5 - 0.8 vastaavat simulointiaineistossa
omapidétysméaéaria 770 000 - 14 600 000,

Taulukossa 3.1 on esimerkkeja eri oletuksilla lasketuista optimaalisista omapi-

datyksista.

Taulukko 3.1 Optimaaliset omapidatysmaérat (tmk) eri taustaoletuksilla Beard

et al. mukaan.

e U Ao (2.1) (2.2) (2.3) (2.4)
| ——————— PP ————
0.001 | 5 Mmk 0.04 495 421 792 200
AM) 464 397 740
10 Mmk 0.04 1515 1173 2 165 400
AM) 1446 1125 2 071
20 Mmk 0.04 6210 3704 6 585 800
AlM) 6 037 3616 6 450
0.01 | 5Mmk 0.04 791 688 1227 411
AM) 732 639 1135
10 Mmk 0,04 2 616 2 054 3456 821
AM) 2 472 1957 3208
20 Mmk 0,04 17 825 7 754 11 044 1643
AM) 17 163 7576 10 443

Merkintd A(M) tarkoittaa alakohdassa 3.2.4 méaériteltyd M:sta riippuvaa var-
muuskerrointa. Taulukosta havaitaan, ettd varmuuskertoimen valinta ei simu-
lointiaineistossa vaikuta tuloksiin olennaisesti. Sen sijaan omapidatysméaéra

riippuu selvastikin kaikista muista tekijdista, eli tuhon todenndkdisyydesta, ris-
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kipd&omasta ja valitusta laskukaavasta.
K&ytantdon soveltamisen kannalta yhtédlot (2.1) - (2.4) eroavat toisistaan
siind, mité tekijditd oletetaan ennalta tunnetuksi. Seuraavassa taulukossa on

vhteenveto tarvittavista suureista.

Taulukko 3.2 Omapidatysten laskemiseen tarvittavat tiedot Beard et al. mu-

kaan.
{2.1) (2.2) {2.3) (2.4)
Ao An /ln A°
P. P, P.
Var(X.) Var({X,}
yXo

Silloin, kun vahinkojen lukumaéra on Poisson-jakautunut riittda, etté tunnetaan
yksittiisvahingon jakauma. Tamén avulla pystytdan laskemaan kaikki taulu-
kossa 3.2 mainitut tekijat. Jos jakaumaa ei tunneta, niin vain jakaumasta

riippumaton laskukaava (2.4} ja mahdollisesti (2.3) pystytdén evaluoimaan.

3.4.3 Solvenssityoryhmé

Solvenssitydryhman ehdotus optimaaliseksi omapidatysmééréksi on 4% koko
liikkeen vakuutusmaksutuotosta (yhtdlo 2.5}). Simulointiaineistossa 4% mak-

sutulosta johtaa omapidétykseen M = 886 tmk.

3.4.4 Straub

'Kuten Beard et al. tapauksessa esitetdan Straubinkin kohdalla seké alkuperai-
sesti teoreettisesta mallista ratkaistu omapidéatys ettd Straubin sille johtama
approksimaatio. Teoriassaan Straub etsii omapidétysta, joka vastaa annettua
Aarettdmén aikavélin tuhon todennakdisyyden ylaraja-arviota. Han pééatyy

vht#ldon (2.6), joka voidaan kirjoittaa myds muodossa
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-lne Var(X;) _ -lne E(Z2)
2E(Y,) 2A E(Z,)

Straub ehdottaa, ettd omapidatys ratkaistaan excess of loss -jélleenvakuutus-

ta kaytettdessd yhtélosta (2.7)

( ) _( = )

g M) = E(Z, _  E(X) lne

(1} = a

( E(Z2) Var{X)/[E(X)]?

Siirtamalla tassikin U yhtélén vasemmalle puolelle (ja kdyttdmalla hyvéksi

tietoa, ettd vahinkojen lukumé&é&réd on Poisson-jakautunut) saadaan

-lne E(Z,) E(Z?)
2 A [E(2)]?

Kuvassa 3.6 on esitetty niiden kahden lausekkeen arvot vililta, joka vastaa
riskipddomia 0 - 20 Mmk. Varmuuskertoimena A, on kdytetty seké vakiota
0.04 etté alakohdassa 3.2.4 maariteltyd M:n funktiota. Liitteen 3 kuvassa

L.3.4 kuvaajat on esitetty koko maéérittelyalueellaan.

35

30

/ | ]
V4

f 1 _

1 LT

A

7
/

0

—m— (2.6) tn=0001; varmumskerrein vakio —a— (2.6} tn=0.001; varmuuskerroinMm ikt g (2.7) tn=0.001; varmuuskerroin vakie

e (2.6) tn=0.01: vapnmskerroin vakio e (2.6} n=0.01; varmuskerroin Man fit —_—r— 27 tn =0.0 1; varmuuskerroin vakio

100 200 300 400 500 600 700
M (tmk)

Kuva 3.6 Omapidatyksen méaarddminen Straubin mukaan.

A, = vakio = 0.04 tai M.n funktio, tn = &.

(2.6} alkuperdinen malli
{2.7) approksimaatio

Kuvasta nahd&an, ettd Straubin heuristisesti johtama approksimaatio johtaa
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selvasti alkuperdisesta mallista poikkeaviin tuloksiin. Myds varmuuskertoimen
valinta vaikuttaa tuloksiin olennaisesti. Suuri poikkeama vakiokertoimella
lasketuista tuloksista johtuu siitd, ettd Amslerin ehdottama varmuuskerroin
riippuu suoraan omalla vastuulla olevan ja koko liikkkeen vahinkomenojen ha-
jontojen suhteesta. Kuvan 3.6 mukaisiila pienilld omapidatyksilld tdma suhde
on simulointiaineistossa pieni, jolloin A, saa niinkin pienid arvoja kuin O -
0.013.

Taulukossa 3.3 on annettu esimerkkeja kaavoilla (2.6} ja (2.7} lasketuista

omapidatysmaaristé.

Taulukko 3.3 Optimaaliset omapidatysmaarat (tmk) eri taustaoletuksilla

Straubin mukaan.

£ U A, (2.6) (2.7}
0.001 5 Mmk 0.04 71 2
AlM) 15
10 Mmk 0.04 149 5
AM) 33
20 Mmk 0.04 322 12
AlMY) 78
0.01 5 Mmk 0.04 109 4
Al 23
10 Mmk 0,04 233 g
AlM) 54
20 Mmk 0,04 511 21
AM) 132

Kuten edellisen alakohdan mallissa, téssékin alkuperdinen yhtalé ja sen ap-
proksimaatio eroavat toisistaan {askennallisesti vain siind, onko Var{X,), tai

yhtépitévasti E(Z,%), kaytettavissi vai ei.
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3.4.5 Amsler

Amslerin kdyttdma omapidatyksen maardamistapa on pééperiaatteiltaan sama
kuin Straubin menetelma. Kuitenkin sen sijaan, ettd kehittéisi "jakaumasta
riippumatonta” approksimaatiota Straubin tapaan, Amsler olettaa reippaasti,

ettd yksittdisvahingon jakauma on tunnettu.

Amsler paatyy yhtaldén (2.8), joka yhdistetyn Poisson-jakauman tapauksessa

voidaan kirjoittaa muodossa
-1lne
Ly (——1}
(“—l? )Bytnle ™ T -1] =0
eli
A1) el (-152) 1] =0,
missi lauseke M, (.) approksimoidaan numeerisesti. Koska riskipdaoma U
esiintyy yhtéldssid myés momenttigeneroivan funktion sisalld, ei edellisten
alakohtien mukainen esitystapa ole mahdollinen. Kuvassa 3.7 on piirretty vh-

t&ldn (2.8) lauseke M:n funktiona, kun varmuuskerroin on vakio 0.04.

0.4

0,3

0,2

0,1

e

_*____________.4

—

0 100 200 400 500 600

300
M ({tmk)}
e U=5Mmk; tn =0.001 _—U=10Mmk; tn=0.001 _, U=20Mmk; tn=0.001
—e—U=5Mmk; tn=001 —e—U=10Mmk; tn=001 -U=20Mmk; tn=0.01

Kuva 3.7 Omapidatyksen méaardaminen Amslerin mukaan (2.8).

A, = 0.04; tn = &.
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Liitteessa 3 on annettu vastaava kuvaaja, kun varmuuskerroin riippuu M:sté

(kuva L3.5). Kirjoitetaan vield tulokset taulukkomuotoon. .

Taulukko 3.4 Optimaaliset omapiddtysmaarét {tmk)} eri taustaoletuksilla Ams-

lerin mukaan.

Kuten Straubin tapauksessa tdssakin varmuuskertoimen valinta vaikuttaa

tuloksiin huomattavasti.

3.4.6 Waters

Waters tarkastelee tilannetta, jossa jokainen riski jalleenvakuutetaan erikseen.
Riskeille etsitdan sellaiset omapidétykset, ettd sedentin darettémén aikavalin
tuhon todennikdisyyden ylaraja minimoituu. Jokaiselie riskille saadaan siis
oma omapidatysmaarénsd. Kunkin riskin yksittdisvahingon oletetaan olevan
peraisin vahinkoprosessista, jonka jakaumat tunnetaan. Riskit oletetaan toi-

sistaan riippumattomiksi.

Koska simuloinnissa tarkastellaan pelkéstéan vahingoista muodostuvaa aineis-

toa, ei Watersin menetelman soveltaminen sellaisenaan ole mahdollista.
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Yksinkertaistetaan mailia siten, ettad tarkastellaan vain yhden riskin jalleenva-
kuuttamista. Etsitdan se omapidatysmadérd, jolla darettébman aikavalin tuhon

todennakdisyys minimoituu, kun vahinko on perdisin vahinkoprosessista,

. jonka vahinkolukumaééaran jakauma on Poisson(n) ja yksittdisvahingon jakauma

S{Z). Kuten edellistenkin menetelmien kohdalla, jakaumat lasketaan simu-

lointiaineistosta.

Nailla oletuksilla riskien lukumaérad N on siis yksi, ja Watersin johtama tulos
voidaan tiivistda seuraavasti: optimaalinen omapidéatys M’ = & In{1+4),
missd &' on yhtalén H(é) = O yksikisitteinen positiivinen ratkaisu. T&ma on

vhtapitdvaa sen kanssa, etté
G(M*,R*) = G(M*,1/8%) = G(M*, In(1+A,) /M) =0

Kuvassa 3.8 on piirretty G(M, In {1 +4)/M) M:n funktiona.

4,5

-2,5

1E+00

1E+01 1E+02 1E+03 1E+04  1E+05 1IEH6  1EH7 1E+08 1E+09 1E+10
M (mk)

Kuva 3.8 Omapidédtyksen maardadminen Watersin mukaan.

A, = 0.04.

Kuvaajasta néhdéén, etta funktion G ainoa nollakohta saavutetaan M:n arvolla

M = 16 mk.
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3.5 Simulointiaineistosta laskettu omapidatysmaara

‘Yritetéén seuraavaksi laskea optimaalinen omapiddtysmééra suoraan gene-

roidusta aineistosta. Etsitddn simulointiaineistosta ne omapiditysmaéarat,
joilla 1 %o tai 1 % simulaatiotoistoista johtaa vararikkoon. Vararikko maéritel-
l44n samoin kuin tdhankin asti, eii vararikko tapahtuu, kun omalla vastuulla
oleva vahinkomeno ylittdd oman osuuden maksutulosta lisdttyna riskipadomal-
la. Talla tavalla laskien saadaan estimaatti omapidatykselle, jolla yhden

vuoden tuhon todenndkdisyys on 0.001 tai 0.01. Tarkastelukulma on siis

sama kuin Beard - Pentikdinen - Pesosella.

Kuvassa 3.9 on piirretty omalla vastuulla olevan vahinkomenon prosentiileja
eri omapidétysmaérilld 5 prosentin vélein. Toisin sanoen alin viiva esittda X :n
minimin 5 000 toistossa eri M:n arvoilla, toiseksi alin 5-prosentiilin, seuraava
10-prosentiilin ja niin edelleen. Ylin viiva on luonnollisestikin X,:n simulaa-
tiotoistoissa havaittu maksimi. N&in saadulla viuhkakuvaajalla pyritdan kuvaa-
maan omalla vastuulla olevan vahinkomenon vaihtelua. Kuvasta nidhdéaén,
ettd vahinkomenon jakauma on hyvin vino. 95 prosentissa toistoista vahinko-
meno jaa alle 40 Mmk, kun suurin vahinkomeno on noin 125 Mmk (vertaa

myds kuvaan 3.3).

Xo (Mmk)

150 -

100

50

20 40 60 80 100 120

Kuva 3.9 Omalla vastuulla olevan vahinkomenon X, prosentiilit 5% vélein

5 000 simulaatiotoistossa.
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Kuvassa 3.10 on esitetty samasta kuvaajasta alkupda (M < 4 Mmk). Kuvaa-
jaan on lisdtty myés kayrat B, , B, + 5 Mmk , B, + 10 Mmk ja B, + 20
Mmk. Kuvassa 3.11 nakyvét vararikkojen suhteelliset méarét eri oma-

pidatyksilla.

0 b3 2 3 4
M (Mmk)
—w— BO —w—Bo+5Mmk _, Bo+ 10Mmk _-  Bo + 20 Mmk

“Kuva 3.10 Omalla vastuulla olevan vahinkomenon X, prosentiilit 5% valein 5 Q00
simulaatiotoistossa pienilld omapidatyksen M arvoilla sekd omalla vas-
tuulla oleva maksutulo B, liséttyna riskipddomilla O mk, 56 Mmk, 10

Mimk ja 20 Mmk.

0,25
= | — " |
0,2
0,15
0,1
0,05
—
0
0 20 40 60 80 100 120
M (Mrk)
—e-Xo>Bo+5Mmk o Xo>Bo+10Mmk — Xo >Bo+20Mmk

Kuva 3.11 Vararikkojen suhteelliset maarat simulointitutkimuksessa. Kéyrapareis- .

fa ylemmissa A, on M:n funktio ja alemmassa A, = 0.04 .
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Taulukossa 3.5 on annettu yhteenveto omapidatysméaaristd, jotka johtivat

vararikkoon kerran tuhatta ja kerran sataa simulaatiota kohti.

Taulukko 3.5 Simulointiaineistosta suoraan lasketut optimaaliset omapidétys-

maarat (tmk) eri taustaoletuksilla.

Vararikkojen U A, I Optimaalinen

lukuméaara M {tmk)
1/1000

A(M) 385

10 Mmk 0.04 1 200

A{M) 1133

20 Mmk 0.04 4 000

A(M) 3 850

1/100 | 5 Mmk 0.04 661

A(M) 616

10 Mmk 0,04 1974

A(M) 1 863

20 Mmk 0,04 g8 100

A(M) 8 000




63

3.6 Menetelmien vertailu ja johtopdatokset

3.6.1 Yleista

Edellisista kohdista ky selvéasti ilmi, ettd eri malleilla iaskien paéddytdan hyvin
erisuuruisiin optimaalisiin omapidatysmaéariin. Odotetusti ratkaisevinta on se,
mika optimointikriteeri valitaan, toisin sanoen tarkastellaanko yhden vuoden
vai darettébman aikavalin todennakdisyyksia. Adrettéman aikavalin vararikko-
todennakdisyyksid kdytettdessa (Straub, Amsler) paédstddn omapidétyksiin,
jotka ovat suuruusluokaltaan noin kymmenesosa vastaavista omapidétyksisté
yhden vuoden tarkasteluissa (Beard et al.). Kaikkein pienimp&an omapidétys-
madrdan paddyttiin, kun yritettiin minimoida &arettémaén aikavalin vararikkoto-

denndkdisyytta (Waters).

Toinen silmiinpistdva ero syntyi alkuperdisten mallien ja niiden tilalle ehdotet-
tujen approksimaatioiden vilille {Beard et al., Straub). Beard et al. toteavatkin
kirjassaan, ettd approksimaatio (2.4) on hyddyllinen enintaén joissakin erikois-

tapauksissa.

Seuraavissa alakohdissa kootaan yhteen edellisessé kohdassa saatuja simu-

lointituloksia ja vertaillaan niitd keskendédn.

3.6.2 Yhden vuoden tarkastelut

Kun verrataan taulukossa 3.5 lueteltuja sucraan simulointiaineistosta laskettu-
ja omapidatyksid taulukon 3.1 Beard et al. mukaisesti laskettuihin vinouden
huomioon ottavan NP-perusyhtalén (2.2) tuottamiin omapidétyksiin, niiden
havaitaan olevan hyvin ldhell3 toisiaan. Kuvissa 3.3 ja 3.4 nahtédva vahinko-
menon jakauman poikkeaminen NP-approksimaatiosta ei siis ole tulosten

kannalta kovin haitallista.

Puhtaaseen normaalijakaumaan perustuva malli {2.1) antaa luonnollisestikin
suurempia omapidétyksia kuin pitéisi. Suhteellinen poikkeama simulointiai-
neistosta lasketuista omapidatyksistd kasvaa nopeasti riskipddomaa kasvatet-

taessa. On ehk& ylliattavaa, etta approksimaatio (2.3) antaa riskipddoman
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"pienilla" arvoilla huonompia estimaatteja kuin normaalijakaumamalli (2.1).
Simulointiaineistossa normaalijakaumamalli johtaa itse asiassa melko hyviin
approksimaatioihin, kun riskipddoma on alle 10 Mmk. Liitteen 3 kuvasta L3.1
nahdéén, ettd riskipddoman kasvaessa malli (2.3) toimii paremmin kuin huole-

ton normaalijakaumamailli.

Yhteenvetona voidaan todeta, etté jos yksittdisvahingon jakauma on kaytet-
tavissé, niin omapidatys kannattaa estimoida kayttden NP-perusyhtaléd (2.2),
muussa tapauksessa suuntaa antavana arviona voitaneen pitda pienempéé

yhtédldiden (2.1) ja {2.3) perusteella lasketuista omapidétyksista.

3.6.3 Adrettoman aikavilin tarkastelut

Solvenssityéryhmén tarkastelukulmana oli &éretdn aikavéli. Yhtdlon (2.5}
perusteella laskettu omapidatysm&srd on melko varovainen arvio verrattuna
simulointiaineistosta yhden vuoden perusteella laskettuthin omapidatyksiin.
Neljan prosentin sadnndlla saatu omapidétys vastaa simulointiaineistossa
yhden vuoden tarkasteluissa tilannetta, missa riskipddoma on 5 ja 10 miljoo-

rnan valilla.

Straubin alkuperiisen mallin (2.6) ja Amslerin menetelmén (2.8) tuottamat
omapidatysmaérat ovat hyvin [&helld toisiaan (ks. taulukot 3.3 ja 3.4). Tama
olikin odotettavissa, onhan kummallakin tarkastelujen l&htokohta sama. Se,
ettd Straubin mallilla saadaan jonkin verran korkeampia omapiddtysmaéaria
johtuu siitd, ettd Straub approksimoi kokonaisvahinkomenon jakaumaa nor-
maalijakaumalia, kun taas Amsler kéyttda suoraan tunnetuksi olettamaansa
yksittdisvahingon jakaumaa. Straubin edelleen johtama approksimaatio (2.7)
poikkeaa kaikkien muiden laskutapojen tuloksista niin paljon, ettd sen kaytta-

minen ei liene perusteltua.

Waters ja Centeno tarkastelevat omapidétyksen maéréémisté excess of loss -
jalleenvakuutuksessa riski kerrallaan. He etsivat omapidatyksia, joilla aéret-
téman aikavélin vararikkotodennakdisyyden yléraja-arvio minimoituu. Erona
heidan tutkimuksissaan on se, miten jilleenvakuuttajan varmuuskerroin vali-
taan. Alakohdassa 3.4.6 kokeiltiin Watersin tutoksia (4, on vakio) yhteen ris-

kiin. Toisin sanoen ajateltiin, etta riskit ovat siind mielessé identtisid, etta
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jokainen vahinko on peréisin samasta jakaumasta riskista riippumatta. (tse

asiassa tAma sama oletus tehtiin kaikkien edelld mainittujenkin menetelmien
kohdalla.) Nain ollen, etsimélld optimaalinen omapidatys vhdelle esimerkki-
rilskiHe ldydettiin optimointikriteerin t&yttdva yhteinen omapidatys kaikille

riskeille.

Téten laskemalla pd&dyttiin omapidatysmaardin 16 mk, eli laskelmalla ei
nayta olevan mitdan kaytannon merkitystd. Syynd pieneen omapidatykseen
‘on tietenkin osaltaan se, etté riskeittdin tapahtuvasta tarkastelusta luovuttiin.
Todennékdisesti, jos kullekin riskille maarattaisiin vahinkojakaumat yksitellen,
niin esimerkiksi yksittéisvahinkojen jakaumat olisivat siistimpiéd kuin koko
aineistossa jo siitdkin syysta, ettd oletuksemme perusteella vahinko ei voi
ylittad riskin vakuutusmaérasd. Vakuutusmaéarajakauma puolestaan oli selvésti
cikealle vino (liite 1). Toinen syy epérelevanttiin tulokseen on ilmeisestikin
‘ongelmanasettelussa. Tuntuu kdytadnnon kannalta vieraalta ajatukselta etsid

- minimia adrettdman aikavalin tuhon todennakéisyyden ylérajalle, josta ei edes

tiedetd, kuinka lahellad todellista arvoa se on.

3.6.4 Yhden vuoden ja drettomin aikavalin tarkastelujen vertailua

Yhden vuoden ja darettdman aikaviélin tarkasteluja on mahdotonta laittaa

paremmuusjirjestykseen. Riippuu tilanteesta ja riskinottovaimiudesta, kum-

paa ldhestymistapaa halutaan kayttaa. Kuten edellisessd kohdassa osoitettiin,
" Aarettdman aikavélin mallit johtavat, luonnollisestikin, huomattavasti konser-

vatiivisimpiin omapidatyksiin kuin yhden vuoden mailit.

Adrettéman aikavélin mallit nayttivit myds reagoivan yhden vuoden malleja
herkemmin varmuuskertoimen valinnalle. Koska varmuuskertoimen méaaritta-
minen ei kdytdnndssa ole aivan yksinkertaista, puoltaa se yhden vuoden tar-
kastelujen kayttamistsd. Riskipddoman suuruus ja tuhon todennékoéisyyden
valinta vaikuttavat ratkaisevasti omapidatysmé&ardan kummankin tyyppisissé

tarkasteluissa.

Jotta saataisiin jonkinlainen késitys yhden vuoden ja darettoman atkavalin
tuhon todennakdisyyksien keskindisistd suhteista, lasketaan vield, minkd suu-

ruisia Aarettdman aikavalin todenndkdisyyksid yhden vuoden tarkasteluissa
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havaitut omapidatykset vastaavat. Oletetaan, ettd varmuuskerroin on vakio.
Talldin simulointiaineistosta lasketuilla omapidatyksilld Amslerin kaavalla arvi-
oidut ddrettdméin aikavalin tuhon todennakdisyydet ovat vélilla 0.33 - 0.49,
kun € = 0.001 ja vélilld 0.45 - 0.64, kun € = 0.01. Téssa tuhon todenndkdbi-
syys kasvaa riskipAdoman mukana, toisin sanoen riskipddoman lisddmisen
vaikutus tuloksiin on suurempi yhden vuoden tarkasteluissa kuin d8rettémalia
aikavalilla. Omapidatyksesta riippuvaa varmuuskerrointa kaytettdessd vastaa-

vat darettéman aikavélin todennakéisyydet ovat vieldkin isompia.
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3.7 Simuloinnin kdytto optimaalisia omapidéityksiéi etsittdessa

Téssa tydssa simuloitua aineistoa on kéytetty toisaalta siten, etta siité eva-
Juoitiin omapidatysten masraamiseksi ehdotettuja lausekkeita, ja toisaalta
siten, ettd sen avulla laskettiin suoraan, miké on tiettyd vuoden tuhon toden-
nakéisyytta vastaava omapidatysméard. Kummassakin tapauksessa tarkastel-
tava malli pidettiin hyvin yksinkertaisena. Toisin sanoen, jélleenvakuutusmuo-
tona oli excess of loss, vakuutuskanta muodostui yhdestd vakuutuslajista,
jolle etsittiin yksi yhteinen omapidatysméaéré, ensi- ja jélleenvakuutusmaksut

laskettiin teoreettisesti "oikein” ja niin edelleen.

Jos yksinkertaistavista oletuksista joudutaan luopumaan, ongélman tarkastelu
kiy teoriaan pohjautuvissa malleissa pian hyvin vaikeaksi, jopa mahdottomak-
si. Tallaisissa tapauksissa simulointitutkimus osoittaa todelliset etunsa. Kun
aineisto on generoitu, voidaan eri parametreja muuttaa, ja simuloidusta "popu-
|aatiosta" laskea uutta tilannetta vastaavat omapidatykset. Tallgin esimerkiksi
teoreettisesti raskaan surplus-jilleenvakuutuksen tarkastelu onnistuu suhteel-
lisen helposti. Samaten yhden vuoden vararikkotodennékdisyyden asemasta

voidaan tarkastella vaikkapa vararikkoa muutaman vuoden ajanjaksolla.

Simulointia onkin kaytetty hyvaksi jalleenvakuutusratkaisujen tarkastelussa ja
vertailussa. Esimerkiksi Kélnische Rick -yhtidssé kehitetty PCR-jérjestelma
(Portfolio - Claims - Reinsurance), jota on edelleen kehitetty CARE-jér]estel—
maksi, on monipuolinen jalleenvakuutussalkkujen analysointiohjelmisto
[AND85]. CAREssa simulointi on toteutettu silld tavoin yksinkertaistaen, etté
fukuisien toistojen asemasta jarjestelma generoi satunnaisesti vain yhden
tyypillisen esimerkkiotoksen, jonka perusteella erilaisten jalieenvakuutusrat-

kaisujen vaikutuksia tulokseen tutkitaan.

Tassi tutkielmassa on naytetty, kuinka simulointitutkimusta, missa toistoja on
useita, voidaan kayttda hyviksi omapidatyksen etsimiseen vksinkertaisessa
tilanteessa. Mallia voidaan tietenkin kehittda edelleen lisdamalla sithen para-
metreja CARE-jariestelmén tapaan. Télidin sen avulla voitaisiin tutkia moni-
mutkaisempiakin jalleenvakuutusjarjestelyja, ja simuloimalla voitaisiin selvittaa
muidenkin tekijéiden kuin varmuuskertoimen, riskipddoman ja vararikkotoden-

nakdisyyden vaikutusta omapidatyksen valintaan.






LIITE 1

TEOLLISUUSPALOVAKUUTUS, VAHINGOITTUNEIDEN RISKIEN VAKUUTUSMAARAT JA
VAHINKOASTEEN KAKSI ENSIMMAISTA ORIGOMOMENTTIA PERUSTUEN VAKUUTUSALAN

TILASTOKESKUKSEN PALOVAHINKOJEN TILASTOAINEISTOON VUOSILTA 1973 - 1978 [HEI81]

SEKA VAHINKOASTEEN MOMENTTEJA VASTAAVAN BETA-JAKAUMAN PARAMETRIT a JA 5 .

VAKUUTUS- | VAKUUTUS-
MAARALUOKAN MAARAN E(C) E(C?) a B

YLARAJA JAKAUMA
1 10 000 0.02553 2.451E-01 1.481E-01 0.2701 0.8319
2 16 000 0.02413 1.027E-01 4.892E-02 0.1439 1.2576
3 20 000 0.01435 1.323E-01 7.350E-02 0.1389 0.9111
4 35 000 0.08357 8.437E-02 4.238E-02 0.1006 1.0815
5 50 000 0.05258 6.038E-02 2.607E-02 0.0924 1.4377
6 70 000 0.05474 7.582E-02 4.317E-02 0.0662 0.8063
7 100 000 0.03924 7.418E-02 4.154E-02 0.0672 0.8385
8 160 000 0.04775 6.432E-02 3.169E-02 0.0762 1.1081
9 200 000 0.02159 1.155E-01 7.188E-02 0.0861. 0.6591
10 350 000 0.05359 9.040E-02 5.393E-02 0.0721 0.7250
11 500 000 0.02883 7.535E-02 3.656E-02 0.0946 1.1614
12 700 000 0.02946 6.499E-02 3.716E-02 0.0549 0.7901
13 1 000 000 0.02845 8.277E-02 4.479E-02 0.0829 0.9182
14 1 600 000 0.03683 3.325E-02 1.068E-02 0.0796 2.3132
15 2 000 000 0.01511 5.677€-02 2.438E-02 0.0869. 1.4440
16 3 500 000 0.04445 2.083E-02 4.994E-03 0.0723 3.4004
17 5 000 000 0.02527 1.746E-02 4.895E-03 0.0478 2.6896
18 7 000 000 0.02654 1.944£-02 7.016E-03 0.0364 1.8352
19 10 000 000 0.02921 1.349E-02 3.303E-03 0.0440 3.2200
20 16 000 000 0.03493 8.407E-03 8.086E-04 0.0866 10.2105
21 20 000 000 0.01740 1.186E-02 4.939E-03 0.0171- 1.4253
22 35 000 000 0.04839 5.323E-03 1.161E-03 0.0198 3.6550
23 50 000 000 0.03797 5.182E-03 5.776E-04 0.0433 8.3170
24 70 000 000 0.02769 3.174E-03 2.338E-04 0.0417 13.1003
25 100 000 000 0.03327 1.758E-03 1.386E-04 0.0210 11.9295
26 160 000 000 0.04356 9.985E-04 2.150E-05 0.0476 47.6040
27 200 000 000 0.02375 5.912E-04 7.249E-06 0.0500- 84.5889
28 350 000 000 0.03759 1.283E-04 7.338E-08 0.2890 2 252.49
29 500 000 000 0.007493 2.068E-03 1.419E-04 0.0289 13.9512
30 700 000 000 0.003937 2.613E-04 4.290E-07 0.1890 723.0017
31 1 000 00O 000 0.002413 1.0B4E-04 3.379E-08 0.5330 4 916.39
32 { 1600 000 000 0.000381 6.000E-05 4.667E-09 3.3737 56 224.68




LIOTE 2

SATUNNAISLUKUGENERAATTORI BETA-JAKAUMALLE Betala , £} .
ALGORITMI B1 [DAGSS].

Algorithm Bl

Input [o, B8] Saved [a, b, J,4d, [, A, T, c}.
Output [X] Parameter [U, ¥V = machine’s smallest and largest

S1
S2
S3
54
S5
56
S7
S8
S9

positive real numbers].

If B > a then
da=fb=a J:=1
Else
a=ob=§J=0
End if.
d=af/b,f=a+b.
If b > 1 then
A= f{(2ab—a—b)f(a+b—2)}, T=1
Else '
A=b, T=1/{1+[a/(bV)]*}.

S10 End If.
Sl ci=a+ 4.

1

FCUR VAN o

0O =) N\ A

11
12
13
14
15
16
17
18

generate R,, R, ~ U(0, 1).

S:=R,R}.

IfR, <UorS<0goto L.

If Ry < T then
G:=In{R,/(1—R,)}/A
Y= dexp (G) o
Z=cG+fIn{(l+d)/(1+Y)}—In4
If S—1 > Z then

IfS—1>8Z goto 1
IfIn § > Z goto 1.

End If.
X=Y/(1+7)

Else
If 45 > (1 + 1/d) goto 1.
X=1

End If.

If J =1 then
X=1-X

End IF.

Exit.



LIITE3/1
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¥
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0 20 40 60 80 100 120 140
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Kuva L3.1 Omapiddtyksen mairdiminen Beard et al. mukaan.
A= 004 £ =0.001
(2.1) perusyhtils, normaalijakauma
(2.2) perusyhtild, NP-kaava
(2.3) perusyhtiild, jakanmasta riippumaton
(2.4) peukalosiintd, alaraja.

35

30 /

25 [] //‘} /
E "’ [ /;2/':-"// - |
; 15 // -

10 / ///

5
0
0 5 10 15 20
M (Mmk)
e (2] e (22) e (23) (28

Kuva L3.2 Omapidityksen midriiminen Beard et al. mukaan.
= 004 £=20.01 :
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0 3 15 20

10
M (Mmk)
e 21 =001 _,-(22) tn=001 _, (23) =001
— 21 tn=0.001 —em(22) tn=0.001 —n(23) tn=0.001

Kuva 13.3  Omapidityksen méirdfiminen Beard et al. mukaan.
)\, = alakohdassa 3.2.4 midritelty M:n funktio ; tn = ¢&.
(2.1) perusyhtilo, normaalijakauma
(2.2) perusyhtilo, NP-kaava
(2.3) perusyhtils, jakaumasta riippumaton

500

400 /

300
f

200 /7
100 /‘)/

0

1E+H0 1E+01 1E+02 1E+03 IE+0£ (k) 1E+05 IE+06 1EH7 1E+08 IE+(09
m|

U (Mmk)

—u— (2.6)tn =0.001 ; varmuusk. vakio _,  (2.6)tn = 0.001 ; varmunsk. Mn fki_,_ (2.7) tn = 0.001; varmuusk. vakio

— g (2.6)tn =0.01 ; vatmuusk, vakio __, . (2.6) tn=0.01 ; varmuusk. M fkt _,  (2.7)tn =0.01 ; varmuusk. vakio

Kuva L3.4  Omapidityksen miiridminen Straubin mukaan.
A, = vakio tai alakohdassa 3.2.4 madritelty M:n funktio; tn = £.
(2.6) malli
(2.7) approksimaatio
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0,03 /
0,02 j—
0,01
0 4 / ///
—
-0,01
] 50 100 150

e U=5Mmk;tn=0.001 _,_ U=10Mmk;tn=0.001 o U=20Mmk;tn=0.001
—e—U=5Mmk;tn=001 _—U=10Mmk;tn=0.01 —au-U=20Mmk;tn=0.01

Kuva L3.5 Omapidityksen mi4riiminen Amslerin mukaan (yhtiio 2.8).
A, = alakohdassa 3.2.4 mairitelty M:n funktio; in = &.
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