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Abstract

Generalized linear models are nowadays used as a standard method for pricing motor and other
personal lines insurance in the European Union and in many other markets. Models show the
true statistical effect of rating factors upon the expected claims cost taking into account corre-
lations and interactions between rating factors and the nature of random process. Claim fre-
quency and severity are ofien modelled separately for different claim types. The technique of
iterative weighted linear least-squares can be used to obtain maximum likelihood estimates of
the parameters with observations distributed according to a distribution of the exponential
family.

The structure and components of a generalized linear model, the measures of a model fit and
the method of solving the parameters of a model are presented. The treatment of a generalized
linear model using quasi-likelihood is introduced. In the 1960s actuaries developed ratemaking
techniques, which are known as minimum bias procedures. The correspondence between mini-
mum bias procedures and generalized linear models is defined. Some but not all minimum bias
procedures have a corresponding generalized linecar model and vice versa.

The effect of the selection of a distribution and a link function is investigated with the aid of
an example, in which models has been fitted to British motor vehicle insurance data. The data
gives average claim severities for private passenger car collisions. Claim frequency and severity
models are fitted to motor third party liability data of Pohjola Insurance Company. The data
consists of the material damage and personal injury claims of the passenger car policies of
private persons. It turns out, that in addition to the region of use, the engine cubic capacity and
the make and model of a car also the age of a driver and the age of a car influences to material
damage and personal injury risk.
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1. JOHDANTO

Nelder ja Wedderburn (1972) esittivit, miten lineaaristen mallien yhteydessé kéytettdvit
menetelmit voidaan laajentaa toimimaan yleisemmin. Selitettivin muuttujan ei tarvitse
olla normaalisti jakautunut ja jatkuva, ja sen suhteen selittédviin muuttujiin ei tarvitse olla
ineaarinen. Normaalijakauman ja lineaaristen mallien hyvét ominaisuudet saadaan kayt-
toon eksponenttijakaumien perheessi, joka sisiltdd mm. vakuutusalalla kiyttokelpoiset
Poisson-, binomi- ja gammajakaumat. He kutsuivat malliaan yleistetyksi lineaariseksi mal-
liksi (Generalized Linear Model). He kehittivit my6s jo vuonna 1972 mallille ratkaisume-
netelmin, jolla saadaan mallin parametrien suurimman uskottavuuden estimaatit. Vield ny-
kyidnkin yleistettyjen lineaaristen mallien ratkaisemisessa kiytettdvit ohjelmistot perustu-
vat tdhén vuonna 1972 kehitettyyn menetelmaén.

Wedderburn laajensi yleistettyjen lineaaristen mallien sovelluttavuutta vaonna 1974, kun
hiin esitti kvasiuskottavuuden. Hiin osoitti, ettd usein ei ole tarpeellista tehdi satunnaisvaih-
telua koskevia yksityiskohtaisia olettamuksia. Sen sijaan parametriestimaattien monet hyo-
dylliset alun perin suurimman uskottavuuden teorian perusteella johdetut ominaisuudet voi-
daan perustella heikompien muuttujien riippumattomuutta ja toisia momentteja koskevi-

en oletusten avulla. On tarpeen tietdd, miten jokaisen havainnon varianssi muuttuu havainnon
odotusarvon muuttuessa, mutta ei ole tarpeen médritelld koko jakaumaa. Kéytanndn ongel-
mat ratkaistaan nyky#in useimmiten soveltamalla malleja kvasiuskottavuuden mukaisesti.

Vakuutusalalla yleistettyji lineaarisia malleja on kéytetty 1980-luvun alusta alkaen. Yksi tér-
keimpii sovellusalueita on vahinkovakuutusten hinnoittelu, mutta GLM-malleja voidaan
k#yttas myds monien muiden vakuutusalan perusasioiden ratkaisuvilineens. Haberman ja
Renshaw (1996) mainitsevat ja esittivit esimerkkeja vahinkovakuutuksen hinnoittelun li-
stiksi seuraavista sovelluksista :

{a) eliniin mallintaminen henkivakuutuksessa

(b) sairausvakuutuksen tilamallit

(c) vahingon suuruusjakauman sovittaminen vahinkoaineistoon

(d) riskien luokittelu ; vahingoittuneiden henkildiden kuolevuuden mallintaminen; tu-
pakoitsijoiden lisikuolevuuden mallintaminen; henkivakuutusten ennenaikaisen
paittymisen mallintaminen

(e) vahinkovakuutuksen vahinkojen varaaminen.

Vahinkovakuutuksen hinnoittelussa GLM-mallien kiyttd yleistyi 1990-luvulla, ja nyky&én
my®s monet pohjoismaiset vakuutusyhtist kayttivit niitd riskimaksujen laskentavilineend
erityisesti moottoriajoneuvojen vakuutuksissa ja kotivakuutuksissa. Malleilla voidaan testata
eri tekijéiden vaikutusta vahinkojen lukuméiirisin ja vahingon suuruuteen, ja valita maksun
mésrasimisessi kiytettdvit tariffitekijat. Mallien kertoimien avulla voidaan laskea vahinko-
tiheys ja yksittdisen vahingon suuruus, joiden avulla saadaan riskimaksu. Murphy, Brockman
ja Lee (2000) esittivit, miten GLM-malleja voidaan riskimaksujen laskemisen lisaksi kayttad
vakuutusten undistamisen, uusien vakuutusten alkamisen ja asiakkaan hintajouston mallinta-
miseen.

Ulrich Meyer (2002) teki tutkimuksen Euroopan Unionin jisenvaltioissa toimivien vakuu-
tusyhtididen yksityiskdyttdisten henkildautojen moottoriajoneuvon vastuuvakuutuksessa



kiyttimistd hinnoittelutekijsisti. Kaytdssa olevien tekijdiden lisiksi selvitettiin, miten pal-
jon eri vakuutuksenottajaryhmien maksamat vakuutusmaksut poikkeavat toisistaan. Tutki-
mukseen osallistuneita maita koskevat tiedot ovat vuodelta 1998. EU:n alueella yhdenmu-
kaistettiin vakuutusvalvontaa 1990-luvun puolivilissi, miké johti useassa jisenvaltiossa
valvonnan lieventymiseen. Vakuutusyhtidt voivat itse mééréitd vakuutusmaksut, ja yhtién
kéyttimét hinnoittelutekijit ovat suuressa médrin yhtion valittavissa. Uusi tilanne johti use-
assa maassa kilpailun lisdsintymiseen, mik# ilmeni maksutason alenemisena, yhtisiden tu-
losten heikkenemiseni ja vakuutusmaksujen suuruuserojen kasvuna. Alkoi kilpailu "hy-
vistd riskeistd”, joita yhtiot yrittivit saada asiakkaikseen tarjoamalla matalia vakuutusmak-
suja. Maksujen laskennassa sovellettiin uusia vakuutettavaan riskiin yhteydessé olevia teki-
joitd. Kun jollakin yhtislld on vihemmiin riskin luokittelutekij6itd kuin kilpailijoilla, sithen
kohdistuu epiedullinen riskin valinta, ja sen osuus riskimielessi huonommista vakuutuk-
senottajista kasvaa, ja yhtién kannattavuus heikkenee.

Saksassa vakuutusyhtididen on lains&idinndn perusteella toimitettava vuosittain tilasto-
aineisto vakuutusyhtitiden yhdistykselle ( Gesamtverband der Deutschen Versicherungs-
wirtschaft), joka mésrittii yhteisestd tilastoaineistosta suosituksen riskimaksuista, joissa
on kiytetty yleisimpii tariffitekij6ita. Yksittdiset yhti6t voivat laskea omat maksunsa néi-
den GDV :n riskimaksujen perusteella, GDV:n riskimaksuissa on 5 tariffitekijis, jotka ovat
auton tyyppi ja malli, alue, kuljettajan ammatti, vuosittain ajettava km-mééré ja autotalli.
Auton tyyppi ja malli on térkein tariffitekija. Henkildautot on luokiteltu 16:ta luokkaan au-
tojen aiheuttamien vahinkojen perusteella. Moottoriajoneuvon vastuussa, laajassa mootto-
riajoneuvovakuutuksessa ja suppeammassa moottoriajoneuvovakuutuksessa on omat luo-
kittelunsa. HenkilSautomalleja on 11 000. Luokittelussa kiytetéisin automallin vahinkotilas-
ton lisdksi mallin mootiorin sylinteritilavuutta, moottorin tehoa, auton painoa, huippunope-
utta ja polttoaineen lajia. Ylimmén ja alimman luokan suhde on 5:n ja 6:n vililid. GDV:n
tariffitekijoiden lisdksi yhtiot kdyttavit muita tekijita. Auton kuljettajan luokitteluun kay-
tetéfin seuraavia tekijoiti: ikd, sukupuoli, ammatti, siviiliséfity ja nuoret lapset, asumismuo-
to omakotitalo, ajokortin ik, vakuutusten lukuméiré, julkisen liikenteen kayttdja, turvalli-
sen ajon harjoituskurssin suoritus, asiakkuuden kesto ja autokerhon jdsenyys. Auton kéytén
luokittelutekijsiti ovat auton rekisterdintipaikan tai sijaintipaikan mukainen alue, yksityis-
tai yritysk#ytto, vuosittain ajettava km-méaérd, autotalli ja kiyttd ensimméisend tai toisena
autona. Auto luokitellaan auton tyypin ja mallin, auton i&n, polttoaineen kulutuksen ja au-
toon tehtyjen rakennemuutosten perusteella. Meyerin mukaan niiden ensisijaisten tariffi-
tekijoiden perusteella muodostuvissa luokissa alimman ja ylimmén luokan suhde on 1:30,
joka on hyvin korkea tutkittujen maiden joukossa. Yhtiot soveltavat tekijdiden yhteisvai-
kutukselle “kattoa”, jolla yhteisvaikutusta katkaistaan. Maksujen vaihtelua lisdd GDV:m
suosittelema bonusasteikko, jossa on 29 luokkaa, ja jossa alimman ja ylimman luokan suh-
de on 1:8.2. Vakuutusyhtitt noudattavat joko tiité asteikkoa sellaisenaan tai ovat tehneet

- sithen pienid muutoksia.

Isossa-Britanniassa valvova viranomainen ei ole koskaan vahvistanut tariffeja. Vakuutus-
yhtididen yhdistykselldkin on pienempi merkitys kuin useimmissa Euroopan maissa. Mak-
sutaso on korvauksiin verrattuna alhainen ja yhti6t muuttavat usein tariffirakenteita ja hin-
toja. Vakuutussopimus ei jatku automaattisesti seuraavalle vakuutuskaudelle toisin kuin
muissa Euroopan maissa, joissa vakuutus jatkuu, ellei sité ole irtisanottu. Téstd johtuen yli
50 % kuluttajista vaihtaa yhti6td joka vuosi. Vuonna 1998 yhti6t tekivit sithen mennessi
kaikkien aikojen suurimmat tappiot. Tariffitekij6itd on kiytossd vield enemmaén kuin Sak-
sassa. Kuljettajan Iuokitteluun on kiytdssd muuten samat tekijat kuin Saksassa, mufta va-



kuutusten lukuméiris ei kdytetd ja asumisaika Isossa-Britanniassa, sakko vakavasta liiken-
nerikkomuksesta ja terveydentila ovat sellaisia tekijiti, joita Saksassa ei kéytetd. Auton
kayttod luokitellaan Saksassa kiytettéivien tekijéiden lisiksi kiyttijaryhmills ja kiyttdalu-
eella. Auton luokittelussa on kiytdssd auton tyyppi ja malli, auton iké, ja autoon tehdyt ra-
kennemuutokset kuten Saksassakin. Uusi tai kiiytetty auto, ostohinta, moottorin sylinteri-
tilavuus ja teho ja turvallisuuslaitteet (esimerkiksi hyviksytty varkaudenestolaite) ovat sel-
laisia tekijoitd, joita Saksassa ei kdytetd. Myyntikanava ja vasemman puoleinen ohjaus
ovat vield lisatekijoind. Halvimman luokan hinnan suhde kalteimman luokan hintaan on
1:31. Bonusasteikkoja on kéytossi useita erilaisia. Niissd on vihén luokkia ja malusluok-
kia {(maksu > 100 %) ei kéytetd. Erilaisten asteikkojen alimman ja korkeimman maksun
suhde on keskim#érin 1:3.

Suomessa kehitys on ollut erilainen kuin Saksassa ja Isossa-Britanniassa. Tariffitekijoitd henki-
15autojen hinnoittelussa on kiyttssi selvisti viihemmin, Liikennevakuutuksessa on kiytossé
auton maksuluokka, alue ja joillakin yhti6illd auton haltijan iki ja sukupuoli seké yksityis- tai
yrityskéyttd. Useimmat yhtidt mé#rddvit maksuluokan sylinteritilavunden ja merkki- ja malli-
kohtaisen tilaston perusteella. Autovakuutuksessa moni yhtit kdyttas liséiksi auton ikas tariffi-
tekijénd. Lisdksi useimmat yhtiot antavat keskittimisalennusta, jos vakuutuksenottajalla on
usean eri vakuutuslajin vakuutuksia. Bonusasteikossa on 17 luokkaa, ja asteikon alimman mak-
sun ja korkeimman maksun suhde on 1:3.3. Kaikki yhtiot kiyttdvit henkildautoille yhteistd
bonusjérjestelmés vield vuonna 2004, vaikka yhtist voivat nykyédn valita oman bonusjérjes-
telmén.

Meyer 16ysi tutkimuksessaan 43 hinnoittelutekijés, joita kéytettiin henkil6autojen moottoriajo-
neuvon vastuuvakuutuksen hinnoittelussa EU:n valtioissa vuonna 1998. Hin vertasi eri maiden
maksuja viiden erilaisen asiakkaan maksun perusteella. Suomen maksu oli téssé vertailussa
halvin. Hollannin vakuutusmaksu oli 4.5 kertainen Suomen maksuun verrattuna. Jokaisen vii-
den esimerkkiasiakkaan maksun vaihtelu eri maiden vilillid oli huomattava. Belgiassa ensim-
maéisen asiakkaan maksuun suhde neljannen asiakkaan maksuun oli 1.0, kun Saksassa vastaa-
va suhde oli 3.6. Meyer:in mukaan useassa maassa kilpailutilanne on edelld kuvatun kehityk-
sen seurauksena héiriintynyt, koska eri yhtididen vakuutusmaksujen vertailu on vaikeaa, ja eri
tekij6iden vaikutus maksuun jii kuluttajalle epéselviksi. Hin ehdottaa maksujen ldpindky-
vyyden liséédmisté asiakkaalle annettavien tarkempien maksua koskevien tietojen avulla, koros-
taa maksujen oikeudenmukaisuutta ja maksun laskennan riskivastaavuutta.

Brockman ja Wright (1992) korostavat tilastollisen mallintamisen ja tilastoaineiston analyysin
tarkeyttd riskimaksujen méirdimisessi. Kiytettiessd yhden tariffitekijin mukaan tehtyji tilas-
toja, tariffitekijén eri tasojen suhteellisesta kannattavuudesta voidaan saada harhaanjohtava
kasitys. Tariffitekijéiden vililld voi olla tirkeitd keskinéisid vaikutuksia (interaktioita), jotka
vhden tekijin mukaisissa tilastoissa jiivit huomaamatta. Esimerkiksi miesten ja naisten suh-
teellinen vahinkokehitys vaihtelee henkilon i&n mukaan. Vakuutuskannan jakautuminen eri
tariffitekijoiden eri tasoille voi olla epitasainen. Esimerkiksi nuorten naisten kannattavuus voi
tilastossa olla parempi kuin nuorten miesten. Aineiston tarkempi tutkiminen voi kuitenkin
osoittaa, ettd nuoret naiset ajavat pienempii autoja kuin nuoret miehet. Saman tyyppistd autoa
ajavien nuorten kannattavuusero sukupuolten vililld voi olla huomattavasti pienempi, kuin
pelkistisin sukupuolen ja iin mukaisesta tilastosta voi paételld. Sovittamalla malli tilastoaines-
toon eri tekijat vaikuttavat samanaikaisesti, ja tilloin edelld kuvatut interaktiosta ja korrelaa-
tiosta johtuvat ongelmatilanteet voidaan hallita. Tilastoaineisto luckitellaan tariffitekijoiden eri
tasojen yhdistelmien mukaisesti. Jokaiselle yhdistelmien mukaiselle solulle lasketaan vahinko-



~ tiheys ja keskivahinko, joiden avulla saadaan solun riskimaksu. Jos esimerkiksi mallinnetaan
henkilsautojen autovakuutuksen tariffia, jossa on laaja ja suppea turva, 7 maksuluokkaa, auton
i4lla 5 luokkaa, vakuutuksenottajan iilld 8 luokkaa, 6 alucluokkaa, 7 bonusluokkaa ja auton
kéytolld 3 luokkaa, mallissa on yli 60 000 solua. Brockman ja Wright kehoittavat mallintamaan
erikseen jokaisen vahinkotyypin vahinkotiheytts ja keskivahinkoa. Esimerkiksi moottoriajo-
neuvovakuutuksessa ajoneuvon vaunu-, varkaus- ja palovahingolle ja liikkennevakuutuksen
omaisuus- ja henkilévahingoille tehdéin omat mallit. Brockman ja Wright sovittavat brittil4i-
seen henkilsautojen vaunuvahinkoaineistoon vahinkotiheyksille Poisson mallin ja keskivahin-
goille gamma mallin GLIM-ohjelmistoa kiyttéden. Tariffitekijoing ovat alue, vakuutuksenotta-
jan ik#, auton ik4 ja auton tyyppi. He osoittavat myds miten riskimaksuihin voidaan lisété kuor-
mitukset, jotta saadaan maksutauluston vakuutusmaksu, ja antavat ohjeita, miten mallintamista
voidaan hy8dyntdd markkinoiden kilpailutilanteessa.

Téamin harjoitustydn tarkoituksen on osoittaa, miten yleistettyjé lineaarisia malleja voidaan
kayttisd moottoriajoneuvovakuutusten hinnoittelussa. Luvussa 2 esitetéisin yleistettyjen lineaa-
risten mallien teoria. Luku 2 perustuu piosin McCullagh:in ja Nelder:in (1989) ja Dobson:in
(2001) kirjoihin sekd Mildenhall:in (1999 ) artikkeliin. Luvussa 3 tarkastellaan tariffin para-
metrien estimointia ensin usein kéytetyilld 1960-luvulla kehitetyilld menetelmilli (linear bias
methods) ja sen jilkeen yleistetylli lineaarisella mallilla. Liséksi osoitetaan edelld mainittujen
menetelmien yhteys (Mildenhall 1999). Luvussa 4 esitetdéin autovakuutuksen hinnoittelusta
esimerkkind Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in (1980) tekemi autovakuutuksen mallinnus, jota
myds McCullagh ja Nelder (1989) ja Mildenhall:in (1999 ) tarkastelevat. Luvussa 5 sovite-
taan yleistettyjd lineaarisia malleja Vahinkovakuutusyhtié Pohjolan litkennevakuusaineistoon.
Tietokonetydt on tehty Watson Wyattin Pretium ohjelmistolla, joka on SAS:in genmod-ohjel-
masta kehitetty yleistettyjen lineaaristen mallien teoriaan perustuva hinnoitteluohjelmisto.

Satunnaismuuttujia merkitéisn isoilla kirjaimilla, ja niiden toteutuneita arvoja pienilli kirjaimil-
la. Vektoreita merkitisin pienilld lihavoiduilla kirjaimilla, ja matriiseja merkitéfin isoilla liha-
voiduilla kirjaimilla. Kreikkalaiset kirjaimet viittaavat mallin parametreihin tai nitden estimaat-
tethin. :



2. YLEISTETTY LINEAARINEN MALLI

2.1  Yleinen lineaarinen malli

Yleistetty lineaarinen malli on yleisen lineaarisen mallin laajennus. Tarkastellaan ensin yleis-
td lineaarista mallia

Y=E(Y)+e , E(Y)=Xp (2.1)
missa
-
Y, X P1 €
Y t
v=|'2| |, x= .Xz . B= :[32 e= )
Y, _xnt_ By €,

Tassi e, :t ovat riippumattomia, samoin jakautuneita satunnaismuuttujia ja e; ~ N(0, o?) ,
i=1,...n.Y:n komponentit ovat riippumattomia ja normaalisti jakautuneita. Y; :tten odotus-

arvot p; vaihtelevat, muita niilld on yhteinen varianssi o2, joten

E(Y)=p;=xB , Y, ~N@,o?) . 2.2)

B :t ovat yleensd tuntemattomia parametreja, joiden arvot on estimoitava aineistosta. Kun
havaintojen indeksi on i, mallin systemaattinen osa on

p
B(Yi=wi =2 x B i i=l..n, 23)
1

missd xj onselittdjan j havainnon 1 arvo. Matriisimuodossa{ ponnx 1,XonnxpjaBon
p x 1) saadaan

pn=Xp )

missd X on kerroinmatriisi ja p on parametrivektori. Lineaariset regressio- , varianssiana-
lyysi- ja kovarianssianalyysimallit voidaan esitté4 téissd muodossa. Regressioanalyysissé se-
littaviit muuttujat ovat jatkuvia, kerroinmatriisissa on 1:sistd muodostettu sarake, joka vastaa
B :n regressiovakiokomponenttia, ja kerroinmatriisin muiden sarakkeiden komponentit ovat
selittiivien muuttujien havaittuja arvoja. Varianssianalyysissd verrataan selitettiivén muuttu-
jan keskiarvoja selittéivien muuttujien arvotasojen avulla médritellyissd ryhmissé. Selittévit
muuttujat eivit ole jatkuvia, ja ne voivat olla olla myds kvalitatiivisia. Kerroinmatriisin sa-



rakkeiden komponentit ovat yleensa 0:ia ja 1:id , ja niiden avulla méiritellidn koesuunnitelun
rakenne. Kovarianssianalyysissid osa selittivistd muuttujista on luokittelumuuttujia, ja loput
ovat jatkuvia muuttujia. Regressionalyysilld voitaisiin mallintaa esimerkiksi autovakuutuksen
henkildautojen kolarivahingon suuruutta. Selitettéivd muuttuja on vahingosta korvattu euro-
médrd, ja selittivit muuttujat ovat henkildauton moottorin sylinteritilavuus ja moottorin teho.
Mallinnettaessa vahinkovakuutuksen vahinkojen lukum#éris, vahingon suuruuita tai vahin-
komenoa, normaalijakauma ja vakio varianssi eivit yleensi ole realistisia oletuksia. Vahinko-
jen lukumiéra ja suuruus sekd vahinkomeno ovat positiivisia arvoja saavia muuttujia ja kah-
den jilkimmadisen jakaumat ovat selvisti oikealle vinoja. Jos joidenkin Y; -muuttujien odotus-
arvo on ldhelld 0:aa, néiden varianssin voisi olettaa pienemmiksi kuin sellaisten Y; :tten,

joiden odotusarvo on selvisti suurempi. Liséksi selittivien tekijéiden vaikutus on vakuutus-
sovelluksissa usein perusteltavissa paremmin multiplikatiivisena kuin additiivisena. Edellisen

kappaleen henkildautoesimerkissd mallinnus voitaisiin tehdi korvaamalla Y; :tten arvot
InY; 114, jolloin selitettdvéin muuttujan jakauma olisi lihempéini normaalijakaumaa. Malli
jéisi kuitenkin additiiviseksi.

2.2 Yleistetyn lineaarisen mallin rakenne

Yleinen lineaarinen malli on yleistetyn lineaarisen mallin erikoistapaus. Yleinen lineaarinen
malli voidaan kuvata seuraavasti yleistettyni lineaarisena mallina :

1. Satunnainen osa: Y:n komponentit ovat riippumattomia ja normaalisti (y; ,02) -
jakautuneita,

2. Systemaattinen osa: Selittdjéit x;, x,, ... Xp muodostavat lineaarisen prediktorin

1, joka on

3. Yhteys satunnaisen ja systemaattisen osan vililla:
r=mn
Yleistetyssd lincaarisessa mallissa médritelldén
gl =n;

missé g(-) on linkkifunktio. Yleisessi lineaarisessa mallissa on siis normaalijakauma osassa

1 ja identiteettifunktio kohdassa 3. Yleistetyssé lineaarisessa mallissa tehdéin kaksi laajen-
nusta: osan 1 jakauma kuuluu eksponentiaaliseen jakaumaperheeseen, ja kohdan 3 linkki-
funktio on monotooninen ja differentioituva funktio. Linkkifuntiolla on tilldin olemassa
kéadnteisfunktio. Normaalijakauma- ja vakiovarianssioletuksesta on paisty eroon ja selit-
tdvien muuttujien vaikutus on nyt additiivinen muunnetulla asteikolla.



2.2.1. Yleistetyn lineaarisen mallin uskottavuusfunktiot
Oletetaan, ettd jokaisen Y:n komponentin jakauman tiheysfunktio on muotoa

o a_ .| ¥8-b(6)
f v (ys es ¢) = exp{w + C(y’ ¢)} s (2'4)

missd a(-), b() ja c(-) ovat tiettyjd funktioita. Jos ¢ on tunnettu, timé on eksponenttijaka-
umaperheen jakauma , jonka kanoninen parametri on 0. Jos ¢ on tuntematon, kyseessi voi
olla kaksiparametrinen eksponenttiperheen jakauma. Normaalijakaumalla on

1
fy = exp{~(y -n)*/2¢7}
Y v2not

= expi(yn - 42 /2)/0? - (57 /o® +lognc?))} .
joten B=p,d=0", ja

a(®) =9, b®)=6%/2, c(y,¢)=—;{y2/c2+log(2n02)} .

8:n ja ¢ : n uskottavuusfunktio on L(0,¢;y) Uskottavuusfunktio L(8,4;y) :n algebrallinen
lauseke on sama kuin tiheysfunktion fy (y;0,9) lauseke. Tiheysfunktio fy (y;6,¢) ony:n
funktio, kun parametrit 8 ja ¢ on kiinnitetty, mutta uskottavuusfunktio L(9,¢;y) tulkitaan
6 :nja ¢ :n funktioksi, kun tietty havainto y on havaittu. Logaritminen uskottavuusfunktio on
1(6,d;y) = log L(8, ¢;y) . Logaritmisen uskottavuusfunktion maksimi saadaan samoilla para-

metrin arvoilla kuin uskottavuusfunktion maksimi, koska logaritmifunktio on monotooninen
funktio. Usein on helpompi kayttdi logaritmista uskottavuusfunktiota kuin itse uskottavuus-
funktiota.

Y:n odotusarvo ja varianssi saadaan tunnetuista tuloksista (esim. Dobson 2001, sivu 48 )

al

E(—a—é) =0 (2.5)
8’1 a, |

E(——ae2)+ E(?’e) =0 . (2.6)

(2.4):std saadaan
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91%;—”) = {y - (0} /a($) @.7)
ja
IO 238)

(2.5)n ja (2.7):n perusteella

0= E(%) = {u-b'©)}/a@®) ,

joten
E(Y)=n=0b'(8) .
Vastaavasti (2.6):sta, (2.7):sta ja (2.8):sta seuraa, ettd

__b'®)  var(Y)
a@)  a’($)

>

joten
Var(Y) =b"(0)a(d) . | 2.9

Y:n varianssi on siis kahden funktion tulo. Néisti b"(6) on kanonisen parametrin ja titen

myos odotusarvon funktio, ja siti kutsutaan varianssifunktioksi. a(¢) on 0:sta riippumaton
ja riippuu ainoastaan ¢:sté. Varianssifunktiota pidetdéin p:n funktiona, ja sitd merkitéisin
V{u): 114,

Funktio a{¢) on yleensd muotoa
a(@)=¢/w ,

missi ¢, jota merkitifin my6s o2 :1la ja kutsutaan dispersioparametriksi, on vakio kaikkien
havaintojen suhteen. w on paino, joka vaihtelee havainnosta havaintoon. ¢ skaalaa havain-
non i varianssin. Poisson jakaumalle ¢=1. Muille jakaumille se lasketaan mallia sovitettaessa

kaikkien havaintojen ja mallin antamien arvojen poikkeamien perusteella. Paino w pienenti#
sellaisen havainnon varianssia, jolla on suuri paino. Painot valitaan yleensd siten, etté ne kas-
vavat havaintoon liittyvin aineiston kasvaessa. Normaalijakaumamallille, missi jokainen ha-
vainto on m:n riippumattoman luvun keskiarvo, saadaan

a(@)=¢/m .
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Yhteenveto tirkeimpien muotoa (2.4) olevien jakaumien ominaisuuksista on taulukossa 2.1.

Taulukko2.1. Eksponenttijakaumaperheen jakaumien ominaisuuksia.

Normaali Poisson Binomi Gamma Kiinteinen
Gaussinen
Merkints N (16%) P() B(m,m)/m  G(Lv) 1G(.0?)
yn marittelyalue (—c0,0) 0(Iyo YDm (0,0) (0,20
m
Dispersioparametri ¢ o? 1 1 vl o2
m
1
. 0° o I
Funktio b (0) - exp(0) log(1+¢") —log(-0} - (20)2
2
1]y m viog(vy)—logy | 3, |
c : -—|—+log (2n -1 1 lo ——1 log(2mn e
(y:¢) 2[ . g( ¢)] ogy g[my] ~logT'(v) 7| 108(2néy”) o
1
& 1 )
u(0) = E(Y:8) 0 exp(8) 5 - (—20) 2
(1+¢%}) 0
Kanoninen linkki G(u) [dentiteetti log logit kaznteisfunktio Lz
u
Varianssifunktio Vip) 1 L pu(li—p) pz u3

Odotusarvoparametrid on merkitty p :lld muulloin, paitsi binomijakaumatle z :114.

2
Gammajakauma on paramelrisoitu sien, ettd sen varianssi on £
v

2,2.2 Linkkifunktiot

Linkkifunktio yhdistii lineaarisen prediktorin m ja havainnon y odotusarvon p. Yieisessd
lineaarisessa mallissa lineaarinen prediktori ja odotusarvo ovat yhtd suuret, ja molemmat
voivat saada minki tahansa reaalilukuarvon. Linkkifunktio on tissé tapauksessa identiteetti-
funktio. Kun on kyseessi lukuméirit, ja jakauma on Poisson-jakauma, niin on oltava p > 0,
joten identiteettifunktio ei tule kyseeseen. Kun kiytetéian logaritmifunktiota linkkifunktiona,
prediktorin muuttujien vaikutus on multiplikatiivinen, sillé till6in

Hi = exp(Bixj +BaXj +...+ BpXip) = exp(Bixi) -exp(BaXi2) ... exp(B,X;p)

Binomijakauman tapauksessa ¢ < p <1, ja linkin pitd4 kuvata vili (0,1) koko reaalisuoralle.
Yieisimmat linkkifunktiot ovat:

L. logit n =log{u/(1-p)} ;
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2. probit n=0"(@) ;
missi ®( ) on normaalijakauman kertyni';ifunktio.
3. komplementaarinen log-log n =log{-log(l - n)};
4. potenssiperheen linkit n= (pl -—1)/ Ao,
missd n=logp , kun A -0,

tai

p.k , A0,

n= logp , A=0.

Molemmissa tapauksissa laskettaessa funktion arvoa A:n arvolla 0 tarvitaan erikois-
toimenpiteita.

Jokaisella taulukon 2.1 jakaumalla on tietty linkkifunktio, jolle on olemassa tyhjentéivi tun-
nusluku (katso esim. Lokki Olli 1979 }, jonka dimensio on sama kuin p:n. Talloin 6 =1, ja

kyseessi on kanoninen linkki. Edelld (2.4):ssd miiritelty 0 on kanoninen parametri. Taulu-
kon 2.1. jakaumien kanoniset linkit ovat

Normaali n=u,

Poisson n=Ilogp,

Binomi n=log{n/(1-m)},
Gamma n=p",
Kéinteinen normaali n=p>.

Kanonisen linkin tyhjentivi tunnusluku vektorimuodossa on X"Y, jonka alkiot ovat
Zxj Y; , j=L...,p. Kanonisella linkilli saadaan mallille halutut tilastolliset ominaisuudet,
1

mutta linkin ei tarvitse olla kanoninen.

23 Mallin hyvyyden mittaaminen
2.3.1 Devianssi

Mallin sovituksen hyvyyitd voidaan arvioida vertaamalla mallia ns. tdydelliseen eli kyllistet-
tyyn malliin. Tiydelisessd mallissa on yhtd monta parametria kuin havaintoja on. Olkoon

Bax tAydellisen mallin parametrivektori, ja b ., By 10 suurimman uskottavuuden esti-

maatti. Tdydellisen mallin uskottavuusfunktion arvo arvo laskettuna b ., :ssa on
L(bay;Y)- L{bpnax;y) on suurempi kuin mikd muu tahansa naille havainnoille samalla
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jakaumalla ja linkkifunktiolla laskettu uskottavuusfunktion arvo, silld sit4 vastaava malli ku-
vaa aineistoa parhaiten. Olkoon L(b;y) tarkasteltavan mallin uskottavuusfunktion suurin

arvo. Uskottavuussuhteen

5 = L(bmax3¥)
L(byy)

avulla voidaan arvioida tarkasteltavan mallin hyvyyttd. Kéytinnossd lasketaan
21ogh =2 [I(b s y) ~ 1(bsy)] -

Suuri arvo merkitsee, ettd kyseessd oleva malli ei kuvaa aineistoa hyvin. 2log? :n jakau-
maa voidaan approksimoida v2(n—p,v) jakaumalla , missi n on havaintojen lukuméirs, p
on estimoitavien parametrien lukuméiri ja von x2 -jakauman ep#keskisyysparametri. (Dob-

son A. J. 2001 kappale 5.6). Normaalijakaumamalleilla 2logA on tarkasti xz -jakautunut.
Jos malli kuvaa aineistoa hyvin, parametri von lihelld O:aa.

Devianssi mésritelldin yleensd kiyttimalld B :n sijasta B :ta vastaavaa | :td. Skaalattu devi-
anssi on

D" (y;w) =2 [ty;y) - s y)] - (2.10)

Normaalisti jakautuneelle havainnolle, jonka varianssi on c? , saadaan

I(u;y) =—tlog(2nc’) — (y —m)* /(26°) ,
(y;y)=-1log(2nc?) ,
D'(y;w)=@F-w’/c’ ,

joten devianssin minimi on sama kuin pienin nelidsumma.

Oletetaan, ettii hajontaparametrilla ¢ on kiintes arvo, ja ettd a,(¢) = ¢/ w;.Olkoon 1(0;y) Bin
suhteen maksimoitu uskottavuus, I(y;y) n:n parametrin tiydelld mallilla saavutettavissa ole-

va suurin uskoitavuus ja 6 =9(j)) ja 6 =6(y) kyseessi olevien kahden mallin kanoniset
parametrit. Nyt saadaan

D' i) = Y 2w, {6 -8, )-b(6 )+ 6, 16 =D (1:0)/ 0. @11)

missd D(y;fi) on tarkasteltavana olevan mallin devianssi.
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" Taulukon 2.1 jakaumien devianssit ovat (summausi=1,...,n)

Normaali S (y-i)

Poisson 23 {ylog(y/f)-(y - i)}

Binomi 23 {ylog(y /i) +(m ~ y)log[(m - y)/(m - i)}
Gamma 23" {-logly/f)+ (v - 1)/ i}

Ké#nteinen normaali Z(y - ﬁ)z / (!1237)

Poisson- ja gammajakauman lausekkeen toinen termi jitetiifin usein pois . Jos sovitetussa
mallissa on vakiotermi, summattaessa toisen termin lauseke saadaan 0, minkd vuoksi termin
jéttiminen pois on perusteltua,

Mallin hyvyyttd voidaan mitata my0s yleistetylld Pearson X2 statistikalla, joka on

X2=3(y-p) /v@p) . @2.12)

missi V({i} on kyseessi olevan jakauman varianssifunktio. Normaalijakauman malleilla
yleistetty Pearson X on ¥ - jakautunut.

Tarkastellaan kahta sisikkiistd mallia. Malleilla on sama jakauma- ja linkkifunktio, mutta
yksinkertaisen mallin M, lineaarinen prediktori on yleisemmén mallin M, prediktorin eri-

koistapaus. Nollahypoteesi

By
Hp: B=Bo= B;2
Pa
vastaa mallia My, ja yleisempi hypoteesi

| By
Hy: pepim |
Bp




15

vastaa mallia M, ,jaq <p <n. Voimme testata H:aaja H,:ti kiyttéen skaalattujen de-

vianssien erotusta
*
AD" =Dy -D;" =2[i(y;y) - lpo:)]-2 l(y:y) ~upsy)]

=2[I(u;y) - p:y)] -

Jos molemmat mallit kuvaavat aineistoa hyvin, niin DO* ~y}(n-q), Dl* ~v¥m-p) ja
AD" ~y%(p—-q) olettaen, etti tietyt riippumattomuusehdot ovat voimassa. Jos A D" :narvo
on y? -jakauman mukainen, valitaan H :aa vastaava malli M, koska M, on yksinkertai-

sempi. A D" :n jakaumaa voidaan approksimoida paremmin % 2 -jakaumalla kuin pelkan de-
vianssin jakaumaa.

2.3.2 Residuaalit

Residuaaleilla voidaan tutkia linkkifunktion, varianssifunktion ja lineaarisen prediktorin se-
littijien valintojen onnistumista. Residuaalien avulla voidaan myds 16ytis muista havainnois-
ta poikkeavat havainnot, jotka tarvitsevat lisitarkastelua. Useimmiten kaytetyt residuaalit
ovat Pearson, Anscombe ja devianssi residuaalit. Pearson residuaali on

A

Ip = ’—W

Téssd ymn ja [ : n erotus on skaalattu jakamalla se Y:n keskihajonnalla. Nyt saadaan

ng =X2 .

missd X° on méritelty kohdassa (2.12).

Pearson residuaalin heikkous on se, ettd 1 :n jakauma on usein huomattavan vino. Anscom-

be residuaalissa kﬁytetéiéin y:n sijasta funktiota A(y), missé A() on valittu siten, ettd A(Y)mn
jakauma on “niin normaali kuin mahdollista”. Yleistetyn lineaarisen mallin tapauksessa voi-
daan valita

AQ= [

V3 ()
Poisson jakaumalle saadaan

dp 3 3
TR

pd
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2 2
joten residuaalin voi perustua lausekkeeseen y* —p® . Kun edelld oleva lauseke vield jae-
taan A(Y):n hajonnalla, Poisson jakauman Anscombe residuaaliksi saadaan

3 2 2
—(y*-p’)
r, =2
A 1 M
s

I

Gammajakaumalle ja kifinteiselle normaalijakaumalle saadaan vastaavasti

1 1

_ 33 -u?)
1

3

Y

i)

ja

¢ o {ogy—logy)

A 1

p?

Kiytettiessi devianssia mallin hyvyyden mittana, jokainen havainto vaikuttaa d;:n verran
téhan mittaan, ja saadaan 3" d; = D. Kun mééritelldén

m =sign(y -wWd;
niin 1, kasvaa (y; —p,;):nmukaisesti,ja 3 1) =D. Poisson jakaumalle saadaan
1

tp = Sigﬂ(y-u){2(ylog(§)—}’+}l)}§ .

Vaikka muiden paitsi normaalijakauman Anscombe ja devianssi residuaalien lausekkeet
niyttavit hyvin erilaisilta, niin niiden saamat arvot suurella aineistolla ovat lshell4 toisiaan .
( katso P. McCullagh and J.A. Nelder luku 2.4.2).

24 Yleistetyn lineaarisen mallin kertoimien ratkaisu

Kun Yj,...,Y, ovatrippumattomia eksponenttijakaumaperheen satunnaismuuttujia, niin
niiden logaritminen uskottavuus on
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0;
-2’“ (¢b)(9) inbi) - 2.13)
i=1

P
Haluamme estimoida parametrit B , kun E(Y;) =u; ja g(uj) = D Xy By ,i=1,....0.

Estimointi tehdiin suurimman uskottavuuden menetelmilli. Vilttiméttomat ehdot sille, ettd
b on § :n suurimman uskottavuuden estimaatti, ovat

al
=2 =0 2.14
(a BJM &9

ja

8 1 e
on negatiividefiniitti matriisi.

opop

Jos on useita B :n arvoja, jotka toteuttavat yll4 olevat ehdot, valitaan se P , jolla logaritmi-

2
91 | on negatiividefiniitti kaikilla B :n
apap
arvoilla, niin silloin logaritminen uskottavuusfunktio | on konkaavi, ja sen suurin arvo on yk-
sikésitteinen. Useimmilla yleistetetyilld lineaarisilla malleilla on yksikésitteinen maksimi-
arvo, ja se saadaan yhtéldiden (2.14) ratkaisuna.

sen uskottavuusfunktio 1:n arvo on suurin. Jos [

B :n arvot voitaisiin ratkaista myos pienimmin nelidsumman menetelmélld. Suurimman us-
kottavuuden ja pienimmsin neliésumman menetelmalls ei kuitenkaan saada samoja § :n esti-

maatteja muille kuin normaalijakaumamallille, jossa linkkifunktio on identiteettifunktio.
Kumpikaan menetelmi ei johda analyyttisesti ratkaistavissa oleviin yhtél6ihin muille kuin
normaali-identiteetti-mallille, vaan yht#lot ratkaistaan numeerisilla menetelmilld. Suurimman
uskottavuuden avulla saadaan P :n arvojen testaamiseksi, ja luottamusvilien muodostamisek-

si yhtendinen teoria, ja uskottavuusyhtiiloiden ratkaisemiseksi on olemassa hyvin toimiva
menetelma.

Suurimman uskottavuuden mukaiset yhtilst ovat

Z 018001 _ (2.15)
3[3

3[3] llaeiaﬂiaﬁj

Nyt

2l - [y; —b'(6,)] - [y; —]
29, a(9;) a($;)

>
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d 6, 11 _ a(¢,)
o % b”(ei) Var(Y;) ,
00,

on, 0opon, O

X
op;, om; 0B, om; '

Saadaan

u; =i[(z;E£3)xij[g ;Li H . 2.16)

i=1

Nyt u;:den kovarianssimatriisilla on alkiot
Ijk =E|_11j ukJ .

jotka muodostavat informaatiomatriisin . Kayttamalls (2.16):ta saadaan

- efS [ (o s, (o]

o E[(Yi _Pi)ZJ"ijxik(Bpi T

"2 faF em

koska E[(Yi —p; Y7 -pp)]=0 , kuni=l,silld Y;:t ovat riippumattomia. Siis

,
s K (o
T Zvar(Yi)(éni] . (2.17)

i=1

Yhtiloiden (2.15) mukaisesti ratkaisemme vektoriyhtdlod u(f) =0, missé

t
cl ol
uf)=u= [a,---,ﬁJ
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Kayttamailld Newton-Raphson menetelm#s saadaan

-1
ou
B Bm—l (6[3} u

Termi —  on Hessin matriisi. Se on yleensi satunnainen suure. Fisher:in scoring mene-

telméssé kéytetdin Hessin matriisin sijalla Hessin matriisin odotusarvoa. Varsin lievien
sadnndllisyysoletusten ollessa voimassa on

221 alal
E =-F ——|=-Iy , j.k=1..p. (2.18)
[aﬁjaﬁJ [aﬁjaﬁkJ J

(katso esim Greene 2003 sivut 474-475).
Ratkaistaan siis yhtdls (2.15) iteratiivisesti :

b(m) — b(m-l) + [I(m‘l)]-lu(m-l) (2.19)

missdi b"™ on parametrien f;,...Bp estimaattivekiori m:ssd iteraatiossa . Yhtalossd

(2.19) [1™V]" on informaatiomatriisin kdsnteismatriisi, ja u™" on vektori, jonka alkiot

ovat (2.16):ta mukaisia. Molempien arvot on laskettu b™":ssi. Kertomalla (2.19) [I™"}:1la
saadaan

I(m-l) b(m) — I(m—l)b(m-l) + u(m-I) . (2.20)

(2.17):sta seuraa, ettd I :n voi esittdd muodossa
I=X'WX ,

missd W onnxn diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat

2
Foom L [0
i Var(Yi)[aniJ

(2.20):n oikea puoli voidaan (2.16) ja (2.17) avulla esitt4dd vektorina, jonka alkiot ovat

sza?(%k)[gﬁi] oo S o)

k=li=1 i=1
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laskettuna b™:ssi. (2.20) oikea puoli voidaan titen kirjoittaa muodossa
X'Wz ,
missi z:1la on alkiot

p .
7= > xubl" P +(y; "Hi{gﬂ%J ,
k=1 Hi

on;

1
Iteratiivinen yhtils (2.20) on voidaan siis esittdi muodossa

on laskettu b™ 1) :ssi,

missi U; ja

X'Wxp™ - xtWy | (2.21)

Témé on saman muotoinen kuin painotetulla pienimmiéin neliGsumman menetelmélld saadut
lineaarisen mallin normaaliyhtélot. Témé on kuitenkin ratkaistava iteratiivisesti, koska yleen-

sizja W riippuvat b:sti. Yleistetyn lineaarisen mallin suurimman uskottavuuden estimaat-
torit saadaan siis painotetulla pienimmén nelibsumman menetelmilli. Yleistetyn lineaarisen
mallin sis&ltavilla tilastollisilla ohjelmistopaketeilla on tehokas (2.21):een perustuva algo-

ritmi. Ne aloittavat kiiyttimslls alkuarvoa b, jonka avulla lasketaan z ja W . Sen jélkeen

ratkaistaan (2.21), ja saadaan b‘", jota kéytetéisin cdelleen z:n ja W :n uusien arvojen lasken-
taan. Kun b™":n ja b™:n etiisyys on riittivén pieni, b'™ hyviksytifin suurimman uskotta-
vuuden estimaatiksi.

Suurimman uskottavuuden mukaiset estimaatit ovat asymptoottisesti normaalisti jakautuneita
ja asymptoottisesti tehokkaita, joten

b~N@,I") . (2.22)

B :n komponenteille voi laskea huottamusvilit (2.22):n avulla. Tulos (2.22) on kuitenkin
voimassa vain asymptoottisesti, ja luottamusvélejd muodostettaessa joudutaan B korvaamaan

estimaatilaan b .
Luottamusvilit voidaan muodostaa myds uskottavuussuhteen avulla. Oletetaan, ettd 3 :n

komponentille B; halutaan luottamusvilit. B, :n profiiliuskottavuusfunktio on

I"(B;) = max1() .
B

missi f} n j:s komponentti on kiinnitetty {3, :ksi. Kun [} :n logaritmisen uskottavuusfunktion
arvo on i(b) , missi b on suurimman uskottavuuden estimaatti, 2 [I(b) ~1" (B ;)] on v’ - ja-

kautunut yhdelld vapausasteella. ;:n (1~a)-100 %:n luottamusvilit ovat
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(B;:I'(B)=1(b)=05%0,"} -

missd Y1_o; on %*(1)-jakauman (1-c)-100 %:n fraktiiti .

2.5 Kvasiuskottavuus

Kun halutaan varmistua, ettd havainnot noudattavat (2.4):n mukaista jakaumaa, on tunnet-
tava havainnot synnyttivi satunnaismekanismi yksityiskohtaisesti. Usein kuitenkin on hel-
pompi saada selville havainnoista esimerkiksi

miten eri tekijit vaikuttavat vasteen keskiarvoon tai mediaaniin

miten vasteen vaihtelu riippuu vasteen keskiarvosta

ovatko havainnot tilastollisesti riippumattomia

onko vasteen jakauma positiivisesti tai negatiivisesti vino tai symmetrinen.

el

Luopumalla (2.13):ta mukaisesta uskottavuusoletuksesta ja sen alkuperéni olevasta ja-
kaumaoletuksesta (2.4), yhtildiden (2.15) voimassaoloaluetta voidaan laajentaa.

Meidritelldsn ensin kvasiuskottavuusfunktio ja sen avulla kvasidevianssifunktio. Oletetaan,
ettd vastevektorin Y alkiot ovat riippumattomia, ja p on Y:n odotusarvo. p:nhavaintoony

perustuva logaritminen kvasiuskottavuus on

n M

n [R—
qyim) =Y gi =y wi [T—=ds . (2.23)
= A A |

Varianssifunktio V(s) aidosti positiivinen, ja w; ja ¢ ovat havainnon i paino ja dispersiopara-
metri kuten luvussa 2.2.1. V(s) ja ¢ mé#risivit havaintojen varianssin. Nyt p :n ja y:n kvasi-
devianssi on

n n ¥i
i —S
Diy;p) =Ddi=Y2w; [Lds =20 qyiw) - (2.24)
= - V(s)
i=1 i=l1 m

Tama4 on aidosti posiivinen funktio, paitsi jos y = p . Merkitéan linkkifunktion g kéfnteis-
funktiota h:lla. Nyt pt; = h(x;B) , missd x; = (X,-..,X;p) - Devianssin minimi vektorin
B suhteen saadaan ratkaisemalla p:n yhtilon ryhmé

oD

=0 ,j=L..p . (2.25)
P
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Saadaan

ad; ow, wi(yi —1s)
= — -—h .
Zaﬁj Zaul B; Z Vi) P

joten yhtéloryhmi (2.25) on

> wi(y; ~ 1) b (x5 B)xs5 =0 ,ji=Ll...p . (2.26)

i V()

Néami ovat samat yhtélot kuin (2.15). Tiisti saatavilla kvasiuskottavuusparametreilla on sa-
mat asymptoottiset ominaisuudet kuin (2.4):n méérittelemien jakaumien suurimman uskot-
tavuuden parametreilla. Olennaista on, ettd kvasiuskottavuuden lausekkeessa (2.23) ja yhti-
16ssd (2.26) riittdd tuntea Yi:den jakaumien cnsimméinen ja toinen momentti. Uskottavuus-
funktio-oletuksesta (2.13) voidaan luopua, ja laajentaa kiytettdvissi olevien jakaumien jouk-
koa.

Miédritellasin eksponentiaaliset jakaumat kvasidevianssin (2.24) avulla. Eksponentiaalisen
jakaumaperheen jakaumien tiheysfunktio on

f(y;0.9) = c(v,9) eXP(— zi(bd(y; M)J ; (2.27)

missé siis

d(y;p) = 2w (y—(;)d

Yhtilsita (2.5) ja (2.6) vastaavien yhtiliden avulla voidaan osoittaa, ettd
E(Y)=p (2.28)
ja
Var(Y) = iV(;,z) . (2.29)
W

Ném4 ovat samat kuin luvun (2.2.1) odotusarvo ja varianssi (2.4):n mukaisille jakaumille.
Luvussa (2.2.1) b"(9) :ta kutsuttiin varianssifunktioksi, ja sitd merkittiin V(p) :lla. Verra-
taan tiheysfunktion méiritelmis (2.4) ja (2.27). Oletetaan, ettd a(dp) =¢/w. Jotta (2.4) ja
(2.27) médrittelisiviit saman jakaumaperheen, on oltava voimassa
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'ty -1 it
; V(t)

ye—b(e)=—%d(y;u) -

Derivoimalla 8 :n suhteen saadaan

b'(0) = y-pdp

a V() d6

Ottamalla odotusarvo saadaan p = b'(0). Sijoittamalla t&maé yll& olevaan yhtil6dn saadaan
V() = b"(8).
Funktio b toteuttaa siis differentiaaliyhtidlon
V(b'(8) = b"(®) | (230)

Yhtilsn (2.30) avulla pystytisin mésraimain b, kun V tunnetaan. Johdetaan varianssi-
funktiota V(u) = “2 vastaava jakauma. Yhtilostd (2.30) saadaan (b’(e))2 =b"(0), joten

oy = — L
p=>b'®) = 5
ja
b(0) = —log(-0) .

Sijoitetaan timi (2.4):een. Saadaan

£(y;0,9) = exp{[y0 + log(~8) W/ ¢ + (v, 9)}

Merkitddn v = % , valitaan ¢(y,$) = vlogvy —logy —logI'(v) ja sijoitetaan 0 = _1 ylla
H

olevaan, jolloin saadaan
£(y;p,0) = exp{ [y(~1/p) ~logu] v+ vlogvy —log y ~log ()}
= exp[- log['(v) + v(log vy — log 1) — (vy /) — logy]

= exp{ log[l/ F(u)]+ vlog(uy/p) — (vy/p)+log(l/ y)}

Z[EJ"_I__yu-l p[ gz.}
n) T(v) B ’

joka on gammajakauman tiheysfunktio. Muokkaamalla tiheysfunktiota saadaan
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on—l
fysm0)=— 5 expfulog(y/p)-vy/p]

v -1 ~v _
=E__¥Lexp _..l_.)...z u.. ....log X
I'(v) 2 B 1

_ Uuy—le—u

v d -t
exp ~——2jy—2dt
I'(v) 2 0t

Témé on muotoa (2.27) oleva tiheysfunktio, missé varianssifunktio on V{(u) = ”2 . Siis

varianssifunktiota V(i) = uz vastaa gammajakauma. Tavallisimpia varianssifunktioita vas-

taavat kvasiuskottavuudet ja jakaumat on esitetty seuraavassa taulukossa,

Taulukko 2.2, Eri varianssifunktioita vastaavat kvasiuskottavuudet ja jakaumat.

Varianssifunktio Kvasiuskottavuus Kanoninen parametri  Jakauma Rajoitukset
Viu) q(sy) g
2
1 % M Normaali
U y logu—p log u Poisson p>0,y20
u2 —l—logp L Gamma u>0,v>0
1 i
”3 -Lz+l 1 Kaanten:lcn 1>0,y>0
2ut p 2u? normaali
2 Useita jakaumia
ps p—‘;(”y) . 1 Ha . p>0,c20,1,2
l-¢g 2-¢ (l—r;)[.lg"l mm Tweedie
p(l-p) ylog(IL)Hog(l—u) Iog(lL) Binomi /m O<p<l,0<y<l
-u -H
u? (1-p ¥ (2y-1)log (Hy-¥_12¥ - 0<p<l,0<y<l
I-p p 1-p
2 Negatiivinen
ek ylog(toyrvlog (=) log(t) e 1>0,y20
v v+ VEST] v+ binomi
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Taulukossa 2.2 viidennen rivin varianssifunktiota pu° vastaa ké#nteinen normaalijakauma

¢:narvolla 3, kun y > 0. Kuudennen rivin binomijakaumalla O0<y<l , y= k .
m

k=0,1,2,..., m jatiheysfunktio on muodossa

m

ke o am=k
k]u (I-p)

f(y)= (

Seitseménnen rivin varianssifunktiota ei vastaa mikéén tunnettu jakauma.

Taulukon 2.2. varianssifuntioille pg, ¢#=0,1,2, onolemassa vastaavia jakaumia seuraavas-
ti (Jorgensen (1987)):

1. V() =p°,1<g<?2 vastaa Tweedien jakaumaa, joka on Poisson — Gamma yhdistetty
jakauma. Se soveltuu vahinkovakuutuksen kokonaisvahinkomenon mallintamiseen.

2. V() =p°,c<0 vastaa hyvin stabiilia' jakaumaa. Ei-normaalit stabiilit jakaumat ovat
”paksuhéntiiisii” jakaumia, jotka saattavat soveltua vahinkomenon mallintamiseen.

3. V(W=p°,2<g<w,c#3 vastaa positiivista stabiilia jakaumaa.
4. V() =p¢,0<c<1l :lleeildydy vastaavaa eksponenttijakaumaperheen jakaumaa.

Lisaksi varianssifunktiota V(u) = w(l1+1p’) vastaa yhdistetty Poisson-késnteinen Gamma

jakauma. Renshaw (1994) esittid timén jakauman ja negatiivisen binomijakauman devians-
sin lausekkeen.

Taulukossa 2.2 kvasiuskottavuuden lausekkeista puuttuu ¢ ja pelkéstiifin y:td sisltévit ter-
mit, koska he hivisvit ratkaistaessa yhtiloitd (2.25). Parametrit § ja mallin arvot I ovat
¢ :sti riippumattomia, mutta ¢ :tii tarvitaan varianssien laskentaan. ¢ voidaan esti-

moida momenttiestimaattorilla

b= 1 imm)’
D T

H

tai devianssin avulla, jolloin

! Stabiililla jakaumalla, jonka indeksi on « , tarkoitetaan tiss# jakaumaa P, joka toteuttaa seuraavan chdon :
1

(Xy+xXp+...+xp):Hija n® x :114 on identtinen jakauma, jos xy, X3 ,..., Xy ovatriippumattomia, ja niiden
kaikkien jakauma on P (J8rgensen (1987) sivu 133 ).
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— pzd(y,,ul

Luvussa (2.3.1) skaalatuksi devianssiksi saatiin (2.11):ta mukaisesti
D (yv:0) =Y 2w, {y,(6-6,)-0(8)+b(,) =D (:5)/ ¢ . 231)

Kayttamalla yhtaloa

j(yl - b()dt = j(y;—b (©)dt

¥i

ja differentiaaliyhtildd (2.30) saadaan lahtemalld (2.31):sté

D(y:p) = D di =) 2w, j‘%dsm—&bq v:Rh)
i=1 i=1

miké on sama kuin tdssd luvussa (2.23):ssa kvasiuskottavuuden avulla miéritelty devianssi.
Devianssin laskemiseen riittdd siis Yi:den jakauman ensimméisen ja toisen momentin tunte-
minen.

Tarkastellaan mallin parametrien b ratkaisemista ldhtien liikkeelle (2.27):n mukaisesta tihe-
ysfunktiosta. Logaritmiscksi uskottavuudeksi saadaan

- Z—ﬁd(wi)+log<c<yi,¢)) .

i=1]
Suurimman uskottavuuden parametrit ﬁ 16ydetéin ratkaisemalla p:n yhtdlon ryhmé

il=(} j=L...p

op j
Saadaan

Z 1 ad(YIs]"'l

E 2 B,
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v
z_zﬁ O |5 [Yi—t g [OHi
20 oui | 2 V() OB,

i

_NO Vi Y M Oh(xsB)
Zd’ V() 0B

_ Wi ¥i i ) .
T2y gy NP

B; :n suurimman uskottavuuden yht&ls on siis

n
D Wiy -mdx =0, (2.32)
i=1

missi muunnettu paino on

& 2 W)

: 2.33
Viui) 233

Téamé on sama yhtilo kuin (2.26), joka johdettiin minimoimalla devianssi. Olkoon W muun-
nettujen painojen W; muodostama n X n diagonaalimatriisi. Yhtld (2.32) matriisimuodossa
on

X"W(y-p)=0 . (2.34)

Yhtilsstd (2.33) ndhdéin kanonisen linkin merkitys. Jos w; = w;, niin h on varianssifunk-
tiota V vastaavan kanonisen linkin kiéinteisfunktio. Télldin h toteuttaa differentiaaliyhtélon
V(h{(n) )=h'(m) . Jos esimerkiksi V(i) =, niin h(n) =¢e" , ja g(u) =log(i) on kanoninen
linkki. Kun kéytetéifin kanonista linkkié, painomatriisi W ei riipu mallin antamista arvoista ,
ja laskenta helpottuu.

Luvussa (2.4) esitettiin ratkaisusualgoritmi, kun lihtSkohtana oli (2.4):n mukaiset uskotta-
vuusyhtil6t. Kvasiuskottavuuden mukaiset yhtilot ratkaistaan samalla Fisher:in scoring me-

netelmalld. Painomatriissa W ei tarvitse tuntea Yj:den varianssia, vaan kiytiin V() ta.
Merkitidn negatiivista Hessin matriisia H:lla. Siis

H=-E 9l = —E[a—u)
OB5Bx P

Yhtilon (2.34) mukaisesti u=X"W(y-p) ,ja
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H= —E[a—“}
op

— -5 2 xtwiy - u))
(5P

1
|
s

axXWy twn 2o
pn (y ) +(X-W) P (y H)J

—g xtw
aop

—E| xtwir
dn 9

=X"WX ,
missé painomatriisi on

w; (h'(x;B)°
V(i)

W = diag (
Merkitian a = H lu , ja kiytetdin Newton-Raphson menetelméi kuten luvussa 2.4. Nyt

Bns1 =Pp+a, HP41 =HP, +Ha=HB, +u,joten.

X'WXB . =X'WXp, +u
=X"Wn, +Xthd"—“(y ~ )
11

= xtﬁ[nn + d;‘“ (y - ”)J : (2.35)
u

Yhtald (2.35) on siis painotetun lineaarisen mallin normaaliyht&ld, kun havainnot ovat

Np + iidﬂll_(y ~p) , ja mallin matriisi on X ja painot ovat W. Nyt
Bn

g() + (v - E'() =1+ (y—mg‘l ,
n

on g(y) :n lineaarinen approksimaatio , ja
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2
Var[g(u)+(y—u)g’(u)]=V(u)[:—E] =W,

kun ¢ :té ei huomioida.

Ratkaistaessa P :t4 tilld iteratiivisella ja uudelleen painotettavalla menetelmillé voidaan
aloittaa asettamalla p=y.

3. TARIFFIN PARAMETRIEN ESTIMOINTI

3.1 Taulukoidut tiedot

Oletetaan, ettd vakuutukset on luokiteltu tariffimuuttujien A;,...,A, perusteella, missd A;
on jaettu n; luokkaan. Solujen lukumaiérd on tdll6in n; -nj ....-ny . Havainnollisuuden

vuoksi tarkastellaan tilannetta, misséd k = 2. Téall6in on kyseessd kuvan 3.1 mukainen tilanne.

Kuva 3.1

A/ A; ] 2 J n,
I

2
i G(.])
r]I

QOlkoon

N - :
yp=—=  i=lenp, j=leony . G.D

yij :11d on 3 mahdollista tulkintaa :

1. y; on vahinkotiheys, jolloin r;; on solun (i,j) vahinkojen lukuméérd, ja w; on

sohun (1,j) vakuutuskannan suuruus ( vakuutusvuosien lukumiéré, vakuutettujen
fukumifird ) .
2. yy on keskivahinko, jolloin ry on solun (i,j) vahinkomeno, ja w; on solun (1,))

vahinkojen lukuméiré.
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3. y; on havaittu riskimaksu, jolloin r; on solun (i,j) vahinkomeno, ja w; on solun

(ij) vakuutuskannan suuruus ( vakuutusvuosien lukumésrd, vakuutettujen luku-
maird ) .

yiit ja it ovat satunnaismuuttujien havaittuja arvoja , ja w; :t ovat annettuja vakioita.

Tarkastellaan seuraavia malleja :

- multiplikatiivinen malli

E (Y;) =a;-b; i=1,...,n7 , j=1,...,np (3.2)
- additiivinen malli
E (Yj) =a; +b; i=1,...,n1 , j=1,....n2 (3.3)

a;:tja b;:t ovat mallin parametrit, jotka on estimoitava. (3.2) ja (3.3) eiviit mé#rad mallien
parametreja yksikésitteisesti. Asettamalla parametreille reunaehto, pAéstizin tilanteeseen, jos-

sa on estimoitava nj +n- —1 parametria 1nj - no :std havainnosta.
3.1.1 Bailey - Simon:in menetelma

Multiplikatiivisessa mallissa a;:n ja b;:n estimaatit saadaan minimoimalla
w..
2
Q=Zr}j(Yij _aibj) (34)
ij Y]

a; nja b;:n suhteen. Laskemalla osittaisderivaatat a;:n ja b;mn suhteen, ja laittamalla

i
ne 0:ksi, saadaan

| —

2
ZwinEj

| b; f
a; = i=1,...,n (3.5)

2. Wib;

i
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M| —

Z Winij2

a.
. iz, . 3.6)
j Zwlj 1

Niiden yhtildiden ratkaisu saadaan iteratiivisesti. Alkuarvoksi voidaan valita esimerkiksi
b; =1, j=1,...,np . Konvergointi tapahtuu nopeasti. Valitsemalla eri alkuarvot saa-
daan ratkaisut {ai',b i } , Joille on voimassa

{ai',bj } 1la saadaan siis sama arvo E(Y ) :le kuin {ai,bj }:lla.
Additiivista mallia kiytettiessd minimoidaan

—Z — vy -+ * (3.7)

J

Laittamalla (3.7):n a;:n ja bj:n suhteen lasketut osittaisderivaatat 0:ksi, saadaan yht&lst

2

WiiYij .
T =1,...,
Z(ai +bj)2 Zwu 1 nj

i j

i i

Z(i?) -Twi j=1,...,m

Niiden yhtildiden ratkaisu 16ydetaan iteratiivisella Newton-Raphson menetelméll4, jolloin
midritellddn rekursiivisesti

2
Yi

ZWij[a_(k) _[_b_iki] -2 W

k) ] i j A
2

2Zw L

i ®+bW) 2;® +b,®

i

ai(kﬂ) = ai( +
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2 Vi —m. =2 Wi
bj(k+1)=bj(k)+ l aliha/ 2 i

Yij 1
2> wy
Zi: Y ai(k) +bj(k) ai(k)+bj(k)

Ratkaisu riippuu valituista alkuarvoista, mutta kaikilla ratkaisuilla saadaan samat arvot
a; +bj:lle.

3.1.2 Reunasummamenetelmsi
Tém4 menetelmi tunnetaan myds Bailey:n menetelm#n ja Jung:in menetelmén nimelld
(Bailey 1963, Jung 1968). Vilttémiton ehto, joka hinnoittelumenetelmén on toteutettava, on

se, ettd suurelle mérille vakuutuksia menetelmills saatu tulos on yhtd suuri kuin havaitut
arvot .

Multiplikatiivisessa mallissa { a;.b, }:n on toteutettava
2 wiaiby = wiyj i=1,...,n4
j j
(3-8)

ZWIJ i%] Zwljyu j=1,...,n9

T4mé& on ny +n» :n yhtildn ryhmd, jossa on njp +n5 tuntematonta, ja yksi yhtdld on muista
lineaarisesti riippuva. Ratkaisu saadaan laskemalla iteratiivisesti

Z“’inij
a =
L 2w
i

Zwuyu
Zwa j=1,...,n»

bj:lle valitaan O:sta poikkeavat alkuarvot. Menetelmé# konvergoi nopeasti.

(3.9)
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Additiivinen malli on vastaavasti

Z_Wi_i(ai+bj)=zwini_j i=1,...,m
i i _
(3.10)
Zwij(ai+bj)=zwinij j=1,...,n9
i i

Niméi yht#lst voidaan ratkaista iteratiivisesti samaan tapaan kuin multiplikatiivinen malli.

3.1.3 Pienimmiin neliGsumman estimaatit

Multiplikatiivisessa menetelméssé valitaan sellaiset a; :t ja bj:t, jotka minimoivat

S8 = Zwlj(yll —aibj)z
L]

Laittamalla SS:n osittaisderivaatat a; :n ja b; : n suhteen 0:ksi, saadaan
2 Wyib;
J

aj=22— i=1,...,m

I Yo wiby’
J

(3.11)
Z WiiYijdi
b=t —o j=1,...,n
] 2 seee s 112 3
2 Wi
i
jotka voidaan ratkaista iteratiivisesti.
Additiivisessa mallissa minimoitava nelidsumma on
$8=Y wilyy —(a +b;)]% (3.12)
ij

miki on sama ehto kuin kaksisuuntaisessa varianssianalyysissid. Derivoimalla SS a;:nja
b; :n suhteen, ja laittamalla osittaisderivaatat O:ksi, saadaan yhtil6t (3.10). a;:nja b;m
estimaatit ovat siis samat kuin saadaan reunasummamenetelman additiivisella mallilla.
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3.2 Estimointi yleistetylki lineaarisella mallilla.

Oletetaan, etté havainnon Y; tiheysfunktio on
0. —b(6.
£(y;9,¢) = CXP{L‘la—(q))(—l)"' c(yi,tb)} : (3.13)

Vahinkotiheyttd mallinnettaessa y; on i:nnen vakuutetun vahinkojen lukuméird, ja vahingon
suuruutta mallinnettaessa y; on i:nnen vahingon suuruus. Téten jokaisella havainnolla on
oma kanoninen parametri 6; , mutta dispersioparametri ¢ ja funktiot a(ci)) , b(G) ja c(y, d))
ovat samat jokaiselle i:lle. Jokainen havainto tulee siis samasta eksponenttijakaumaperheen
jakaumasta, mutta jokaisen havainnon odotusarvo voi vaihdella, koska © vaihtelee havain-

tojen vililli. Vakuutusyhtidn kantaa mallinnettaessa havaintojen lukumééré on usein satoja
tuhansia.

Y, :n odotusarvo- ja varianssi-informaatio on parametreissa 6; ja ¢. Luvun 2.2.1 mukai-
sesti

pi =E(Y;) =b'(6)) (3.14)
Var(Y;) = b"(6; )a(¢) - (3.15)
Ylemmasté yhtélostd saadaan
0; = () ")
Y leistetyn lineaarisen mallin mukaisesti
Hi = h(B]Xii +. -Bpxip) ,

joten
Gi = (b')_] [h(leiI ...Bpxip )]

Y14 olevasta ilmenee Y;:n jakauman ja mallin parametrien B;,...,p, vélinen yhteys.
Koska ©; on odotusarvon p; funktio, niin (3.15):ta mukaisesti Y; :n varianssi on Y; :n odo-

tusarvon p; :n funktio kerrottuna skaalaustermilld a((b) . Téten dispersioparametri ¢ on ja-
kauman odotusarvon ja varianssin funktio.

Jos

a@=£w (3.16)
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ja kéiytetdsin varianssifunktiota, niin

Var(Yi)=¢~Y;V(H—~i) : (3.17)

josta ilmenee, miten Y, :n varianssi on Y, :n odotusarvon funktio. Tarkasteltaessa vakuutus-
kantaa vakuutus- tai vahinkokohtaisesti, painot w; =1. Aineisto voidaan my®&s luokitella
luvun 3.1 mukaisesti, jolloin indeksin i arvot tarkoittavat aineiston eri soluja.

Tariffimuuttujien arvot saadaan ratkaisemalla parametrien f;,...,[, arvot. Luvun 2.4 mu-
kaisesti aineiston logaritminen uskottavuus on

—Zyl b(e D 4 o(y.8)
i=1

Uskottavuusyhtilst (2.15) ratkaistaan luvun 2.4 mukaisesti Newton-Raphson menetelmall,
jolloin saadaan (2.21) mukaiset yhtilot

X'Wxp™ =x'Wz (3.18)
jotka ratkaistaan iteratiivisesti.

Aineistoa voidaan myds tarkastella kvasiuskottavuutta kiiyttden. Logaritminen kvasiuskotta-
vuus on luvun 2.5 yhtilon (2.23) mukaisesti

n n Ky
Yi—S
; = = : d
q(y; 1) E qj EIWIy. WVE) s

i=1 i=l1

Minimoimalla kvasiuskottavuuden avulla médritelty kvasidevianssi (2.24) saadaan luvun 2.5
mukaisesti yhtdlot (3.18).

Tarkastellaan Iuvussa 3.1 esitettyjen menetelmien ja yleistetyn lineaarisen mallin yhteytts..
Lineaarisissa malleissa havainnot on indeksoitu yhdell4 indeksilld, mutta luvun 3.1 menetel-
missd indeksejd on yhtd monta kuin luokittelumuuttujia. Kun luokittelumuuttujia on 2, voi-
daan muunnosta kuvata seuraavalla n n,x1vektorien viliselld muunnoksella. Vasemimalla
on luvun 3.1 menetelmi# vastaava merkintd, ja oikealla lineaarista mallia vastaava merkinti.
Vasemmalla on indeksien viliin lisétty pilkut selvyyden vuoksi.
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Y1 Y1 Wil Wi

¥1,2 Y2 W12 W2

YI,nz Yn, Win, an

Y21  |€| ¥n,+l ja Wal  [€| Whyal .

Yay,1 Y(n;-n,+1 Way,l Winy-ny+1
\YHI,nz Yn|n2 .. Wnl:n2 Wnan

Vastaavasti on

aj Bl

Ml Py (3.19)
b] Bn]+] . '
bn2 Bn1+n2

Havaintojen lukumiiirii on n = nyn,, ja parametrien lukomé#ré on p =n; +n,. Kahden
muuttujan additiivisen lincaarisen mallin matriisi on nx p matriisi

A1
X=|: ,
An, I
missi
0--1--0
Ai = : 5
6:.-1--0

jonka kertaluku on n; xn, ja jonka alkiot ovat muuten 0 paitsi i:nnessi sarakkeessa on 1:ié.
Ton n, xn, yksikkomatriisi. Muunnoksen (3.19) mukaisesti
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al +b1
a +bn2
a; ) |ax+b;
a, as +bn2
XB =X ! = s
b
E anl +b1
bnz /
anl +b1
\@n; +bn, |

missi kertatuvut ovat (nx p)Ypx1)=(nx1) . Tami kuvaa muunnosta luvussa 3.1 kiytettyjen
merkintjen ja lineaarisen mallin merkintdjen vililla.

Lineaarisen mallin suurimman uskottavuuden estimaattori ﬁ toteuttaa normaaliyhtélot
X'Xf =Xy .

Jos havainnon i paino on w;, ratkaisu toteuttaa yhtilén
X'WXB = X'Wy , (3.20)

missd W = diag(wy,...w, ) on painojen Livistijimatriisi. Lasketaan yhtl (3.20) kahden
muuttujan additiiviselle mallille. Painomatriisi { nxn) on

W, - 0
W=j: . R
0 - Wnl
missi
Wil 0
W; = (noxny) .
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B C

X'WX = .
ctp

} bxp)

missd B, CjaD ovat

ja

Nyt

Twy 0
J

B=| : : (nyxn),

c=| : . (nyxn,)

XtWXB-X‘WX[aJ— B C (aJ_ Ba+Cb

b) {(C* DAb) |C'a+Db

aIZW1j+ZW1jbj
) ]

An, anlj + Zwﬂijj

=_ ! ! (px1)

2 Wit +b ) wy
1 1

Zwinz a; +bn2 Zwiﬂz
\ i i J

(3.21)
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Toisaalta

ZWUYU

]
Z.Wnljynlj
j

X'Wy = : (px1) (3.22)
ZWEIYH

i

Z w in i Yin 2

: y
Yhtiloistd (3.21) ja (3.22) saadaan luvussa 3.1.2 esitetetyt Bailey:n additiivisen mallin yht&-
16t (3.10), joten kahden muuttujan additiivinen yleinen lineaarinen malli on sama kuin Bai-
ley:n additiivinen menetelma. Normaaliyhtildiden ratkaiseminen on tehokkaampaa kuin ite-
roida luvun 3.1.2 menetelmalld. Lisiksi voidaan hyddyntéd lineaarisen mallin analysointiin

kehitettyjd menetelmid. Voidaan esimerkiksi tutkia residuaaleja ja poikkeavien havaintojen
vaikutusta.

Yleistetylld lineaarisella mallilla havainnon i paino on (2.33):n mukaisesti

& = wih'(x;)
V(Hi)

Merkitdsin W:llid W, :n muodostamaa n x n diagonaalimatriisia. Yhtdls (2.34) on
ZWU (YIj _”1;')

j
anl (ynlj mpﬂlj)

0=X'W(y-p)= - (PXI)’

J
Z Wy (Yﬂ - ”il)

Z Wi (Yinz —Hy, )

josta saadaan
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Wiilyi—mg)=0  i=L...,ny (3.23)
j=1
nj
Zﬁij(Yij_uij)zo j:l,...,n2 ] (324)
i=]
Kun valitaan linkkifunktioksi identiteettifunktio , niin ny = py; ja 3_"1 =1 ,joten
H
W
W=
V(uij)
Additiivisella mallilla on Nij =24 +b i Yht#lGistd (3.23) ja (3.24) saadaan
02 wijlyy - b;)
izl Vi) _
a; = 1=1...,m (3.25)
j=1 V(“ij)
< Wij(}’ij al)
el (1Y
b_] — i=1 ”'I_]) j: 1,._,,1’12 ' (3.26)
i=1 ¥ ()

Normaalijakaumalla V (p) = 1, ja till6in saadaan ylli olevasta yhtilostd (3.25)

ny
_leij(yaj ~b;)
_ =

a; = i=1,...n
i n » 1 [

[

Wij
1

—.
Il

joka on luvussa 3.1.2 esitetty Bailey:n additiivinen malli.

Poisson-, gamma- ja k#nteiselle normaalijakaumalle saadaan (3.25):std
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. 2
=1 Hi =1 Mjj
a1=J = i=1,...n; , ai=J - J i=1..m ,
> >
j=1ry j=1Hij
ja

“Zz“’ij (vi—b3)

=R
a; =3 i

N2 e
>

j=1Hjj

Namé ovat uusia menetelmid. Kun linkkifunktio on logaritmifunktio, niin m =logu , ja siis
dn = 1 , jolloin
dp p

W By
™ s .
Y V)

Téassd tapauksessa iy = expny; = exp(a; +b;) =:¢;d;. Logaritminen linkki siis muuntaa

additiivisen mallin multiplikatiiviseksi. Yht#ldstd (3.23) saadaan

“22: Wij¥ijd;
i1 V)
Cj =" ———— 1=1...n; ,
2 wijd;

2

=1 Vikg)

ja vastaavasti dj:lle. Sijoittamalla normaali-, Poisson-, gamma- ja kédnteisen normaalija-

kauman V:t saadaan

( Normaali ) ,
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C; =— ( Poisson ) ,

Cj =" .(Gamma),

Cj = —" ( Kaanteinen normaali ) .

Niistd ensimmaéinen on luvun (3.1.3) pienimmén nelissumman multiplikatiivinen malli, toi-
nen on Baileyn multiplikatiivinen malli, kolmas on ns. Brownin eksponentiaalinen malli ja
neljis on uusi menetelma.

Kiyttimalld muita linkkifunktioita kuin identiteetti- ja logaritmifunktio, voidaan johtaa lisd

saman tyylisid menetelmis. Luvussa 3.1.1 esitetty Bailey-Simon:in menetelmé perustuu x2 -

statistikan minimointiin eik# uskottavuusfunktion maksimointiin, joten Bailey-Simon:in me-
netelmi ei voida johtaa yleistetysti lineaarisesta mallista. Useilla mutta ei kaikilla 1960-
luvulla kehitetyilld * minimum bias hinnoittelumenetelmilld  on siis vastaava yleistetty line-
aarinen malli . Vastaavasti monille GLM-malleille ei ole vastaavaa ” minimum bias menetel-
mai .

Kappaleessa 3 on tarkasteltu 2:n tariffimuuttujan tilannetta. Kappaleen tulokset on yleistetté-

vissi useamman muuttujan perusteella tehtéviin tariffointiin.

4. AUTOVAKUUTUKSEN KESKIVAHINKO

Baxter, Coutts ja Ross (1980) analysoivat brittildisen vakuutusyhtion yksityishenkildiden
yksityiskéyttoisten henkilsautojen laajan moottoriajoneuvovakuutuksen oman ajoneuvon
vaunuvahinkojen keskivahinkoaineistoa lineaarisella ortogonaalisella painotetulla pienimmén
nelitsumman mallilla (OWLS) ja GLIM-ohjelmistoa kéyttden yleistetylld lineaarisella mallil-
la. McCullagh ja Nelder (1989) ja Mildenhall:in (1999 ) tarkastelivat samaa aineistoa.
Aineistossa on 3 tariffitekijas: vakuutuksenottajan iké ( 8 tasoa), auton iké ( 4 tasoa) ja auton
luokka ( 4 tasoa). Aineisto on liitteen 1 sarakkeissa 1—35.
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Baxter, Coutts ja Ross olettivat kummassakin mallissa, ettii solun (i,j,k) keskivahinko
Yijk~ N(Bj1 .62/ Njjk }, Missd ngx on vahinkojen lukuméird o on tuntematon vakio ja
eijk =§+6]‘ +Kj + Ty +[In] .
Téssd & on vakio, 8;, j Ja Ty ovat tariffitekijoiden padvaikutukset ja [In]:lléi on merkitty
interaktiovaikutuksia. Lineaarisessa mallissa ratkaistaan normaaliyhtilsisti
v ixlo-fiv

B :n pienimmén nelisumman estimaattori . Yleistetyssi lineaarisessa mallissa on nor-

maalijakauma ja linkkifunktiona identiteettifunktio. Mallien parametrien estimaatit on taulu-
kossa 4.1.

Taulukko 4.1 Mallien parametrien estimaatit ( Bakter, Coutts, Ross (1980) )

GLIM OWLS
Parametri Estimaatti  Keski- Estimaatti Keski-
hajonta hajonta
Vakio 210.6 20.0 217.5 18.1
Vakuutuksen- 17-20 76.3 31.0 63.1 31.6
iki 21-24 68.4 17.2 57.5 17.1
25-29 40.6 124 38.5 12.5
30-34 24.9 11.7 29.9 12.0
35-39 -23.1 11.7 -24.8 11.7
40-49 - 3.7 9.9 - 3.8 10.2
50-59 -15.9 10.5 - 0.2 10.6
60 + 0 - 0 -
Auton luokka A -102.8 12.5 -108.7 12.2
B -108.4 11.5 -111.1 10.1
C - 72.0 12.1 - 745 10.4
D 0 - 0 -
Auton iki 0-3 131.3 16.3 126.6 14.7
4-7 107.0 16.4 102.4 14.7
8-9 52.5 18.9 49.8 17.1

10 + 0 - 0 -
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Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in mukaan eri menetelmilld lasketut parametrien estimaatit vas-
taavat hyvin toisiaan. GLIM-mallissa tariffitekijéiden pasvaikutukset selittivit 76 % solu-
jen viilisesti vaihtelusta, ja OWLS-mallissa vastaavasti 72 %. Sen vuoksi aineisto voidaan
esittiii tyydyttivisti ainoastaan pisvaikutukset sissltévilld mallilla. Baxter, Coutts ja Ross
tutkivat varianssioletusta residuaalien

Xijk = Oijk
S/ A Inijk
avulla, missé x;j on solun (i,j.k) havaittu keskivahinko, ja éijk on GLIM mallilla saatu so-

lun (i,j,k) keskivahingon odotusarvon suurimman uskottavuuden estimaatti. $2 on varianssin

o? estimaatti

8§ 4 4

$2=D7"Y > P i (xik —O)” -

i=1j=1k=1

D on vapausasteiden lukumiiird. Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in mukaan ei ole mahdotonta,
ettd varianssi vaihtelisi solun odotusarvon mukaisesti. Heiddn mukaansa residuaalit eiviit
kuitenkaan poikkea merkittdvisti normaaleista, ja residuaaleissa on ainoastaan pientd tren-
dia.( Baxter, Coutts ja Ross (1980) sivu 27 ) Sen vuoksi heiddn mielestén jakaumaksi voi-
daan olettaa N(Bijk,cz /i ). Lisdksi heidén mielestdéin vaikka OWLS-malli on aino-

astaan GLIM-mallin approksimaatio, silli on GLIM-malliin verrattuna laskennallisia etuja.

McCullagh ja Nelder (1989) olettivat, etti solujen variaatiokerroin on vakio ja kiyttivét
gammajakaumamallia ja linkkifunktiona kd#nteisfunktiota. Tariffitekijoiden vaikutukset ovat
siis lineaarisia kiisinteiselld asteikolla. Pd#vaikutukset siséltdva malli on

i = E(Yijk): (uo +a, +Bj +7k)_1

2, 2
Var(Yijk):—“Gr:;f ;

missd o , Bj ja yx ovat vakuutuksenottajan ikds ( VI), auton luokkaa ( AL ), auton ikéd
( AT) vastaavat parametrit ja mjj on vahinkojen lukumééird . Téssd njj = 1/pgk "voidaan

ajatella nopeutena, milld £1 :n lisaykset pitad maksaa, kun palvellaan solun keskivahinkoa
aikayksikon ajan”. Taukossa 4.2 on mallin sovituksien yhteensopivuustilasto ja taulukossa
4.3 parametrien estimaatit ja estimaattien hajonnat.
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Taulukko 4.2 Mallien yhteensopivuustilastot ( McCullagh ja Nelder (1989) )

Malli Devianssi Erotus Vapaus- Keski-
asteet devianssi

1 649.9
VI 567.7 82.2 7 11.7
VI+ AL 3394 228.3 3 76.1
VI+ AL + Al 124.8 2147 3 71.6

+ VI-AL 90.7 34.0 21 1.7

+ VI. Al 71.0 19.7 21 0.9

+ AL - Al 65.6 5.4 9 0.6
Taysi 0 65.6 58 1.1

Taulukko 4.3 Pédvaikutusmallin parametrien estimaatit ja hajonnat (x 106)
( McCullagh, Nelder (1989) )

Taso Vakuutuksenottajan Auton Auton
iki (VI) luokka ( AL ) ikd (Al

1 0 0 0

2 101 (436) 38 (169) 336 (101)
3 350 (412) -614 (170) 1651 (227)
4 462 (410) -1421 (181) 4154 (442)
5 1370 (419)

6 970 (405)

7 916 (408)

8 920 (416)

Kun oletetaan, ettd taulukon 4.2 erotukset noudattavat xz - jakaumaa, niin havaitaan, ettd
padvaikutukset sisiltdva malli on riittéiv, ja interaktiotermit eivit merkittdvasti lisdd mallin

selitysvoimaa. Pdsivaikutusmallissa residuaaleihin perustuva o2 :n estimaatti on

A2
82 — 1 Zm(y p’) =1.21 ,
109 ﬁz
joten yksittidisen vahingon variaatiokertoimen estimaatti on 1.1. Standardisoidut residuaalit
voi laskea kaavalla vm (y—fi)/Gji . Suurimmat residuaalit vastaavat havaintoja (2,2,1),
(3.2,4), (3,4.4), (5,1,2), (5,4,1)ja(7,2,1) , jane ovat 3.4, 3.2, 2.8, -2.6, -2.2 ja —2.5. Taulukon
4.3 keskihajonnat perustuvat estimaattiin G =1.1 ja pg:n estimaatti on 3410- 1076,

McCullagh ja Nelder p#sttelivit taulukon 4.3 tulosten perusteella, ettd neljin nuorimman iké-
ryhmén vakuutuksenottajilla keskivahinko on suurin, 35-39 vuotiailla on pienin keskiva-
hinko ja yli 40 vuotiaat ovat keskitasolla. Vahingon koko pienenee auton vanhetessa, mutta
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pienencminen ei ole lineaarista. Auton luokkien vahingoissa on selvit erot. Luokan D autot
ovat kalleimmat, C on keskitasoa ja halvimpien luokkien A ja B autojen vililld ¢i ole mer-
kittavai eroa.

McCullagh ja Nelder tutkivat devianssin muuttumista A :n funktiona, kun n = ul ja varians-

sifunktio V(i) uz . Devianssin minimi 124.51 saadaan ldhelld A :n arvoa -1, joka vastaa
heiddn kiyttimis kifnteisfunktiota. A :n arvoa 0 vastaava logaritmifunktio on 95 %:n var-
muusvilin sisdpuolella. He tarkastelivat myds A :n ja ¢:n yhtdaikaista muuttumista laa-
jennetun kvasidevianssin

Zlog(d"JV(yi;g))

avulla, kun linkkifunktio on muotoa g(u;2)= pk ja vastaavasti varianssifunktio kuuluu sa-

maan potenssifunktioluokkaan V(u;¢)=p® . Minimi saavutetaan, kun ¢=2.4 ja A =0.75.

Alkuperdinen valinta (2, -1) on 95 %:n alueen sisépuolella kuten myds logaritmifunktiota
vastaava (2, 0) .

Mildenhall (1999 ) kéytti myos Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in aineistoa. Hin tarkasteli ai-
nestoa kuitenkin kyttsen tariffitekijoind ainoastaan vakuutuksenottajen ik ja auton luok-
kaa. Mildenhall sovitti aineistoon 10 mallia, joissa jakaumina olivat normaali-, gamma- ja
k#inteinen normaalijakauma. Linkkifunktioina oli identiteetti-, logaritmi-, kéfinteis- ja kaan-
teinen nelidfunktio, joista viimeisté kdytettiin ainoastaan kainteiselle normaalijakaumalle.

Kaikissa 10:ss4 mallissa kaikki muut parametrit olivat tilastollisesti merkitsevid x2 -

jakauman perusteella, mutta auton luokkien A ja B vililli ei ollut eroa ( Mildenhall 1999
liitteet 7.1 —7.10). Logaritmisella uskottavuudella voidaan verrata mallien sovituksia .
Logaritmisten uskottavuuksien arvot on taulukossa 4.4.

Taulukko 4.4. Mallien logaritmiset uskottavuudet (Mildenhall (1999) ) .

Malli Jakauma Linkki Logaritminen uskottavuus
1 Normaali Identiteetti - 144.30
2 Normaali Log -144.44
3 Normaali Kiinteis - 145.79
4 Gamma Identiteetti - 140.75
5 Gamma Log -141.06
6 Gamma Kainteis - 143.27
7 Kiinteinen normaali Identiteetti - 141.08
8 Késnteinen normaali Log - 141.35
9 Kéinteinen normaali Kiidnteis -143.34

10 Kédnteinen normaali Kiénteinen nelid - 147.22

Gammajakaumalla identiteetti- tai logaritmifunktio linkkifunktiona on suurin logaritminen
- uskottavuns. Gamma-identiteetti mallin devianssinalyysin tulokset on taulukossa 4.5.
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Taulukko 4.5 Mallien yhteensopivuustilastot ( Mildenhall (1999) )

Malli Devianssi Erotus Vapaus- Keski-
asteet devianssi

1 347.0

VI 264.9 82.1 7 11.7

VI+ AL 31.2 233.7 3 77.9

Taysi 0 312 21 1.5

Vakuutuksenottajan ikd ja auton luokka ovat tilastollisesti merkitsevii ja pienentéviét selvisti

devianssia. Devianssit ovat pienempii kuin McCullagh:in ja Nelder:in malleissa, koska auton
ikd ei ole mukana aineistossa. Vakuutuksenottajan ifin ja auton luokan lisédmisen aikaan saa-
ma devianssin pienennys on samaa tasoa kuin McCullagh:lla ja Nelder:114.

Myds Mildenhall vertasi linkkifunktioita laskemalla devianssit potenssiperheen

ud o oa=0,
logn , A=0.

funktioille. Taulukossa 4.6 on devianssit eri A :n arvoilla, kun jakaumana on gamma-
jakauma.

Taulukko 4.6. Devianssi linkkifunktion potenssin A arvoilla ( Mildenhall (1999) ).

A Devianssi
-1.80 43.83
-1.30 38.97
-0.80 35.19
-0.30 32.72

0.20 31.46
0.70 31.13
1.20 31.42
1.45 31.72

Devianssi on melko tasainen alueella 0.20<A <1.2 , joka siséltés identiteettifunktion.
Kinteisfunktiota (A = —1) vastaavan linkin devianssi on selvisti suurempi kuin devianssi
talld alueella. McCullagh:lla ja Nelder :11& devianssin minimi saatiin ldhelld A :narvoa -1,

Mildenhall vertasi varianssifunktioita V(u;¢)=p° kiyttien laajennettua devianssia muo-
dossa
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a2 I s logo
(yisp) = TMW t+log(dV(yi)) .

Sivun 44 taulukossa 4.7 on lagjennetut devianssit eri ¢ :n arvoilla. Linkkifunktiona on identi-
teettifunktio. Laajennettu devianssi on pieni alueella 1.95 < <3.45 , joka siséltdd seki
gammajakauman (¢ =2 ) eitd kéi#inteisen normaalijakauman (¢ =3 ). Yhdistimalla tauluk-

kojen 4.6 ja 4.7 tulokset havaitaan, etti gammajakauma tai kéinteinen normaalijakauma ja
identitettifunktio linkkifunktiona on hyvi valinta, vaikka voi valita linkkifunktion ja varians-
sifunktion potenssifunktioperheestd. Nami tulokset sopivat yhteen taulukon 4.4 uskotta-
vuuksien kanssa. ‘

Liitteen 1 sarakkeessa 9 on Mildenhallin kiiyttimin mallin mukaiset arvot, sarakkeessa 8

McCullagh ja Nelder mallin arvot ja sarakkeissa 6 — 7 Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in mallien
arvot.

Taulukko 4.7. Laajennettu devianssi ja varianssifunktio V(u;¢)=pnS (Mildenhall (1999)) .

g Laajennettu

devianssi
1.20 372.74
1.45 372.02
1.70 371.42
1.95 370.95
2.20 370.60
245 370.37
2.70 370.28
2.95 370.32
3.20 370.49
345 370.80

5. HENKILOAUTOJEN LIIKENNEVAKUUTUKSEN HINNOITTELUA

5.1 Omaisuusvahingon vahinkotiheys

Tarkastellaan yksityishenkildiden Pohjolassa vakuuttamien yksityiskdyttdisten henkildauto-
jen liikennevakuutuksen vuonna 2002 sattuneita vahinkoja. Vuoteen 2002 kohdistuneiden
vakuutusvuosien lukumiri on 342 427 vakuutusvuotta. Vakuutuksille sattui 9680 omai-

~ suusvahinkoa , joista maksettiin korvauksia 15 728 tuhatta euroa. Vahinkojen korvausten
kertymii on otettu mukaan vuoden 2004 syyskuun loppuun asti, joten aineistoa voidaan pitdi
lopullisena.
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Tariffitekijit , tekijéiden luokkien lukumaiérit ja luokittelut ovat

Alue (AL) : 4 :1,2,3,4

Sylinteritilavuus (SY): 9 : - 1050, 1051 — 1250, 1251 — 1350, 1351 — 1550, 1551 — 1630,
1651 — 1850, 1851 - 2150, 2151 — 2650, 2651 -

Auton merkki ja malli (AM): 9: -4,-3,-2,-1,0,1,2,3.,4

Auton ikd (AT): 8:0-2,3-5,6-8,9-11,12-14,15-17,18-20,21 -
Sukupuoli (SP) : 2 : mies, nainen

Haltijan ikd (HI): 12 :-21,22-24,25-29,30 - 34 35-39,40-44,45-49,50-54,
55-59,60-64,65-69, 70-
Bonus(BO):6:0,5—15,20—30,35-45,50—65,70.

Alue midriytyy ajoneuvon haltijan kotikunnan mukaan. Alueessa 1 ovat paékaupunkiseudun
kaupungit ja alueessa 4 ovat maaseudun kunnat. Automalliluokat on mé##ritty Liikenneva-
kuutuskeskuksen merkki- ja mallitutkimuksessa. Tutkimuksen luokittelun 4 alinta ja 4 ylinta
luokkaa on yhdistetty. Auton ikd on laskettu vakuutuskauden alkamisvuoden ja auton kéyt-
toonottovuoden erotuksena. Haltijan iki on laskettu vakuutuskauden alkamisvuoden ja auton
haltijan syntymiivuoden erotuksena. Bonusluokittelussa asteikon bonusluokkia on yhdistetty
ylld olevan mukaisesti. Tall4 tariffitekijdiden luokittelulla solujen lukumairéd on 373 248 .

Sovitetaan aineiston vahinkotiheyksiin Pretium-ohjelmistolla Poisson-malli, jossa linkki-
funktiona on logaritmifunktio. Mallissa on tariffitekijoiden pagivaikutukset { AL + AM +
+AI+BO +SY + HI + SP) ja haltijan ifin ja sukupuolen ( HI-SP), auton ifin ja auton mer-
kin ja mallin ( AI- AM ), sylinteritilavuuden ja auton merkin ja mallin (SY - AM ) sekd hal-
tijan itin ja bonuksen (HI-BO) yhteisvaikutukset. Taulukossa 5.1 on esitetty mallien yh-
teensopivuustilastot.

Taulukko 5.1. Omaisuusvahingon vahinkotiheysmallien devianssianalyyst.

Malli Devianssi | Vapausasteet 12 tn > y°
1 378358

+AL 37621.0 3 214.8 0.0001
+ AM 375383 8 82.7 0.0001
+ Al 37433.8 7 104.5 0.0001
+BO 36 609.0 5 824.8 0.0001
+SY 36492.9 8 116.1 0.0001
+ HI 36 162.3 11 330.6 0.0001
+ SP 36 159.6 1 2.7 0.1015
+HI-SP 36 137.6 11 22.0 0.0247
+Al-AM 36 050.9 56 86.27 | 0.0052
+SY -AM 35 964.6 64 86.27 | 0.0333
+HI-BO 358726 55 92.02 | 0.0013

Ensimmaiseni on sovitettu aineistoon ainoastaan vakion siséltimé malli, ja sen jélkeisissd
malleissa on lisitty tekijoiti yksi kerrallaan taulukon mukaisessa jérjestyksessé. Devianssien
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erotus on asymptoottisesti %> jakautunut, kun oletuksena on, ettd malliin lisétty parametri on

0. %2 -jakauman vapausasteiden lukuméiéra on peréttiisten mallien parametrien lukuméirien
crotus. Tariffitekijoiden paivaikutukset sukupuolta lukuunottamatta ovat merkitsevid 1 %:n

tasolla. Sukupuolen mukaan tehdyssi tilastossa sek# naisten ettd miesten vahinkotiheys on
0.028 . Kun mallissa otetaan muiden tekijéiden vaikutukset huomioon, sukupuolten vililld on

eroa, mutta eron merkitsevyys y 2 -jakauman mukaan on 10 %:n tasolla. Suomalaiset yhtist

eivat kiytd auton ikéi likkennevakuutuksen hinnoittelussa, ja haltijan ik on kiiytGssi vain
muutamalla yhtiolla. Morlock:n ja Zimpelmann:in (1999) mukaan Saksassa 83 % 87:sti tut-
kitusta moottoriajoneuvovakuutusyhtidsti kéytti auton ikid moottoriajoneuvonvastuun hin-
noittelussa. Pitd3 kuitenkin huomata, ettd tisss tarkastellaan ainoastaan omaisuusvahingon
vahinkotiheyttd. Auton idn vaikutuksen selvittiimiseksi riskimaksutasolla pitis ottaa huomi-
oon my0ds omaisuusvahingon suuruus ja henkildvahingon vahinkotiheys ja suuruus. Bonuk-
- sen vaikutus devianssiin on ehké yllittdvan suuri, vaikka mallissa on 6 ensisijaista tariffiteki
jéd. Bonus on mééraytynyt aikaisempien vuosien vahinkojen lukuméirien perusteella. Nayt-
téd siltd, ettd autoa ja vakuutuksenottajaa miftaavien tekijdiden jélkeen hinnoittelusoluihin

j44 erilaisuutta vakuutuksien vilille, ja bonus selittid niistd eroista huomattavan osan.

Interaktiomuuttujat ovat merkitsevid 5 %:n tasolla. Kuvissa 5.1 ja 5.2 on esitetty haltijan ién
Ja sukupuolen sekd haltijan isin ja bonuksen vaikutuksien kuvaajat tekijoiden eri arvoilla. Jos
interaktiotermit eivit olisi mukana, kuvaajat olisivat samanmuotoisia (siirtymé y-akselin
suunnassa) , koska tekijoiden vaikutukset ovat additiivisia logaritmiasteikolla.

Kuva 5.1. Omaisuusvahingon vahinkotiheys. Haltijan ik ja sukupuoli.
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Kuvan 5.1 mukaan nuorten naisten vahinkotiheys on pienempi kuin nuorten miesten, mutta
35-39 vuotiaiden ja vanhempien naisten vahinkotiheys on suurempi kuin miesten vahinko-
tiheys. Sukupuolen vaikutus ei ole yhtd suuri eri ikéisilld henkiloilld.

Kuva 5.2. Omaisuusvahingon vahinkotiheys. Haltijan ik4 ja bonus.
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Kuvan 5.2 mukaan esimerkiksi 0 bonuksellisista vakuutuksenottajista suurin vahinkotiheys
on alle 21 vuotiailla. Nuoria vakuutuksenottajia ei ole kdytinnissi ylemmissd bonusluokissa,
koska bonusta ei ole vicl ehtinyt kertyd. Auion ifin ja auton merkin ja mallin interaktiota on
ehki lisinnyt se, ettd merkkeji ja malleja luokiteltaessa auton ikéd ei huomioida erillisend
tekijénd, vaan se on vaikuttanut luokitukseen. Esimerkiksi auton vuosimallin vanhetessa, au-
tot ovat siirtyneet nuorisok&yttoon, ja mallin vahingot ovat lisiéntyneet, jolloin vahinkoti-
laston perusteella tehdyssd luokittelussa malli on siirretty ylemp&én automalliluokkaan. Isolla
moottorilla varustettujen autojen riskin vaikutus vilittyy ehké seké sylinteritilavuuden ettd
automalliluokan vilityksells, miki on lisinnyt ndiden tekijdiden interaktiotermin merkitse-

vyytta.

Kéytinnossi interaktiomuuttujista ainoastaan haltijan ifn ja sukupuolen voi ottaa mukaan
mukaan tariffiin, jos halutaan, etti vakuutuksen hinnan muodostus pystytédén perustelemaan
selkesisti vakuutuksenottajille. Liitteessd 2 on tulokset, kun omaisuusvahinkojen vahinkotihe-
ysaineistoon on sovitettu Poisson-malli, jossa linkkifunktiona on logaritmifunktio ja pédivai-
kutuksista on mukana alue, sylinteritilavuus, auton merkki ja malli, auton iké, bonus ja hal-
tijan sukupuolesta ja ifstd muodostettu yhdistetty tekija. Tdmén mallin logaritminen uskot-
tavuus on — 43 350, kun aikaisemmin sovitetun laajemman mallin logaritminen uskottavuus
on — 43 217. Mallin sovituksen residuaalit ovat liitteen 3 kuvassa 1. Kuvassa on mukana ai-
noastaan solut, joissa on vihintdin 30 vakuutusvuotta. Residuaalit eivit ole normaalisti ja-
kautuneita. Valilld (-1.9, -1.1) on useita soluja, joille ei ole sattunut vahinkoja. Mallissa on
6 tariffimuuttujaa, ja muuttujilla on tihed luokittelu. Téstd johtuen melko usean solun ha-
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vaittu vahinkojen fukuméri on 0 , jolloin havaittu arvo jé4 mallin arvoa pienemméksi. Kun
solulle, jossa on vihin vakuutuksia, on sattunut 1 tai useampia vahinkoja, solun havaittu va-
hinkotiheys on suuri. Nimi solut ovat selvasti 0:n oikealla puolella. Toisaalta residuaalit ovat
valilla (-2.3,+3.3). Tarkastellaan liitetts 2. Tariffitekijoiden lnokkien kertoimien arvojen
vaihtelu on melko suur, silld alueen, sylinteritilavuuden, auton merkin ja mallin, auton ién,
bonuksen ja haltijan sukupuolen ja iéin suurimman ja pienimmaén kertoimen suhde on 1.52,
1.71, 1.48, 1.56,2.35, 2.54. Uusilla ja muutaman vuoden ikisilld autoilla ja vanhoilla yli
18 vuoden ikéisilld autoilla vahinkotiheys on pienempi kuin keski-ikéisilld autoilla. Bonus-
asteikon ylimmiin ja alimman luokan suhde on 3.33, kun se mallin mukaan olisi 2.35. Alle
21 vuotiailla miehilld on suurin vahinkotiheys, ja 30-34 vuotiaiden naisten vahinkotiheys on
pienin.

5.2 Omaisuusvahingon keskivahinko

Sovitetaaan luvussa 5.1 kiiytetyn omaisuusvahinkoaineiston keskivahinkoihin gammajakau-
mamalli, jonka linkkifunktio on logaritmifunktio. Mallin tekijét ovat alue, sylinteritilavuus,
auton merkki ja malli, auton iki ja haltijan sukupuolesta ja i#std muodostettu yhdistetty teki-
j4. Residuaalit ovat liitteen 3 kuvassa 2, devianssianalyysi on taulukossa 5.2 ja mallin sovi-
tuksen tulokset ovat liitteessi 4.

Taulukko 5.2. Omaisuusvahingon keskivahinkomallien devianssianalyysi.

Malli Devianssi | Vapausasteet 2 tn > >
AL 9733.8

+8SY 9 720.1 8 13.8 0.0876

+ AM 9711.8 8 8.3 0.4086

+ Al 9674.6 7 37.3 <{(1.0001

+HI-SP 9619.3 23 55.3 0.0002

Residuaalijakauman huippu on 0:n vasemmalla puolella, joten useille soluille mallilla saatu
estimaatti on suurempi kuin solun havaittu keskivahinko. Jakauma on selvasti oikealle vino.
Kuvasta puuttuu lisiiksi 20 solua , joissa residuaali on suurempi kuin 3.9. Residuaalijakau-
man muotoa selittiii se, ettil aineistossa on muutama iso vahinko, ja useita pienid vahinkoja.
Dispersioparametri ¢ on 0.9989 , joten vahinkojen suuruuden variaatiokerroin on 0.9994.
Tarkastellaan liitettd 4. Alueen vaikutus on yll4ttdvan pieni. Vahingon koko kasvaa auton

sylinteritilavuuden kasvaessa, ja suurimpien autojen aiheuttamat vahingot ovat selvisti
~ isompia kuin pienimpien, mutta keskimmaisissé sylinteritilavausluokissa vahingon koko ei

juuri vaihtele. Sylinteritilavuuden 2 -arvo on yli 5 %. Automalliluokka ei x 2 -arvon perus-
teclla ole tilastollisesti merkitsevi. Suurin osa autojen malleista on keskimmiisissé luokissa,
joissa vahingon koko ei juuri muutu. Auton ik ja auton haltijan ikd ovat selvisti tilastollises-
ti merkitsevid. Sunrimmat vahingot ajetaan alle 2-vuotiailla ja yli 21-vuotiailla autoilla.

" Nuorten miesten ja yli 70-vuotiaiden miesten vahingot ovat suurimpia.



53

5.3 Henkilévahingon vahinkotiheys

Kaytetszin henkildvahinkojen aineistona yksityishenkildiden yksityiskayttdisten henkildauto-
jen liikennevakuutuksen Pohjolan vuosien 2000-2002 aineistoa. Vuosiin 2000-2002 kohdis-
tuva vakuutuskanta on 1 061 471 vakuutusvuotta. Vuosina 2000-2002 sattui 4000 henkild-
vahinkoa, joista vuoden 2004 syyskuun loppuun mennessé on maksettu ja varattu eldkepéa-
omina ja muina vahinkokohtaisina varauksina 35 539 tuhatta euroa.

Sovitetaan vahinkotiheyksiin Poisson malli, jonka linkkifunktio on logaritmifunktio. Tariffi-
tekijit ovat alue, sylinteritilavuus, auton merkki ja malli, auton ik, haltijan sukupuolesta ja
isstd muodostettu yhdistetty tekijd sekd bonus . Tariffitekijoiden luokittelu on sama kuin
kuin omaisuusvahinkoa mallinnettaessa luvuissa 5.1 ja 5.2. Mallin residuaalit ovat liitteen 6
kuvassa 1, devianssianalyysi on taulukossa 5.3 ja mallin sovituksen tulokset ovat Litteessd 5.

Taulukko 5.3. Henkilévahingon vahinkotiheysmallien devianssianalyysi.

Malli Devianssi | Vapausasteet 72 tn > 2
1 22 623.8

+ AL 22612.2 3 11.7 0.0087
+8SY 22 581.1 8 31.1 0.0001
+ AM 22 529.0 8 52.0 < 0.0001
+ Al 22 497.6 7 31.4 < 0.0001
+ HI-SP 21963.7 23 533.8 < 0.0001
+BO 21753.1 5 210.6 | <0.0001

Residuaaleissa niikyy samat ilmiét kuin omaisuusvahinkotiheysmallin residuaaleissa. Kaikki
tekijit ovat tilastollisesti merkitsevisi 1 %:n tasolla. Tarkastellaan liitettd 5. Vihiten henkild-
vahinkoja ajavat maaseudun pienten kuntien ja piakaupunkiseuden autoilijat. Henkildvahin-
kotiheys kasvaa, kun siirrytddn merkin ja mallin luokissa luokituksessa ylospdin. Eniten hen-
kilovahinkoja aiheuttavat 6—11 vuotiaat autot, ja alle 2 vuotiailla ja yli 18 vuotialla autoilla
vahinkoja on vihemmin. Vahingot lisdéintyvit sylinteritilavuuden suuretessa. Nuoret miehet
ja naiset ajavat eniten vahinkoja. Vahiten henkilgvahinkoja aiheuttavat 30-39 vuotiaat. 0 %:m
bonusiuokan vahinkotiheyden suhde 70 %:n bonusluokan vahinkotiheyteen on 2.34.

5.3 Henkilévahingon keskivahinko

Aineisto on sama kuin vahinkotiheyksid mallinnettaessa. Henkilévahingot on tehty lopulli-
siksi Liikennevakuutuskeskuksen vuoden 2004 riskitutkimuksen selvityskertoimilla. Vahin-
got on indeksikorotettu vuoden 2005 tasolle riskitutkimuksessa kéytetylld korvaustaso-
indeksilld. Sovitetaan vahinkoihin gammajakaumalli, jolla on linkkifunktiona logaritmifunk-
tio. Malli sovitetaan katkaistuihin henkildvahinkoihin kéyttden katkaisurajoina Liikenneva-
kuutuskeskuksen riskitutkimuksen rajoja. Vahinkojen yliteosat voidaan riskimaksuja lasket-
taessa tasoittaa henkildautojen riskimaksuun tai tasoitus voidaan tehdd my6s muiden ajoneu-
volajien kuin henkildautojen kesken. Vuoden 2004 syyskuun loppuun mennessd vuosina
2000-2002 sattuneita katkaistuja henkilévahinkoja oli maksettu vuoden 2005 tasossa 39 178
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tuhatta euroa. Tariffitekijdt ovat muuten samat kuin luvun 5.2 vahinkotiheysmallissa, mutta
bonus ei ole mukana. Mallin residuaalit ovat liitteen 6 kuvassa 2, devianssianalyysi on tau-
- lukossa 5.4 ja mallin sovituksen tulokset ovat liitteessi 7.

Taulukko 5.4, Henkil6vahingon keskivahinkomallien devianssianalyysi.

Malhl Devianssi | Vapausasteet %2 tn > 2
AL 20 606.6

+SY 20 395.2 8 42.3 < 0.0001

+ AM 20077.3 8 63.6 <0.0001

+ Al 19 954.9 7 24.5 0.0009

+ HI-SP 19 755.6 23 39.8 0.0160

Residuaalijakauman huippu on 0:n vasemmalla puolella, ja jakauma on vino oikealle, koska
aineistossa on suuria eldkepdiomia sisiltdvid vahinkoja. Dispersioparametri ¢ on 5.0025 , ja
vahinkojen suuruuden variaatiokerroin on 2.2366, jotka osoittavat vahingon suuruuden suu-
ren vaihtelun. Sylinteritilavuus, merkki ja malli, auton ik# seké yhdistetty sukupuoli ja ika
ovat merkitsevi& 5 %:n tasolla. Tarkastellaan liitetts 7. Vahingot ovat suurempia maaseudulla
kuin paskaupunkiseudun kaupungeissa. Vahingot kasvavat automalliluokan kasvaessa mal-
liluokkaan 2 asti, jonka jilkeen ne pienevit. Yl 9:n vuotiaat henkildautot aiheuttavat suu-
rempia henkilévahinkoja kuin nuoremmat autot. Kahden ylimmin sylinteritilavuusluokan
autojen vahingot ovat suuria. Nuorten ja yli 65 vuotiaiden vahingot ovat suurempia kuin
muiden ikdryhmien autoilijoiden.

6. YHTEENVETO

Kun hinnoitellaan moottoriajoneuvovakuutuksia, yleistetyll4 lineaarisella mallilla voidaan
valita vahinkoriskiin vaikuttavat tekijéit ja laskea tekijoiden vaikutus. Luvussa 2 on esitetty
yleistetyn lineaarisen mallin rakenne, mallin sovituksen hyvyyden arviointimenetelmit, mal-
lin parametrien ratkaisumenetelma seké tarkasteltu yleistettyjd lineaarisia malleja kvasius-
kottavuutta kéyttden. Luvussa 3 on tarkasteltu tariffin parametrien estimointia my8s muilla
yleisesti kdytetyilld menetelmills ja ndiden muiden menetelmien ja yleistettyjen lineaaristen
mallien vilistd yhteyttd. Osalle mutta ei kaikille niisté perinteisistd menetelmisti 16ytyy me-
netelméd vastaava yleistetty lineaarisen malli. Luvussa 4 on esitetty esimerkkini autovakuu-
tuksen hinnoittelusta Baxter:in, Coutts:in ja Ross:in (1980) alun perin esittimi vahingon
suuruuden mallinnus. Esimerkin avulla on tarkasteltu jakauman ja linkkifunktion valinnan
merkitystd mallin sopivuuteen. Luvussa 6 on sovitettu yleistettyji lineaarisia malleja Pohjo-
lan yksityishenkiloiden likennevakuutuksen henkiléautojen omaisuus- ja henkildvahinkoi-
hin. Osoittautuu, ett4 yleisesti kiiytdssi olevien auton haltijan kotipaikan, auton sylinteritila-
vuuden ja merkin ja mallin liséksi auton haltijan ill4 ja auton i4ll4 on vaikutusta seké omai-
suusvahinko- ettd henkilévahinkoriskiin.
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Yksityiskdyttdisten henkildautojen oman ajoneuvon vaunuvahingon keskivahinko LITE 1
Baxter, Coutts, Ross 1980 1(3)

Tariffi- Havaitut Malii Mailli Malli Math
tekijat vahingot B-C-R B-CR McC-N M

OWLS GLIM GLIM GLIM  (5)-(6) (57 (5)-(8}
Vak.ot.kd Autoryhm@ Auton ik Lkm £ £ £ £ £
(1) (2) (3 (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10} (1) (12)
17-20 A 0-3 8 289 299 315 293 258 -10 -26 4
17-20 A 4-7 8 282 274 291 267 258 8 -9 15
17-20 A 8-9 4 133 222 237 198 258 -89 -104 -65
17-20 A 10- 1 160 172 184 132 258 -12 -24 28
17-20 B 0-3 10 372 296 310 290 266 76 62 82
17-20 B 4-7 28 249 272 286 264 266 -23 -37 -15
17-20 B 8-9 1 288 219 231 196 266 69 57 92
17-20 B 10- 1 11 170 179 132 266 -159 168" 121
17-20 c 0-3 ] 189 333 348 358 312 -144 157 -169
17-20 c 4-7 13 288 309 322 319 312 -21 -34 -31
17-20 c 8-9 1 179 256 267 225 312 -77 -88 46
17-20 c 10- 0 206 215 144 312
17-20 D 0-3 3 763 407 418 503 389 356 345 260
17-20 ) 4-7 2 850 383 394 430 389 467 456 420
17-20 D 8¢ 0 330 330 275 389
17-20 3] 10- 0 281 287 163 389
21-24 A 0-3 18 302 293 308 285 261 9 -6 17
21-24 A 4-7 3 194 269 283 260 261 -75 -89 -66
21-24 A 8-9 10 135 216 229 194 261 -81 -94 -5¢
21-24 A 10- 4 166 166 176 130 261 0 -10 36
21-24 B 0-3 59 420 291 302 282 270 130 118 138
21-24 B 4-7 96 243 266 278 257 270 -23 -35 -14
21-24 B 8-9 13 196 214 223 192 270 -18 -27 4
21-24 B 10- 3 135 164 171 130 270 -29 -36 5
21-24 c 0-3 44 268 327 338 345 315 -59 -70 -77
21-24 c 4-7 39 343 303 314 309 315 40 28 34
21-24 C 8-9 7 293 250 260 220 315 43 34 73
21-24 Cc 10- 2 104 201 207 142 315 -97 103 -38
21-24 ] 0-3 24 407 402 410 478 393 5 -3 -71
21-24 D 4-7 18 320 377 386 412 393 -57 -66 -92
21-24 D 8-9 2 205 325 332 267 393 -120 127 -62
21-24 D 10 0 275 279 160 393
25-29 A 0-3 56 268 274 280 266 241 6 -12 2
25-29 A 4.7 55 285 250 255 244 241 35 30 41
25-29 A 8-9 17 181 197 201 185 241 -16 =20 -4
25-29 A 10- 12 110 147 148 126 241 -37 -38 -16
25-2¢ B 0-3 126 275 272 274 263 250 4 1 12
25-29 B 4-7 172 243 247 250 242 250 -4 -7 1
25-29 B 8-9 36 179 195 195 184 250 -16 -16 -5
25-29 B 10- 10 264 145 143 126 250 119 121 138
25-29 c 0-3 163 334 308 31 318 295 26 24 16
25-29 c 4-7 129 274 284 286 287 295 -10 -12 -13
25-29 c 8-9 18 208 231 232 208 295 -23 -24 0
25-29 Cc 10- 8 150 182 179 137 295 -32 -29 13
25-29 D 0-3 72 383 383 383 428 372 0 1 -45
25-29 D 4-7 50 305 358 358 374 372 -53 -53 -69
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Tariffi- Havaitut Malli Malli Malli Malli 2(3)
tekijat vahingot B-C-R B-C-R McC-N M

OWLS GLIM GLIM  GLIM (5B} (5-(7) (5)-(8)
Vak.ot.ikd Autoryhmé& Auton ks Lkm £ £ £ £ £
{1) {2) (3) (4) (5) (&) {7} (8) (9} (10) (1) (12)
25-29 D 89 6 116 306 304 251 372 -0  -188 -135
25-29 D 10- 1 636 256 251 154 372 380 385 482
30-34 A -3 43 236 265 264 258 228 -29 -28 -22
30-34 A 4-7 53 270 241 240 238 228 29 30 32
30-34 A -8-9 15 160 189 185 181 228 -29 -25 =21
30-34 A 10- 12 110 139 133 125 228 -29 -23 -15
30-34 B 0-3 179 259 263 258 256 237 -4 1 3
30-34 B 4.7 211 226 239 234 236 237 -13 -8 -10
30-34 B 8-9 39 161 186 180 180 237 -25 -19 -18
30-34 B 10- 19 107 136 127 124 237 -29 -20 -17
30-34 c 0-3 197 340 300 295 307 282 41 45 33
30-34 cC 4-7 125 260 275 271 278 282 -15 -11 -18
30-34 c 8-9 30 189 223 216 204 282 -34 27 -15
30-34 c 10- 9 104 173 164 135 282 59 -60 -3
30-34 D 0-3 104 400 374 367 408 360 26 33 -8
30-34 D 4-7 55 349 350 343 359 360 -1 7 -10
30-34 D 8-9 8 147 297 288 244 360 150 141 97
30-34 D 10- 2 65 247 236 151 360 -182 171 -86
35-39 A 0-3 43 207 211 2186 209 180 -4 9 -2
35-39 A 4-7 73 129 186 192 195 180 -57 63 -66
35-39 A 8-9 21 157 134 137 155 180 23 20 2
35-39 A 10- 14 113 84 85 112 180 29 28 1
35-39 B 0-3 191 208 208 210 208 188 0 -2 0
35-39 B 4-7 219 214 184 186 194 188 30 28 20
35-39 B 8-9 46 149 131 132 155 188 18 17 -5
35-39 B 10- 23 137 82 79 111 188 55 58 26
35-39 c 0-3 210 251 245 247 240 233 6 4
35-39 C 4.7 131 232 221 223 222 233 11 10 10
35-39 c 8-9 3z 203 168 168 172 233 35 35 3
35-39 o] 10- 8 141 118 116 120 233 23 26 21
35-39 D o-3 - 119 233 319 319 298 3N -86 -86 -65
35-39 D 4-7 43 325 295 295 271 311 30 31 54
35-38 D 89 4 207 243 240 200 3N -36 -33 7
35-39 D 10- 0 193 188 133 311
40-49 A 0-3 90 254 232 235 228 195 22 19 26
40-49 A 4-7 a8 213 207 21 212 195 6 2 1
40-4% A 8-9 35 149 165 157 166 195 -6 -8 -17
4049 A 10- 22 98 105 104 117 195 -7 -6 -19
40-49 B 0-3 380 218 229 230 226 204 -11 -12 -8
40-49 B 4-7 434 209 205 206 210 204 4 4 -1
40-49 B 89 97 172 152 151 165 204 20 21 7
40-49 B 10- 59 110 103 99 117 204 7 12 7
40-49 c 0-3 401 239 266 266 266 249 -27 27 =27
40-49 c 4-7 253 250 242 242 244 249 8 8 6
4049 c 8-9 50 174 189 187 185 249 -15 -13 -11
40-49 c 10- 15 129 139 135 126 249 -10 -6 3
40-49 D 0-3 199 387 340 338 338 326 47 49 49
4049 D 4.7 88 299 316 314 303 326 -17 -15 -4
40-49 D 8-9 8 325 264 259 217 326 62 66 108
40-49 D 10- g 137 214 207 141 326 -77 -70 -4




59

Tariffi- Havaitut Malli Malli Malli Malli 2(3)
tekijat vahingot B-C-R B-C-R McC-N M
OWLS  GLIM GLIM GLIM  (5)-(8) ({5)-(7) (5)-(8)
Vak.ot.ikd Autoryhmd Auton ika Lkm £ £ £ £ £
(1) (2) (3 (4) {3) (8) (7) {8) (9) (10} (11} (12)
50-59 A 03 69 251 235 223 231 198 16 28 20
50-59 A 4-7 120 227 211 199 215 198 16 28 12
50-59 A 89 42 172 158 144 167 198 14 28 5
50-59 A 10- 35 o8 109 92 118 198 -1 6 -20
50-59 B 0-3 366 196 233 218 229 207 -37 -22 -33
50-59 B 4-7 353 229 209 193 213 207 20 36 16
50-59 B 8-9 85 164 156 138 166 207 8 25 -2
50-59 B 10- 45 132 106 86 117 207 26 46 15
50-58 c 0-3 310 268 269 254 269 252 -1 14 -1
50-59 c 4-7 148 250 245 230 247 252 5 20 3
50-59 C 89 33 175 183 175 186 252 -18 0 -1
50-59 C 10- 13 152 143 123 127 252 9 29 25
50-59 D 0-3 105 3N 344 326 344 330 47 65 47
50-59 D 4-7 46 228 320 302 309 330 -92 -74 -81
50-59 D 8-9 10 346 267 247 219 330 79 99 127
50-59 b 10- 1 167 217 195 142 330 -50 -28 25
60 - A 0-3 64 264 235 239 231 193 29 25 33
60 - A 4-7 100 198 211 215 214 193 -13 -17 -16
60 - A 89 43 167 159 160 167 193 8 7 0
€0 - A 10- 53 144 109 108 118 193 35 36 26
60 - B 03 228 224 233 234 229 202 -9 -10 -5
60 - B 4-7 233 193 209 209 213 202 -16 -16 -20
60 - B 8-9 73 178 156 155 166 202 22 23 12
60 - B 10- 44 101 106 102 117 202 -5 -1 -16
60 - c 0-3 183 269 270 270 269 247 -1 -1 0
60 - Cc 4-7 103 258 245 246 247 247 13 12 11
60 - c 8-9 20 227 193 191 186 247 34 36 41
60 - c 10- 6 11¢ 143 139 127 247 -24 -20 -8
60 - D 0-3 62 385 344 342 344 324 41 43 41
60 - D 4-7 22 324 320 318 308 324 4 6 16
60 - D 8-9 6 192 267 263 219 324 -75 -71 -27
60 - D 10~ 6 123 218 211 142 324 -95 -88 -19
8942 -163 -113 753
Sarakkeet
1-3 Tariffitekijsiden arvot
4 Havaittu vahinkojen lukuméaara
5 Havaittu vahingon suuruus (£)
6 Baxter, Coutts, Ross : painotettu pienin nelitsumma
7 Baxter, Coutts, Ross : normaali, identiteetti
8 McCullagh,Nelder : gamma, ké#inteis
9 Mildenhall : gamma, identiteetti

10 - 12

Havaittu - mallin arvo, malleille 6 - 8




LIITE 2. Liikennevakuutuksen omaisuusvahingon vahinkotiheys. Poisson-log malli.
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Parametri Estimaatti Keskihajonta 95 %:n luottamusvilit
Vakio ~3.7153 0.0502 -3.8138 -3.6168
AL 1 0.1777 0.0274 0.1241 0.2313
AL2 0.0449 0.0284 -0.0107 0.1005
AL3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AL 4 -0.2400 0.0302 -0.2991 -0.1808
SY -1050 -0.2842 0.0729 -0.4271 -0.1414
SY 1051-1250 -0.1982 0.0501 -0.2964 -0.0999
SY 1251-1350 -0.1097 0.0360 -0.1802 -0.0392
SY 1351-1550 -0.0896 0.0363 -0.1608 -0.0185
SY 1551-1650 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
SY 1651-1850 0.1286 0.0361 0.0579 0.1993
SY 1851-2150 0.1517 0.0309 0.0912 0.2122
SY 2151-2650 0.1560 0.0486 0.0607 0.2513
SY 2651- 0.2505 0.0691 0.1152 0.3859
AM -4 -0.2812 0.0988 -0.4749  -0.0875
AM -3 -0.3107 0.0957 -0.4983 -0.1232
AM -2 -0.1184 0.0786 -0.2725 0.0357
AM -1 -0.1536 0.0438 -0.2394 -0.0678
AM 0 -0.0922 0.0306 -0.1522 -0.0322
AM 1 -0.0579 0.0284 -0.1137 -0.0022
AM 2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AM 3 0.0786 0.0344 0.0112 0.1459
AM 4 0.0415 0.0558 -(.0680 0.1509
Al 0-2 -0.1145 0.0367 -0.1865 -0.0425
Al 3-5 -0.0673 0.0344 -0.1346 0.0001
Al 6-8 -0.0302 0.0383 -0.1054 0.0449
Al 9-11 0.0504 0.0355 -0.0192 0.1200
All12-14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Al15-17 0.0118 0.0337 -(.0543 0.0779
Al18-20 -0.0629 0.0475 -0.1559 0.0302
Al21 - -0.3946 0.0714 -(0.5345 -0.2547
B0 0 0.8523 0.0366 0.7805 0.9241
B0 5-15 0.3767 0.0389 0.3006 0.4529
B0 20-30 0.3179 0.0393 0.2409 0.3949
B0 3545 0.2908 0.0428 0.2069 0.3748
B0 50 65 0.2627 0.0328 0.1984 0.3271
B0 70 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
HI-SP M -21 0.6833 0.0599 0.5658 0.8007
HI-SP M 22-24 0.1920 0.0660 0.0627 0.3214
HI-SP M 25-29 -0.0769 0.0578 -0.1902 0.0364
HI-SP M 30-34 -0.2068 0.0575 -0.3195 -0.0941
HI-SP M 35-39 -0.1651 0.0539 -0.2708 -0.0594
HI-SP M 40-44 -0.0349 0.0516 -0.1360 0.0662
HI-SP M 45-49 0.0092 0.0509 -0.0905 0.1089
HI.SP M 50-54 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
HI-SP M 55-59 -0.0640 0.0550 -0.1718 0.0438
HI-SP M 60-64 -0.1252 0.0630 -0.2487 -0.0017
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Parametri Estimaatti Keskihajonta 95 %:n luottamusvilit
HIL-SP M 65-69 -0.1702 0.0711 -0.3095 -0.0308

HIi-SP M 70- 0.1556 0.0552 0.0473 0.2638
HI-SP N .21 0.4876 0.0938 0.3037 0.6715

HI-SP N 22-24 0.0375 0.1061 -0.1704 0.2454
HI-SP N 25-29 -0.1944 0.0824 -0.3559 -0.0329
HE-SP N 30-34 -(.2479 0.0760 -0.3969 -0.0989
HI-SP N 35-39 -0.0879 0.0656 -0.2164 0.0406
HI-SP N 40-44 0.0321 0.0618 -0.0890 0.1532
HI-SP N 45-49 0.1430 0.0602 0.0251 0.2609
HI-SP N 50-54 0.0556 0.0620 -0.0658 0.1771
HI-SP N 55-59 -0.0025 0.0691 -0.1380 0.1330
HI-SP N 60-64 -0.1047 0.0895 -0.2801 0.0707
HI-SP N 65-69 0.0290 0.1030 -0.1730 0.2309
HI-SP N 70- 0.3314 0.0823 0.1702 0.4926
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LIITE 4. Liikennevakuutuksen omaisuusvahingon keskivahinko.Gamma-log malli.

Parametri Estimaatti | Keskihajonta 95 %:n luottamusviilit
AL 1 7.3195 0.0504 7.2208 7.4182
AL 2 7.2364 0.0500 7.1383 7.3345
AL 3 7.2777 0.0501 7.1794 7.3759
AL 4 7.3041 0.0515 7.2032 7.4051
SY -1050 { -0.0661 0.0730 -0.2091 0.0769
SY 1051-1250 | -0.0536 0.0504 -0.1524 0.0452
SY 1251-1350 | 0.0118 0.0362 -0.0692 0.0828
SY 1351-1550 | -0.0401 0.0365 01117 0.0315
SY 155i-1650 | 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000
SY 1651-1850 | -0.0358 0.0363 -0.1070 0.0353
SY 1851-2150 | 0.0216 0.0309 -0.0389 0.0822
SY 2151-2650 | 0.0926 0.0498 -0.0050 0.1903
SY 2651- -0.0164 0.0712 -0.1559 0.1231
AM -4 -0.1125 0.0989 ) -0.3063 0.0814
AM -3 -0.0156 0.0955 -0.2028 0.1715
AM -2 -0.0237 0.0788 -0.1782 0.1308
AM -1 0.0119 0.0438 -0.0740 0.0978
AM 0 0.0304 0.0309 -0.0302 0.0810
AM 1 0.0030 0.0287 -0.0534 0.0593
AM 2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AM 3 0.0904 0.0345 0.0227 0.1581
AM 4 0.0415 0.0560 -0.0684 0.1513
Al 0-2 0.1991 0.0371 0.1264 0.2718
Al 3-5 0.0283 0.0346 -0.0385 0.0961
Al 6-—8 0.0596 0.0386 -0.0160 0.1352
Al 9-11 0.0768 0.0356 0.0070 0.1465
AL 12 —14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AT 15 17 0.0313 0.0339 -0.0351 0.0977
AL 18 —20 -0.0199 0.0475 -0.1130 0.0731
Al2] - 0.15600 0.0699 0.0130 0.2870
HI-SP M -21] 0.1303 0.0560 0.0205 0.2401
HI.SP M 22-24] 0.0440 0.0640 -0.0813 0.1694
HI-SP M 25-29] 0.1165 0.0563 0.0062 0.2269
HI-SP M 30-34} -0.0137 0.0572 -0.1257 0.0984
HI-SP M 35-39] 0.0522 0.0539 -0.0534 0.1578
HI-SP M 40-44] 0.0169 0.0517 -0.0844 0.1182
HI-SP M 45-49[ 0.0893 0.0515 -0.0116 0.1901
HI-SP M 50-54| 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
HI-SP M 55-59] -0.0301 0.0552 - 0.1383 0.0781
HI-SP M 60-64f 0.0220 0.0631 -0.1017 0.1457
HI-SP M 65-69) 0.012¢9 0.0711 -0.1263 0.1522
HI-SP M 70- 0.1433 0.0552 0.0351 0.2516
HI-SP N -21] -0.0075 0.0914 -0.1866 0.1717
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Parametri Estimaatti | Keskihajonta 95 %:n luottamusvilit
HI-SP N 22-24] -0.0313 0.1047 -0.2366 0.1739
HI-SP N 25-29{ -0.1004 0.0813 -0.2598 0.0520
HI-SP N 30-34] -0.0974 0.0755 -0.2453 0.05086
HI-SP N 35-39| 0.1647 0.0657 0.0359 0.2934
HI-SP N 40-44] 0.0567 0.0618 -0.0643 0.1777
HI-SP N 45-49| -0.0387 0.0602 -0.1567 0.0792
HI-SP N 50-54| 0.0145 0.0620 -0.1071 0.1361
HI-SP N 55-59| -0.1905 0.0692 -(0.3262 -0.0549
HI-SP N 60-64] 0.0948 0.0896 -0.0809 0.2704
Hi-SP N 65-69| -0.0810 0.1032 -0.2832 0.1212
HI-SP N 70- 0.0242 -0.1367 0.1851

0.0821
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LIITE 5. Liikennevakuutuksen henkildvahingon vahinkotiheys. Poisson-log malli.

Parametri Estimaatti | Keskihajonta| 95 %:n luottamusvilit
Vakio -5.8014 0.0783 -5.9548 - -5.6480
AL 1 -0.0431 0.0444 -0.1301 0.0439
AL 2 ~_0.0334 0.0417 -0.0484 0.1152
AL 3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AL 4 -0.1105 0.0446 -0.1979 -0.0231
SY -1050 -0.4731 0.1201 -0.7085 -0.2377
SY 1051-1250 0.0157 0.0712 -0.1239 0.1554
SY 1251-1350 -0.0147 0.0541 -0.1207 0.0912
SY 1351-1550 -0.0293 0.0562 -0.1394 0.0809
SY 1551-1650 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
SY 1651-1850 0.2003 0.0571 0.0884 0.3122
SY 1851-2150 0.1604 0.0495 0.0634 0.2575
SY 2151-2650 0.2073 0.0783 0.0538 0.3608
SY 2651- 0.1620 0.1185 -0.0702 0.3943
AM —4 -0.7223 0.1866 -1.0881 -0.3565
AM —3 -0.0792 0.1362 -0.3461 0.1878
AM -2 -0.1522 0.1149 -0.3775 0.0731
AM —] -0.1073 0.0707 -0.2460 0.0313
AM 0 -0.0940 0.0483 -0.1886 0.00086
AM 1 -0.0048 0.0440 -0.0809 0.0816
AM 2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AM 3 0.0915 0.0540 -0.0143 0.1973
AM 4 0.1168 0.0834 -0.0465 0.2802
Al 0-2 -0.0156 0.0568 -0.1270 0.0958
Al 3-5 0.0044 0.0568 -0.1069 0.1158
Al 6-—8 0.1160 0.0603 -0.0023 0.2342
Al 9-11 0.1124 0.0508 0.0129 0.2118
AT 12 —14 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AT 1517 0.0090 0.0549 -0.0987 0.1166
AT 18 - 20 -0.0797 0.0785 -0.2335 0.0741
AL21 - -0.2888 0.1109 -0.5061 -0.0714
HI-SP M -21 0.8758 0.0876 0.7040 1.0475
HI.SP M 22-24 0.3830 0.0953 0.1963 0.5697
HI-SP M 25-29 -0.1619 0.0922 -0.3427 0.0188
HI.-SP M 30-34 -0.2404 0.0889 -0.4147 -0.0662
HI-SP M 35-39 -0.2216 | 0.0845 -0.3873 -0.0560
HI-SP M 40-44 -0.1400 0.0819 -0.3006 0.0206
HI-SP M 45-49 -0.1330 0.0817 -0.2932 0.0271
HI-SP M 50-54 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
HI.SP M 55-59 -0.1391 0.0896 -0.3148 0.0366
HI-SP M 60-64 -0.1076 0.0988 -0.3013 0.0861
HI-SP M 65-69 -0.0527 0.1085 -0.2614 0.1560
HI-SP M 70- 0.3068 0.0834 0.1434 0.4703
HI-SP N -21 0.8020 0.1276 0.5520 1.0520
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[Parametri Estimaatti | Keskihajonta| 95 %:n iuottamusvilit

HI-SP N 22-24 0.0915 0.1573 -0.2169 0.3998
HI-SP N 25-29 -0.0776 0.1220 -0.3168 0.1616
HI-SP N 30-34 -0.2750 0.1166 -0.5034 -0.0465
HI-SP N 35-39 -0.2387 0.1070 -0.4485 -0.0289
HI-SP N 40-44 -0.1032 0.1005 -0.3001 0.0938
HI-SP N 45-49 0.0572 0.0962 -0.1313 0.2457
HI-SP N 50-54 0.1465 0.0933 -0.0364 0.3284
HI-SP N 55-59 0.1134 0.1077 -0.0976 0.3244
HI-SP N 60-64 -0.0762 0.1420 -0.3545 0.2021
HI-SP N 65-69 0.0667 0.1612 -0.2492 0.3826
HI-SP N 70- 0.2993 0.1351 0.0345 0.5641
B0 0 0.8482 0.0561 0.7382 0.9582
B0 5-15 0.3817 0.0598 '0.2645 0.4990
B0 2030 0.2837 0.0627 0.1610 0.4065
B0 35 45 0.1613 0.0708 0.0225 0.3000
B0 50 —65 0.2254 0.0518 0.1239 0.3270
B0 70 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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LIITE 6.

Kuva 1. Liikennevakuutuksen henkilovahingon vahinkotiheys.
Standardoidut devianssiresiduaalit soluista, joissa vihintign 80 vakuutusvuotta.

Kuva 2. Liikennevakuutuksen henkilovahingon keskivahingon standardoidut _
devianssiresiduaalit.

700

600 |
. 500

400 |

300 -




68

LITE 7. Liikennevakuutuksen henkilévahingon keskivahinko. Gamma-log malli.

Parametri Estimaatti Keskihajonta } 95%:n luottamusvélit
AL 1 8.9977 0.1915 8.6224 9.3730
AL 2 9.1647 0.1788 8.8143 9.5152
AL 3 9.2012 0.1917 8.9013 9.6527
AL 4 9.2770 0.1837 8.8412 9.5613
SY  -1050 -0.1857 0.3144 -0.8020 0.4306
SY 1051-1250 0.0935 0.1796 -0.2586 0.4456
SY 1251-1350 0.1090 0.1347 -0.1549 0.3730
SY 1351-1550 -0.1737 0.4362 -0.4407 0.0932
SY 1551-1650 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
SY 1651-1850 0.2408 0.1416 -0.5183 0.0366
SY 1851-2150 0.0114 0.1162 -0.2165 0.2392
SY 2151-2650 0.5180 0.1874 0.1507 0.8854
SY 2651- 0.7797 0.2810 0.2290 1.3304
AM -4 -0.9740 0.4240 -1.8050  -0.1430
AM -3 -0.3748 0.3240 -1.0097 0.2604
AM -2 -0.9158 0.2718 -1.4485  -0.3832
AM -1 ' -0.2629 0.1694 -0.5950 0.0692
AM 0 -0.1958 0.1160 -0.4233 0.0316
AM 1 -0.5904 0.1063 -0.7987  -0.3821
AM 2 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AM 3 -0.6165 0.1349 -0.8809  -0.3521
AM 4 -0.8667 0.1913 -1.2416  -0.4917
Al 0-2 -0.0536 0.1409 -0.3297 0.2224
Al 3-5 0.0280 0.1428 -0.2519 0.3080
Al 68 -0.2914 0.1486 -0.5826  -0.0002
AT 9-11 0.2245 0.1269 -0.0243 0.4733
AT 1214 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
AT15-17 0.1059 0.1382 -0.1650 0.3768
AT 18 20 -0.3577 0.1908 -0.7317 0.0163
Al21 - 0.2641 0.2510 -0.2278 0.7561
HI-SP M -21 0.3782 0.1961 -0.0061 0.7624
HI-SP M 22-24 0.0680 0.2246 -0.3721 0.5082
HI-SP M 25-29 0.5666 0.2166 0.1421 0.9911
HI-SP M 30-34 0.0681 0.2156 -0.3544 0.4906
HI-SP M 35-39 0.5526 0.2013 0.1580 0.9471
HI-SP M 40-44 0.2399 0.1916 -0.1356 0.6153
HI-SP M 45-49 0.1118 0.1965 -0.2733 0.4968
HI-SP M 50-54 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
HI-SP M 55-59 -0.1145 0.2101 -0.5262 0.2972
HI-SP M 60-64 -0.1758 0.2345 -0.6354 0.2839
HI-SP M 65-69 0.6410 0.2474 0.1561 1.1259
HI-SP M 70- 0.2505 0.1983 -0.1382 0.6391
HI-SPN -21 0.3894 0.2937 -0.1862 0.9650
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HI-SP N 22-24 0.0341 0.3529 -0.6576 0.7268
HI-SP N 25-29 0.6427 0.2048 0.0648 1.2206
HI-SP N 30-34 0.7907 0.2700 0.2616 1.3198
HI-SP N 35-39 0.0966 0.2510 -0.3953 0.5886
HI-SP N 40-44 0.1736 0.2315 -0.2801 0.6273
HI-SP N 45-49 0.2242 0.2258 -0.2184 0.6668
HI-SP N 50-54 0.1790 0.2209 -0.2541 0.612C
HI-SP N 535-59 0.4100 0.2554 -0.0805 0.9106
HI-SP N 60-64 0.0287 0.3733 -0.7030 0.7604
HI-SP N 65-69 0.1506 0.3806 -0.5955 0.8966
HI-SP N 70- 0.1015 0.3158 -0.5175 0.7205







