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ENGLISH SUMMARY

MULTI-OBJECTIVE OPTIMIZATION AND IT'S UTILIZATION IN AN INSURANCE

COMPANY

Multi-objective optimization problem is a problem where there
are several conflicting objectives to be optimized simultaneocusly

(under some constraints).

There are several methods to solve this kind of problems. These
methods can be divided into two groups: evaluation mathods and
design methods. Evaluation methods can be used to rank possible
alternatives and/or to find the most-preferred alternative when
solving a well-defined multi-objective optimization problem.
Design methods can also be used to find the most-preferred
solution to a problem but they can as well be-used to gét better

insight into the problem and into the factors related to it.

In this paper several solution methods are presented, both

evaluation methods and design methods.

Multi-objective optimization problems are easy to find. In this
paper some multi-objective optimization problems related to the
insurance business are formulated and some exaples of the
utilization of multi-objective optimization methods to solve

these problems are presented.
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1. JOHDANTO
Optimointiongelmaa

(1.1) max f,(x)
max f£,(x)
max f£.(x)
g;(x) =b, , i=1,..,p

X = (X,,...,%X).

nimitetdsn monitavoiteoptimointiongelmaksi. Kaikki ratkaisut
x, Jjotka toteuttavat ehdot g,(x) = b,, i = 1,..,p, muodostavat
sallittujen ratkaisujen joukon X. Usein funktiot f£,,..,f_ ovat
sellaisia, ettd ei ole olemassa ratkaisua, jolla kaikki funktiot
optimoituisivat yhtaikaa. T&ll6in joudutaan etsimddn ongelmalle
kompromissiratkaisua, ts. joudutaan tinkim&&n eri funktioiden

optimaalisuudesta, jotta loydettdisiin tyydyttédva ratkaisu.

1.1 PERUSKASITTEET
Seuraavassa maidritell&ddn joukko tdssd tydssd kadytettadviid kasit-
teitd (Steuer, 1986; Keeney & Raiffa, 1976; Hwang & Masud, 1979;

Miettinen, 1994)

Muuttujia x = (x,,..,X;) nimitetdan padtdsmuuttujiksi ja muuttujia
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Y= (Vy,00,¥) = (£,(x),..,£f(x)) kriteerimuuttujiksi. Sallitun
joukon X C R" padatdsmuuttuja-avaruudessa muodostavat ne pisteet
x, joille kaikki ehdot g,(x) £ b, , i = 1,..,p, toteutuvat.
Sallittu joukko S C R® tavoiteavaruudessa mididritell&sn seuraavas-

ti 8 = {y | v = (£(x),..,£.(x)), x € X}.

Jos ratkaisut x, x' € X ovat sellaisia, ettd f,(x) < f,(x')
kaikilla i =1,..,r ja f (x) < £, (x') jollakin 1l £ k £ r, sanotaan,
ettd piste y = (£f,(x),..,f.(x)) dominoi pistettd y' =
(£,(x"),.., £ (x')). Mik#li pistettd y = (£,(x),..,f (x)) € S el
‘dominoi mik&an toinen piste y' € S, on piste y ei-dominoitu
ratkaisu, t#1l6in ratkaisua x € X sanotaan tehokkaaksi. Usein
kavtetdan kidsitettda Pareto-optimaalisuus', kun wviitataan -
tehokkaisiin ja ei-dominoituihin pisteisiin. Merkit&&n symbolilla
X? C X tehokkaiden ratkaisujen joukkoa paatésmuuttuja-avaruudessa
ja 8P C S on puolestaan ei-dominoitujen pisteiden joukko tavoi-

teavaruudessa.

Joé ratkaisut x, x' € X ovat sellaisia, ettd f,(x) < fi(x')
kaikilla i =1,..‘,r, sanotaan, ettd piste y = (£f,(x),..,f.(x))
dominoi vahvasti pistettd y' = (£(x'),..,f(x')). Jos ratkaisu
y = (£,(x),..,f(x)) € S on 'seilainen, ettd ei ole olemassa
sellaista pistettd y' = (£,(x'),..,£f.(x"')) €S, ettd y' dominoisi
pistettd y vahvasti, sanotaan, ettd y on heikosti ei-dominoitu.
Tdten siis ei-dominoitujen pisteiden. joukke on heikosti ei-

dominoitujen pisteiden osajoukko.

Jos y €-S* ja loydetédsn y' & S, joka dominoi pistettd y ja joka
voidaan lausua jdidenkin SP:n pisteiden konveksina kombinaationa,

sanotaan, ettd y on ei-tuettu ei-dominoitu ratkaisu.




Kun etsitd&n ratkaisu ongelmalle

(1.2) max f£,(x), i=1,..,r

x € X,

saadaan utopia- 1. ideaaliratkaisu, josta k8ytetddn merkintaa
y'. Jos y" € S, on se tietenkin optimointiongelman ratkaisu, ja
tdlldin ei jouduta tekemddn kompromisseja eri tavoitteiden
kesken. Jos tavoitteet ovat ristiriitaisia, ei piste y" kuulu
joukkoon S: se muodostaa tdlldin vyladrajan ei-dominoitujan

pisteiden joukolle Sf. Ongelman

(1.3) min f,(x), i=1,..,r
x € X,

y = (f(x),..,f (x)) € &°

ratkaisusta kdytetdsn nimitystd nadir-piste, ja sitd merkit#didn
symbolilla y". Té&md piste muodostaa alarajan ei-dominoitujen

pisteiden joukolle.

ESIMERKKI 1.1

Seuraavassa kuviossa 1.1 on esitetty kahden tavoitemuuttujan y
= (y,,yY;) tilanteessa sallittu joukko S. Kuviossa (a) on ei-
dominoitujen ratkaisujen joukko merkitty vahvennetulla viivalila.
Kuvioon (b) merkitty ei-dominoitujen pisteiden joukko ei ole
yhtendinen; lisdksi heikosti ei-dominoitujen ratkaisujen joukkoon
kuuluvat katkoviivalla merkityt pisteet. Kuvioon (c) on merkitty
utopiapiste ja nadir-piste. Kuvion (d) kaikki ei-dominoidut
ratkaisut ovat ei-tuettuja ei-dominoituja ratkaisuja, pisteitd

y' ja y° lukuunottamatta.




{a) Cb)
Y24 Y2y
Y ™Y
S e
yz‘ )/2
y‘l
™y, Y,

KUVIO 1.1 Ei-dominoituja ratkaisuja

Funktio U on kasvava, jos U(y') < U(y?), aina _kun y o< irz ja
y', y° € R°. Funktio U on. vdhenevd, jos U(y') > U(y?), aina kun
y' < ¥ ja y', y* € R°. Funktio U on ei-vdhenevd, jos U(y') <
U(y?), aina, kun y' < y? ja y!, y* € R*. Vastaavasti ”funktio

U on ei-kasvava, jos U(y*) = U(y®), aina kun y* < y* ja y', y° €

R™.

Jos kaikilla y', y* € R® ja a € [0,1] on voimassa U(ay' +
(1-a)y?) 2 aU(y') + (l-a)U(y?), sanotaan ettd funktio U on
konkaavi ja mikali Ulay' + (1-a)y?) > au(y!) + (1l-a)U(y?®), on U
aidosti konkaavi. Funktio U, joka vastaavasti toteuttaa ehdon

U(ay' + (l-a)y®) < aU(y') + (1-a)U(y®), on Kkonveksi ja ehdon
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U(ay' + (l-a)y?) < aU(y') + (l-a)U(y®) tdyttyessd on kyseessi

aidosti konveksi funktio.

Funktio U on kvasikonkaavi, jos U(ay' + (l-a)y?) 2 U(y') kaikilla
y', ¥° € R* ja a € [0,1], joilla on voimassa U(y*) = U(y?). Aito
kvasikonkaavisuus on kyseesséd, jos nyt U(ay' + (1-a)y?) > U(y').
Vastaavasti funktio U on kvasikonveksi, jos U(ay' + (l-a)y?) =
U(y') kaikilla y*, y* € R® ja a € [0,1], joilla on voimassa U(y')
2z U(y®). Vastaavasti aito kvasikonkaavisuus on kyseessda, jos nyt

Ulay' + (l-a)y?) < U(y").

Oletetaan, ettd funktio U on differentioituva. Sanotaan, ettd
funktio U on pseudokonkaavi, jos U(y?) € U(y') kaikilla y', y° €
R", joilla on voimassa VU(y')(y*-y") s 0. Vastaavasti pseudokon-
veksisuus on kyseessd, jos U(y®) 2 U(y') kaikilla y', y® € R,

joilla on voimassa VU(y')(y*-y*) 2 O.

Masdritellddn 1lisé@ksi seuraava yhdistysoperaattori: y(x!,x?),

y(x, x%) = Axbt o+ A,x?, 'Oslisl, A+h, = 1.

Paatoksentekijallsa tarkoitetaan henkiléjéi {tai hénkiléryhm‘aé) .
jolla on riittéva ndkemys kéisiteltévéén ongelmaan ja ( seuraavassa
luvussa esitettdvat ehdot tdyttévd) preferenssirakenne kriteeri-
muuttujien suhteen. Pd&tdksentekiji on siis henkilé (tai henkils-
ryhmd), joka tekee lopullisen valinnan tarjolla olevien vaihtoeh-
tojen joukosta. Ongelman mallintaminen ja saattaminen tietoko-
neella k&siteltdvddn muotoon voi olla eri henkilsiden huolena.
Lisdksi voidaan oclettaa, etta paadtdksentekiji on jollain tavalla

vastuussa tekemdstédédn pddttksesta.




1.2 HYOTYFUNKTIO

Oletetaan, ettd paidtdksentekija pystyy‘arvioimaan eri vaih-
toehtojen keskindistd jarjestystd tehdessédén valinnan muuttujien
-y = (y,,..,¥,) mahdollisten arvojen joukosta S eli p&d&dttksenteki-
j&lld on tietyt preferenssit, joiden perusteella hidn tekee
valintansa (Keeney & Raiffa, 1976; Berger, 1985; Wehrung, 1978).
Jos pé&tdksentekijin mielestd vaihtoehto y' on vhtid hyvd kuin

.vaihtoehto y?, merkit&sn

(1.4) v - vy

Jos pa#tdksentekijin mielestd vaihtoehto y' on parempi kuin vaih-

toehto y?, merkit&in

(1.5) vy <y

Vastaavasti merkinndlla

(1.6) y: 5y

tarkoitetaan, ettd vaihtoehto y? ei ole parempi kuin vaihtoehto

Y.

Oletetaan, ettid paitdksentekijin preferenssirakenne muuttujien

y suhteen toteuttaa seuraavat ehdot
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(1.7) El: y' -~ y?, y' < y* tai y* < y' kaikilla y*, ¥
E2: y' < y* jay' =y ony =¥y
E3: Kaikilla y* € S joukot {y* € Sly' = y¥°} ja

{y* € s|y? < y'} ovat suljettuja.

Ehto E1 formalisoi sen periaatteen, ettd pddtbksentekijadn pitéa
pystyd vertaamaan kaikkia vaihtoehtoja. Toinen ehto E2 puolestaan
ilmaisee luonnollisen transitiivisuuden. Ehto E3 takaa sen, ettéd
1l3helld toisiaan joukossa S olevilla pisteilld pitd& olla

samanlainen preferenssisuhde muihin pisteisiin.

Jos padtoksentekijén preferenssirakenne on sellainen, ettd kaavan
(1.7) ehdot toteutuvat, on olemassa &d#rellinen jatkuva re;a—
liarvoinen funktio, jolla pad&tdksentekijan preferenssirakennetta
voidaan kuvata. Tamd& funktio on yksikédsitteinen positiivisia
lineaarisia muunnoksia lukuunottamatta. Merkitdédn tédtd funktiota

U:1lla. Nyt on voimassa

(1.8) v - y2.¢>U(91) = U(y?)
Yy o ¥y e u(yh) > U(y?)
Y or ¥y e U(yh) = U(yd).

Kédytetdédn jatkossa funktiosta U nimitystéd hyotyfunktio. (Kirjal-
lisuudessa kAytetddn usein preferenssirakennetta kuvéavasta
funktiosta nimitystd arvofunktio silloin, kun pddtdksentekotilan-
teeseen ei liity epdvarmuutta, ja nimitystd hydtyfunktio silleoin,
kun tilanteeseen liittyy epdvarmuutta. Tidssd tydssd kdytetdédn
kaikissa tilante;l'.ssa preferenssirakennetta kuvaavasta funktiosta

nimitystd hydtyfunktio.)



ESIMERKKT 1.2
Tarkastellaan muuttujia y = (y,, ¥,). Oheisessa kuviossa 1.2 on

! — y*. Kaikki ne muuttujat, jotka pdittksentekijén mielestd ovat

Y
yhtd hyvid kuin y' ja y?, on kuvattu n#iden pisteiden kautta
kulkevalla kdyrdlld. Tatd kdyr&sd nimitetddn indifferenssikéyrak-

si. Edelleen on y* < y° < y'. Myds pisteiden y® ja y' kautta on

piirretty indifferenssikayrédt. ,,

KUvIig 1.2 Indifferénssikéyrét

Tyypillisid usein .kéiyteftyjéi hyStyfunktiota ovat (Keeney &

Raiffa, 1976; Oppenheimer, 1978)

(1.9) U(Y) = 2 a;¥;

It

(1.10) u(y) Z a; exp(b,y;)

ja

(1.11)  u(y) = Z a;y",




missd a; ja b; ovat vakioita.

Oletetaan nyt, ettd pddtdksentekotilanteeseen liittyy epdvarmuut-
ta (Berger, 1985). Merkit#dan paitoksenteon mahdollisten seuraa-
musten joukkoa symbolilia S. Nyt pasdtoksentekijdn piddtodksen
seuraamusta kuvaa jokin todenndkdisyysjakauma joukossa S,
merkitdan ndiden todenndkdisyysjakaumien joukkoa symbolilla P.
Jos p' € P ja p? € P, voidaan vastaavasti kuin edelld kuvata

padatoksentekijan preferenssirakennetta merkinndilla

(1.12) p' ~ p°
p* > p?
p' = p?
jotka siis tarkoittavat, ettd p' on yvhtd hyvd, parempi tai ei-

huonompi kuin p?.

Oletetaan, ettélpéétéksentekijan preferenssirakenne joukon P

alkioiden suhteen toteuttaa seuraavat ehdot

(1.13) El: pl -~ p?, p' < p? tai p? < p! kaikilla p*, p?

| E:2.:plspzjap"5p3‘t:mp15133

E3: Jos pb < p?, on ap® +(1l-a)p® < ap? +(1l-a)p® kaikilla
O<axl

E4: Jos p! <‘p2 < p?, on olemassa sellaiset luvut O<ac<l
ja O<p<l, ettd ap® +(l-a)p® < p? ja p? < Bp*

+(1-B)p°.

Ehdot El ja E2 ilmaisevat kaikkien vaihtoehtojen vertailtavuuden

ja transitiivisuuden. Ehto E3 ilmaisee yksinkertaisesti sen, etté
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jos p® on pd#tdksentekijin mielestd parempi vaihtoehto kuin P!,
pitdd pddtodksentekijd kahdesta satunnaistilanteesta parempana
sitd, jossa p® toteutuu todenn#kdisyydelld a kuin sitd, jossa p?
toteutuu todenndkdisyydelld a, jos nédmd tilanteet ovat muuten
analogiset. Neljds ehto E4 ilmaisee sen, etti vaihtoehtojen
joukossa el ole mit&dn &drettémidn hyvdid tai ddretttSmin huonoa
vaihtoehtoa. Jos esimerkiksi p' olisi &irettomdn huono vaihtoeh-
to, ei pé@dtOksentekijén kannattaisi miss#dsn tilanteessa yrittaa
tavoitella vaihtoehtoa p°, jos vaarana on, etta vaihtoehto p!

toteutuu.

Jos paddtdksentekijén preferenssirakenne joukossa P on sellainen,
ettd kaavan (1.13) ehdot toteutuvat, on olemassa &idrellinen
jatkuva reaaliarvoinen hyttyfunktio, jolla p#é&téksentekijén

preferenssirakennetta voidaan kuvata.

Hyotyfunktion ohella voidaan k&dyttdd k&sitettd tappiofunktio,.
joka kuvaa (taloudellista) menetystd. Jos tappiofunktiota
merkitd@dn symbolilla L(y), on

(1.14)  U(y) = -L(y),

eli tappio voidaan tulkita negatiiviseksi hy®ddyksi.
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2. MONITAVOITEOPTIMOINTI

Oletetaan, ettd olemassa pddtdksentekijén preferenssirakennetta
kuvaava hydtyfunktio U(f,(x),...,f.(x)). Oletetaan nyt, etta

ratkaistessaan ongelmaa

(2.1) max f,(x)
max f£,(x)
max f_ (x)
gi(x) = bi , 1= i,..,p

x = (%,...,%,).

paddtbtksentekija itse asiassa pYrkii maksimoimaan hYétyfunktiotaan
U(f,(x),...,f.(x)). Jos té&m& piaitdksentekijin hyétyfunktio

tunnettaisiin, voitaisiin ongelma kirjoittaa muotoon

(2.2)  max U(E(x),...,£.(x))
g(x) sb, , i=1,..,p

X = (X,...,X).

Talldin kyseessd olisi yksiulotteinen optimointiprobleema, ja
sille voitaisiin etsid ratkaisua yksiulotteisten optimointi-
menetelmien avulla. Useimmiten hydtyfunktio ei kuitenkaan ole
eksplisiittisesti tunnettﬁ, jolloin kaavassa (2.2) esitetyn

ongelman rétkaisuun joudutaan etsimd&n muita keinoja.
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Monitavoiteoptimointiin on olemassa lukuisa joukko eri menetel-
misd, jotka ovat ldhestymistavoiltaankin hyvin erilaisia. Yksi
tapa monitavoiteoptimointiin kehitettyjen menetelmien ryhmitte-
lyyn on jakaa ne kahteen joukkoon, joista wvoidaan kayttaa
nimityksid arviointimenetelmdt ja suunnittelumenetelmét (Korho-
nen, 1992). Seuraavassa esitelld@n td@miEn jaottelun mukaisesti
- yvleisimmdt ldhestymistavat monitavoiteoptimointiin, esittely ei
kuitenkaan pyri olemaan kattava eikd3 tyhjent&vd. Asiasta
laajemmin kiinnostuneet ldytédviat perusteellisempia esityksid alan
kirjallisuudesta (Steuer, 1986; Keeney & Raiffa, 1976; Hwang &
Masud, 1979; Shin & Ravindran, 1991; Korhonen & al., 1992;

Vincke, 1986; French, 1984; Roy & Vincke, 1981; Miettinen, 1994).

2.1 ARVIOINTIMENETELMAT

Arviointimenetelmdt révat menetelﬁiﬁ, joiden avulla woidaan
vertailla olemassa olevaa (mahdollisesti &darettntd) vaihtoeh-
tojoukkoa, ja etsis optimaalisin ratkaisu tasta joukosta. Naits
mehetelmié'kéytettéessé.on olennaista, ettd ongelmanrakenne ja
ratkaisuun vaikuttavat tekijdt tunnetaan suhteellisen hyvin:
paatbksentekijan pddasiallisena pulmana on vain valita mie.luis.{n

ratkaisu tarjolla olevien vaihtoehtojen joukosta.

Seuraavassa esitetdédn viisi arviointimenetelm&sd, jotka tavalla

tai toisella perustuvat erilaisiin l1&8hestymistapcihin.
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2.1.1 MAUT

MAUT on lyhenne =sancista ‘'multiattribute utility theory',
suomenkielisen nimityksen keksiminen jatetdan (kuvitellun)
lukijan tehtdvédksi. MAUT on menetelmd, jossa pdadtdOksentekijén
hy&tyfunktio pyritédn konstruoimaan kysymdlla paddatoksentekijélté
suoraan hyttyfunktioon iittyvdd tietoa (Keeney & Raiffa, 1976:;

Fishburn, 1988; Farquhar, 1984; Roy & Bouysson, 1986).

Tdmén menetelm&n esittelyd varten otetaan kayttoon yksi uwusi
merkintd: merkinn&dlld <p,,¥';...;p. ¥Y"> tarkoitetaan sitd, ettd

vaihtoehto y’ toteutuu todenndktisyydelld p;, j=1,..,k.

Tarkastellaan kahden muuttujan hyétyfunktiota U(y,,y,). Sanotaan,
ettd muuttuja y; on hydtyriippumaton muuttujasta y,, jos paatik-
sentekijidn ehdolliset preferenssit muuttujan y, kohdalla eivit
riipu muuttujan y, arvoista. Toisin sanoen, 'jos joillakin
arvoilla v;', v.'', v,''' Jja y," on voimassa, (v.'.7") ~
<p,(y,"',¥,'); (1-p),(y,""',y," )> seuraa t&sts, ettd paitdksente-
Kijén mielestd kaikilla y,:n arvoilla y,'’' vaihtoehdot (v,',yv,'")
Ja<p,(v,"",y." ") (1-p).(v,'"',y,' ' )> ovat yhta hyvié‘: (vi',¥9:"")

— <p’(ylll’yzll); (1-P),(Y1"',Y2")>-

Jos muuttuja y, on hydtyriippumaton muuttujasta y,, ei tasta
valttéaméttd seuraa, ettd muuttuja y, on hydtyriippumaton y,:sta.
Jos muuttuja y, on hybtyriippumaton y,:sta ja y, on hyttyriippuma-
ton y,:std, sanotaan, ettd muuttujat y, ja y, ovat keskindisesti

hyétyriippumattomia.




14
Edells esitetty mddrittely voidaan yleistéds r muuttujaa koskevak-
si. Oletetaan, ettd muuttujia on r kappaletta Y = {y,,..,y.}, ja
olkoon Z joukon Y osajoukko. Merkit&ddn edelleen Z:n komplementtia
symbolilla 2z°, ¥ = z U z°, z ] z° = @. Sanotaan, ettd muuttujajou-
kon Y osajoukko Z on hyétyriippuméton komplementistaan Z°, jos
muuttujajoukkoon Z liittyvat ehdolliset preferenssit eivdt riipu
muuttujajoukon Z° alkioiden arvoista. Edelleen sanotaan, ettid
muuttujat y,,..,y, ovat keskendsn hydtyriippumattomia, jos joukon
{v¥:,..,¥.} kaikki osajoukot ovat hyétyriippumattomia komplemen-
teistaan. (Keskindisen hy6tyriippumattomuuden toteamiseksi
muuttujajoukossa Y = {y,,..,y.} el tarvitse tutkia kaikkia joukon
Y osajoukkoja, vaan asia saadaan selville vidhemm#llékin vaivalla,
esimerkiksi jos r >2 ja joukot {y,,¥;.}, i=1,..,r-1 ovat hydty-
riippumattomia komplementeistaan, seuraa t#std koko muuttuja-
joukon Y keskindinen hyStyriippumattomuus. (Muita ehtoja, kts.

esim. Keeney & Raiffa (1976), sivu 292.))

Voidaan osoittaa, ettd n keskeniin hy&tyriippumattoman muuttujan
Y = (¥;,..,Y,) kohdalla hybtyfunktio U(y) voidaan kirjoittaa joko
additiiviseen_

(2.3) U(y) = 2 kU, (y;)

tai multiplikatiiviseen

(2.4) kU(y) + 1 =[] (kkU,(y,) + 1)

muotoon, missd U,(y;) on muuttujaan y, liittyva hydtyfunktio, ja

hybtyfunktiot U(y) ja U, (y,), i=1,..,r, on skaalattu siten, etta
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(2.5) U(y’) = 0, U(y) = 1
ja
(2.6) U (y°) = 0, U(y,Y) = 1.

Tédss&d y,° on huonoin arvo, jonka muuttuja y, voi saada, y,' on
muuttujan y, paras mahdollinen arvo ja y° = (y,% ..,v.°), ¥' =

(Yllr . 'erl)‘

Edelleen on

(2.7) k, = U(Y10:--pY1_1op Yilr Y1+1D"'rYro)‘

Jos 2 k, = 1, on kyseess# additiivinen muoto, muuten kyseessd on
multiplikatiivinen muoto ja vakion k arvo voidaan masdrittas

kaavasta
(2.8) 1 +k =]J] (1 + kk)).

Edella esitetty pit&i paikkansa myds silloin, kun jokin muuttu-
jista y; on vektori, ts. voidaan muodostaa moniulotteinen
hydtyfunktio U(y) jonka 'alkioista' U;(y;) joku on moniulotteinen

hydtyfunktio.

MAUTissa oletetaan, ettd muuttujaty = (y,,..,v.) ovat hydtyriip-
pumattomia, Kuitenkin menettelyn kuluessa +tamin oletuksen
‘paikkansapitévyyttd pyritédén tarkistamaan. Tulokseksi yritetadn

saada muotoa (2.3) tai (2.4) oleva monen.mﬁuttujan.hybtyfunktio.
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jatkuvan muuttujan y; kohdalla hydtyfunktio U,(y;) wvoidaan
konstruoida seuraavasti: aluksi wvalitaan muuttujan y; suurin
mahdollinen arvo y,’ ja pienin mahdollinen arvo y,°. Hydtyfunktio
U,(y;) skaalataan siten, ettd U,(y,°) = 0 ja Uly,') = 1. T&min
jédlkeen pyydetddn padtdoksentekij&dd valitsemaan sellainen
muuttujan y, arvo y,*°, ettsd y,>® ~ <0.5,y,°; 0.5,y,'>. Pisteessi
 v,%® on U (y,°%) = 0.5. Vastaavasti pyydetdin pddtdksentekijaa
valitsemaan sellaiset pisteet y,°% ja y,°", ettd y,°% - <0.5,y,°;
0.5,v,°% jay,®™ ~ <0.5,y,°% 0.5,y,'>. T4t4 menettelyi jatketaan,
kunnes on saatu riittéd@vasti tietoa hyttyfunktion mddrittamiseksi.
‘Saatuihin pisteisiin voidaan sovittaa jokin esim. muotca (1.9)-
(1.11) oleva hyﬁtyfunktio‘ tai hyotyfunktio U,(y;) voidaan

maddritelld interpoloimalla saatujen pisteideri vdlilla.

Toinen vaihtoehto on pyytaa péiéitékéenteki j&@8 valittujen pisteiden
y;? kohdalla ilmoittamaan se todenndkdisyys p, etté hé@nen mieles-
tdadn y,® ~ <p,y,° 1-p,y,’>. T&tsd menettelyd voidaan kayttas
esimerkiksi silloin, kun kaikki  muuttujan y, arvot v&lilla

(v,°,v,") eivdt ole mielekk&aiti.

Téssé lueteltujen lisdksi hydtyfunktion maarittamiseen on
kehitetty myds joukko menetelmid, joissa péétﬁksen‘teki jé ei joudu
vertailemaan muuttujien vaihteluv&lin d8riarvoja keskenddn, ja
tdll6in vertailujen teko voi olla helpompaa (kts. esim. Keeney

& Raiffa, 1976; Farquhar, 1984).

ESIMERKKI 2.1

Seuraavassa kuviossa 2.1 (a) on esitetty erdédssd suomalaisessa
vakuutusyhtitssa 'tyﬁskentelevéin matemaatikon hybtyfunktio suureen

'vahinkosuhde' suhteen, kun vahinkosuhde on v&dlilla [60%, 90%].
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Tamd hydtyfunktioc on m8&ritetty sivulla 16 esitettyd menettelyd
kayttden. Kuten kuvasta havaitaan, on ka&yrd konkaavi, joten ky-
seinen henkild on riskinkaihtaja vahinkosuhteen ollessa ky-
seessd. Samassa Kuviossa toisena kuvana (b) on erdidn toisen
suomalaisen wvakuutusyhtitn palveluksessa olevan aktuaarin
vastaava hydtyfunktio. T&td funktiota voidaan pit&3d hieman
konveksina, joten kyseistd henkil$d voidaan pitdd vahinkosuhteen
kohdalla tarkasteltavalla vaihteluvdlilld hiukan jopa riskinotta-

jana. ,,

Cal Cbh)

-] H ] L 1 1
® L ] k] w0 = o .
Vahl rikosubxde vahinkosuhde

KUvyio 2.1 Esimerkkejé hydtyfunktioista

Vakiot-kivoidaan madrittdd esimerkiksi pyytamallad padtodksen-
tekijasa valitsemaan sellainen todenndkbisyys P, etta
<v,% e ¥y yat - s v > ~ <py, ¥ (1-p;), ¥°>. Kaavojen (2.3)-

(2.7) perusteella on nyt kK, = p,.

Toinen vaihtoehto vakioiden k;, md&@rdadmiseen on etsid sellaiset
muuttujien y, ja y, arvot y,' ja y,', ettd paatoksentekijdn

mielestd vaihtoehdot (yf,yj')ja (yi';yf) ovat yhtad hyviid muiden
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muuttujien arvojen ollessa vakioita. Nyt kaavojen (2.3)-(2.7)

mukaan
{2.9) kU (y,") = ijj(yj').

Muodostamalla r kappaletta tdllaisia yht8l6itd, voidaan vakiot

k, ratkaista.

Vakioiden Kk, mé‘iéﬁiémiseksi edelld esitettyjen menettelyiden
ongelmana on ée, ettd pédtoksentekijd joutuu wvertailemaan
- muuttujien y, 8ariarvoja keskendidn. Jos muuttujien vaihteluvdlit
(v,°,v,') ovat hyvin laajoja, ei tdllainen vertailu valtt&matta
ole helppoa. Vakiociden k;, md@drittédmiseksi voidaan muuttujien
¥i,--,Y,. arvot kiinnittédd jollekin 'luontevalle' tasolle ja etsiéi
vakioiden k; k, suhteellisia arvoja vaihtelemalla kahden muuttujan

y; ja y; arvoja kerrallaan.

Saatujen vastausten johdonmukaisuutta wvoidaan testata lisad-
kysymyksilld. Jos esimerkiksi kolme muuttujan y,, ¥., ¥ tilan-
teessa p#dttksentekijin mielestd on (y,',v.°,¥:") > (v.°% v:1,¥5%),

téytyy t&lldin olla k, > k, + k.

Vakioiden k; saamat arvot riippuvat muuttujille y,, i=1,..,r,
valittujen ala- ja yldrajojen y,°, v,’ arvoista.- Valitut ala- ja
yldrajat v,°, v,* puoléstaan vaihtelevat optimointitilanteittain.
Tdaten kertoimien k; arvojen perusteella ei voida tehdd mit#én
vleisid +tulkintoja muuttujien y;, 4i=1,..,r, keskindisestéd

tirkeydesta.

Keskindinen hyttyriippumattomuutta téytyy luonnollisesti testata
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hy6tyfunktiota U(y) muodostettaessa. Jos muuttujia on esimerkik-
si kaksi y = (y,,¥,), Jja halutaan selvittdd onko y, hyOtyriippu-
‘maton muuttujasta y,, voidaan muuttujalle y, valita s kappaletta
arvoja, joille se kiinnitet&&n: y,'',...,y,'". T#émdn jélkeen
muuttujalle y, valitaan jokin arvo y,'* ja p#atoksentekijas
pyydetddn vertailemaan vaihtoehtoja y,' ja <0.5,vy,% 0.5,y,">, kun
y,:1la on arvo y,''. Arvoa y,'! muutellaan niin kauan, Kunnes y,'!
~ <0.5,y,% 0.5,y,’>. Menettely toistetaan kaikilla wvalituilla
muuttujan y, tasoilla. Jos hyStyriippumattomuus pitad paikkan-
sa, téytyy olla y,'* = y,'? = ... = y,'*. Vastaavaa menettelyd
voidaan kdyttdsd myds silloin, kun muuttujia on enemmdn kuin

kaksi.

Vaikka hyotyriippumattomuus ei aivan pitdisikdédn paikkaansa, on
additiivinen tai multiplikatiivinen hydtyfunktio Kuitenkin usein
hyvd approksimaatio wvarsinaiselle hydtyfunktiolle. Kuitenkin
vaikka hyétyriippumattomuusbletuksesta joudutaan  kokonaan
luopumaan‘, ei peli ole silti vield kokonaan menetetty. Hybtyfunk-
tio wvoidaan vield .saada.' kasaan (esimerkiksi) seuraavilla
menettelyilla. | | |

a) Muunnos: alkuperéisiin muuttujiin te_ahdéi'an jokin (mielekés)
muunnos, jonka avulla ' saadaan hybtyriippumattomia
muuttujia.

b) Hybtyriippumattomuus jossain y:n arvoalueen osajoukoissa. Voi
0lla mahdollista, ettd muuttujat y = (y,,..,y,) eivit
ole hy6tyriippumattomia koko arvoalueella, mutta
hyStyriippumattomuus toteutuu y:n arvoalueen osa-
joukoissa. T&lldin y:n arvoalue pilkotan palasiin ja
hyotyfunktiot mddritell&sdn kussakin palasessa erikseen.

Tadlldin taytyy noudattaa riittdvdd huolellisuutta,
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jotta funktio U(y) saadaan kunnolla skaalattua.
hydtyfunktion U(y) midrittédminen. Tam& menetelmd on
suhteellisen hankala, wvarsinkin, Jjos muuttujia on
useita. KAytanndssd toimitaan niin, ett&d wvalitaan
edustava joukko pisteitd y* = (v,%, ..,¥.9), v.° s y,9 s v .
Témé&n j&Alkeen pyydetddn paddttksentekijdd ilmoittamaan
sellainen arvon p, ettd y® ~ <p,¥°; 1-p,y'>. Vastaukse-
na saatuihin pisteisiin voidaan sovittaa jokin (mo-
niulotteinen) funktio tai pisteiden v&lilld voidaan

harrastaa interpolointia.

. d) Keskindistd hydtyriippumattomuutta lievempien oletusten

(2.10)

(2.12)

ollessa voimassa saadaan hyttyfunktio helpomin kuin
kohdassa c).
Jos esimerkiksi y = (v,,¥;) ja y; on hybtyriippumaton

y,:sta, voidaan hyotyfunktio U(y) kirjoittaa muotoon

Uy) = Uly,, ¥.2)(1-U(y:°,¥,)) + U(y,, ¥, U(Y,°, ¥2)

jolloin siis joudutaan mi&rittamd&n kaksi hydtyfunk-
tiota inuuttuj an y, suhteen ja yksi hyijtyfunktib muuttu-
jan y, suhteen.

Toisena esimerkkini tarkastellaan tapausta, missid kukin
muuttujay,, i=1l,..,n, on riippumaton komplementistaan.
Nyt edelld esitetyt kaavat (2.3) ja (2.4) yleistaa

muotoon

U(Y) = zj_kiU(Yi) +212j>ikijU1(Yi)Uj(Yj) +

zizpizmjkijhUi(Yi )UJ(Y_'[ Wy )+e .o ovky, U (y,) Un(_Yr) .

Nyt kuitenkin tarvitaan arvot tarvitaan 2°-2 vakiolle,
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joten jos r on suuri, on tdllaisen hydtyfunktion
mddrittaminen tydléstéd.

Edellisten lisdksi on joukko taydellistd Keskindistd
hydtyriippumattomuutta lievempid oletuksia, joiden

toteutuessa hydtyfunktion mddrittiaminen helpottuu.

Hydtyfunktiota U(y) voidaan k&yttdd kaavassa (1.1) esitetyn
ongelman tilanteessa, jolloin siisony, = f,(x%,,..,x,), i=1,..,r.
Tidtd menettelyd sovelletaan kuitenkin usein silloin, kun r=n ja

vy, = X, i=1,..,r.

Kun hyétyfunktio U(y) on tavalla tai toisella saatu kasaan, on
eri vaihtoehtojen vertailu hyvin suoraviivaista. Jos muut-
tujien x = (x,,..,x%,) mahdollisten afvojen joukko on suhteellisen
pieni, voidaan hydtyfunktion U(y) arvo laskea kaikissa pisteis-
sd; paras piste on tietenkin se, jossa hydtyfunktion arvo on
~suurin. Jos kaikkien mahdollisten pisteiden lédpik#ynti ei ole
mahdollista, voidaan hydtyfunktion U(y) optimointi tehdi jollakin
yksiulotteiseen,. (rajoitettuuh) optimointiin tarkoitetulla

menetelmdllsa.

T&dtad menettelyd voidaan soveltaa myds silloin, kun optimointiti-
lanteeseen liittyy epdvarmuutta. Jos muuttujat y,, i=1,..,r, ovat
satunnaismuuttujia, helpottuu ongelman kédsittely jos muuttujat

ovat riippumattomia.
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2.1.2 AHP

Tamd lyhenne AHP tulee sanoista 'analytical hierarchy process',
jolle voi antaa vaikkapa vapaan suomennoksen 'analyyttinen
hierarkiaprosessi'. Témid menetelmd on saavuttanut suurta suosiota
ja sité onkin sovellettu hyvin monilla eri aloilla (Saaty, 1982;
Vargas, 1990). Kuriositeettina mainittakoon, ettd t&mi menetelma
on pohjana Tilastokeskuksen ennen Suomen EU-&d&nestyst& mark-
kinoimassa EU-testissd, jonka avulla wvoi mikrotietokconetta
kdvttden selvittdd omaa suhtautumistaan Euroopan Unioniin
(Pietil&inen, 1994). AHP:n perusidea on, ettd tarkasteltava
monitavoiteoptimointiongelma pilkotaan aluksi hierarkkiseksi
rakenteeksi, jolloin ongelmaa on helpompi kédsitelld. Eri osien
‘arvioinnin jdlkeen eri palaset kootaan yhteen, jolloin saadaan
jarjestys eri vaihtoehtojen vdlille. Eri vaihtoehtojen varsinai-
nen.arviointi tehddén pareittaisten vertailujen avulla (Zahedi,

"1986; Saaty, 1982; Saaty, 1990).

Menetelma koostuu‘néljésté vaiheesta:

Vaihe 1: Muodostetéan péétéshierarkia jakamalla p&&tdsongelma
keskenddn riippuviin pédédtdselementteihin.

Vaihe 2: Ker&dtddn tarvittava tieto pddtoselementtien pareittais-
ten vertailujen awvulla.

Vaihe 3: Ominaisarvdmenettelyn avulla arvioidaan suhteelliset
painot eri péatéselementeille.

Vaihe 4: Yhdist&m&lld kaikkien tasojen eri elementtien suh-

teelliset painot saadaan eri vaihtoehtojen lopullinen

jArjestys.
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Vaiheessa 1, joka on ehk&pa tdrkein edelld luetelluista vaiheis-
ta, pditéntidongelma pilkotaan keskendén riippuvien pddtiselement-
tien hierarkkiseksi rakenteeksi. Ylimp&nd hierarkiassa on
péditintdongelman yleisin tavoite ja alimpana hierarkiassa ovat
eri vaihtoehdot. Néideﬁ vdlilld olevat tasot muodostuvat
paddtantdkriteereistd sills tavalla, ettd mité& alemmaksi hierar-
kiassa menndé&n, sitd yksityiskohtaisemmasta Kriteeristd on
kysymys. Yksinkertaisimmassa tilanteessa pé&dténtdkriteerejd on
vain yhdelld tasolla. Yleinen hierarkian muoto on esitetty

seuraavassa kuviossa.

Pasatdantdonge Iman

Taso 1 yleinen tavoite
Paatantsd- Pastants- Paatanta—
Taso 2
kritteeri 1 k-tteeri 2| .. ... kriteerl n
Yes ity iskohtal- Yesltylskohtal- Yksityiskohta |-
Taso 3 sompi pHMtArtH- Eorp | pHMtM M- senp] pUAtHNtA-
kritearl ket~ 1 toxar-1 O ki tee]
vaihto- Vaihto- valhto-
Taso  } v | .. - i .....
ehto 1 ehto 2 ehto m

KUVIQO 2.2 Paddtdntdongelman hierarkkinen rakenne

Jotkut tason k kriteerit voivat liitty& vain yhteen tason k-1

kKriteeriin, t&116in hierarkiaa kutsutaan epétdydelliseksi.
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Kriteerit ovat yleensd péddtintdongelman yleiseen tavoitteeseen
tai ylemmin tason Kkriteeriin 1l1iittyvid ominaisuuksia tai

attribuutteja, mutta ne voivat olla myds esim. skenaarioita.

Vaikka tdtd menetelmdd kdytetddn yleenssd padtdksentekoon, jossa

k&sillad olevista vaihtoehdoista valitaan mieluisin, voidaan t&ata

" menettelyd kdytt8d eri vaihtoehtojen jdrjestémiseen. Samoin voi

olla tilanteita, jossa ei o©le mielekdstdk&dn pyrkid yhden
vaihtoehdon valintaan, vaan t&mdn menettelyn tuloksena saadaan

jonkinlainen suhteellinen t8rkeysjdrjestys.

ESIMERKKI 2.2

Tarkastellaan yhtifn ongelmaa, jossa vaihtoehtoina ovat projektit
A, B, C ja D. Tavoitteena on erddnlainen yhtiétn 'hyvinvointi'.
Tdssd eri projektien lopullista jarjestystd ei valtta@mattd ole
mielekdstd tulkitamink&idnlaiseksi ehdottomaksi paremmuusjdrjes-
' fykseksi, vaan se kuvaa erdidnlaista suhteellista paremmuutta:.
mitéd paremmaksi jokin projekti on tédssad tulkittu, sitéd enemman
siihen wvaihtoehtoon kannatfaa sijoittaa kohdistaa resursseja.
Tietenkin jos kaikkia projekteja ei ole mahdoilista jatkaa,
voidaan tamén tyyppistd analyysia kéyttd3 apuna valittaessa

jatkettavia/lopetettavia projekteja.

a) Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa kriteereiksi on valittu
yvhtién
markkinaosuus, kannattavuus, myynnin kasvu ja moni-

puolisuus.

Témén ongelman hierarkkinen rakenne on esitetty kuviossa 2.3.
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Yhtion
Taso 1 ‘hyvinvointtl '
Markk 1na- Kanrat- Myynnin Monipuoi f-
Taso &
os5uus tavuus kasvu suus
Taso 3 Projekti Projekt] Projekti Projekt]
A B C D
KUVIQ 2.3 Esimerkin 2.2 a) ongelman hierarkkinen rakenne

b) Lis&dtddn edelld kohdassa a) esitettyyn tarkasteluun vield
taloudellista kehitystd kuvaava kriteeri, jossa vaihtoehtoina
ovat

talous taantuu, pysyy ennallaan tai kasvaa.

Tamd kriteeri voidaan nyt tulkita erd&nlaiseksi skenaariokri-
teeriksi. Nyt eri projektien 'nyddyllisyyttd' voitaisiin
tarkastella'tulevan oletetuﬁttalouskehityksen'Valossa fai.— mika
ehkd antoiéampaa - verrata eri vaihtoehtoja, kun talouden tule-~
vasta Kehityksestd ei voida tehdd olettamuksia tai - mikd ehkéd
antoisinta - sellaisen resurssien jaon muodostamiseen, joka takaa-
'hyvdn' +tuloksen talouden kehityksestd riippumatta. T&mén

ongelman hierarkkinen rakenne on esitetty kuviossa 2.4. ,,

AHP:n toisessa valheessa suoritetaan kullakin kriteeritasolila

(>1) eri elementtien pareittainen vertailu kunkin ylemm&n tason
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Yhilon
Tasc 1 ‘hyvinvointi '
Taicus Ta lous Talous

Taso 2 taantuu ennal laan kasvaa

Markk | na- Kanmat- Myynnin Monipuc!T-
Taso 3
. oS UUS tavuus kasvu Suus

Projekti Projekti Projekti Projekti
Taso 4

A B C D

KUVIO 2.4 Esimerkin 2.2 b) ongelman hierarkkinen rakenne

kriteerin suhteen. T&mén vertailun lopputuloksena saadaan eri
elémenttien suhteellista tédrkeyttd kuvaava vektori (jonkin
seuraavalla tasolla olevan kriteerin suhteen). Jos témd vektori
w' = (Wy, ..,w,) tunnettaisiin tarkast'i, voitaisiin tarkastelitavan
tason n eleﬁentisté muodostaa pareittaista vertailua kuvaava

matriisi A':

(2.12) A' = Wy /Wy Wy /W, ... W /W,
W, /W, W /W, oo W /W,

W, /v, W /W, .. W /W,

Koska vektori w' ei ole tunnettu, joudutaan sille etsimd&n arvio.
Aluksi muodostetaan matriisi A = [a,;],,, Jjonka lavistdjén

alkioiksi asetetaan ykkoset: a,; = 1, i=1,..,n. Muut matriisin
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A alkiot ldydet&sdn vertailemalla eri alkioita pareittain (tarkas-~
teltavan ylemmdn tason kriteerin suhteen). Jos esimerkiksi
alkiota i pidetdén 2 kertaa parempana kuin alkiota j, asetetaan
8;; = 2 ja a;; = 1/2. Ndiden lukuarvojen suora asettaminen voi
olla p&&dtdksentekijalle hankalaa, jolleoin voidaan kidyttas arvoja

i, 2,..,9 (1/9, 1/8,..,1) seuraavasti:

= vertailtavat elementit ovat yhtd hyvia

W R
]

toinen elementti on v&hd&n toista parempi

S = toinen on melko selvdsti toista parempi

7 = toinen on selvdsti toista parempi

9 = toinen on erittdin selvidsti toista parempi,

ja arvot 2, 4, 6 ja 8 ovat ndiden valiarvoja.

AHP:n kolmannessa vaiheessa ratkaistaan suhteellista td@rkeytta
kuvaava vektori w yhtdldstad
(2.13) AWT = A, W,

miss&d A,,, on matriisin A suurin ominaisarvo (ja w' on vastaava

oikeanpuoleinen ominaisvektori).

On selvdd, ettd matriisin A alkioilta voidaan vaatia johdonmu-
kaisuutta. Mikdli n on suurempi Kuin kolme ja jos alkion i ja
alkioin j ‘suhde on a;; ja alkioiden j ja k suhde on a; on
periaatteessa &, = a;;a,. Matriisin A johdonmukaisuuden.tutkimi—

seksi madritellddn johdonmukaisuusindeksi C,;

(2.14) C, = (M, - n)/(n-1)
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ja johdonmukaisuussuhde C,

(2.15) €, = (C,/C,)-100,

missd suure C, satunnaisesti generoituja lukuarvoja a,; vastaava
keksimddrdinen johdonmukaisuusindeksi. Jos arvot a;; valitaan
joukosta {1/9, 1/8,..,1,.., 8, 9} edelld esitetylld tavalla, on

sSuureen Ca arvo seuraava.

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11

C, 0.58 0.90 1.12 1.24 1.32 1.41 1.45 1.49 1.51 .

Voidaan osoittaa, ettd arvo A, on aina suurempi kuin n. Mit&
johdonmukaisempi on matriisi A, sitad l&hemp&nd arvo A, on lukua
n, ja sitd& pienemmdn arvon suure C, saa. Jonkinlaisena nyrk-
kisddntbnd pidetddn sitd, ettd johdonmukaisuussuhteen C, arvo
pitdisi olla pienempi kuin kymmenen, muuten matriisin A arvot

joudutaan arvioimaan uudellaan.

Edells esitetyn ominaisarvomenettelyn lis#dksi on olemassa my&s
muita tapoja painovektorin w mddrittédmiseksi, mutta ominaisarvo-

menettely on kdytetyistd tavoista tunnetuin.

Vaiheessa 4 yhdistet&&n edellisessd vaiheessa saadut painot ja
tuloksena saadaan eri vaihtoehtojen lopullinen jarjestys.
Oletetaan, ettd tasolla i elementtien md&rd on n,. Olkoon B,
matriisi, jonka rivin i muodostaa vaiheessa 3 muodostettu alkioon
i liittyvd tason i+l alkioiden suhteellista tédrkeyttd kuvaava
vektori w. Nyt tason elementtien jarjestystd Kkuvaava vektori

tason 1 suhteen C[1l,k] saadaan kaavan
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(2.16) .
cli,k] = JJ B;

=2

avulla.

AHP:td voidaan kdyttidd myds kustannus-hydty -analyysiin muodos-
tamalla tarkasteltavan asian kustannukselle ja hySdylle erillinen
hierarkia, jotka analysoidaan erikseen. Ndin eri vaihtoehdoille
saadaan sekd kustannusta ettd8 hybtyd kuvaava indeksi. Vaihtoehdot
saadaan jadrjestettyd hytty- ja kustannusindeksien suhteen

mukaiseen jdrjestykseen.

AHP:td voidaan kdyttd8d apuna myds suunnittelussa.

a) Tavallisin suunnittelumuoto on ns. ‘'eteenpdin tapahtuva
suunnittelu', jossa systeemin tuleva tila pyrit&&n ennustamaan
systeemin elementtien nykyisen tilan perusteella ottaen huomioon
mahdolliset tulevaisuusskenaariot.

b) Toinen suunnittelutaﬁé on ns; 'taaksepdin tapahtuva suun-
nittelu',_jossa pyritddn halutun tulevaisuuden saavuttamiseen;
arvioinnin kohteena ovat tdlldin vaihtoehtoiset toimintatavat.
Tadllaista menettelyé'voidaan kdyttdd apuna esim. jaettaessa
resursseja eri projekteillé.

c) Kolmatta suunnittelutapaa nimitetddn 'eteenpidin-taaksepdin -
suunnitteluksi', jossa ensin arvioidaan tulevaisuutta 'eteenpéin’
nykyisen tilanteen valossa, ja t@m&n jalkeen suunnittelemalla
'taaksepdin' saadaan vaihtoehdot halutun tulevaisuuden saa-
vuttamiseksi. N&in saadut wvaihtoehdot 1lis&dtd&n 'eteenpdin'
maliiin, jolloin niiden vaikutusta voidaan tutkia. T&td me-

nettelyéd voidaan toistaa useampiakin kertoja.

AHP:t&8 wvoidaan kritiscida eri elementtien vdlisen wvertailun
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jaykkyydestéd: eri elementtien v8linen suhde ei vdltté&mdttd pysy
vakiona koko tarkastelualueella. Lis&ksi joissakin tapauksissa
erji elementtien keskindisen paremmuuden arviointi wvoi olla
hankalaa sill& tarkkuudella, kuin tdssd menetelmissd edellyte-
td&n. Ennen kuin AHP:n avulla tuotettujen tulosten perusteella
_tehdéan lopullisia suurisuuntaisia ratkaisuja, kannattaakin

suorittaa jonkinlainen herkkyysanalyysi.

"2.1.3 ELECTRE

Electre on ldhinni Euroopan ranskankieliselld alueella kehitetty
monitavoiteoptimointimenetelmd, jota voidaan k&yttds eri vaih-
toehtojen vertailuun silloin, kun vaihtoehtoja on &&rellinen
ﬁééré. Tédssd menetelmiéissd Konstruoidaan relaatio, jonka avulla
eri vaihtoehdot voidaan jirjestas (Roy, 1978; Roy & Bouyssou,

1986).

Oletetaan, ettd #aihtoehtojen lukum@dré on R ja olkoon vaihtoeh-~
tojen joukko X = {x', %% ..,x"}. Olkoon kriteerifunktioiden
lukum3sdrs r, ja kdytetdén kriteerifunktion f, arvosta vaihtoehdon
x! kohdalla merkint&i f,(x’), i=1,..,r, j=1,..,R.

Tdssd menetelmidssé minkd tahansa kahden vaihtoehdon x® ja x*

kohdalla on mahdollista arvioida vaittamia

(2.17) x®* on ainakin yvhtd hyva kuin x°

ja
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(2.18) x° on ainakin yhtd hyvd kuin x°.

NAistd vaittdmistd kumpi tahansa voidaan hyvéksya tai hylati,
tai vdittadmin luotettavuutta voidaan arvioida. On huomattava,
ettd toisen vditteen hyviksyminen tai hylk&aminen ei anna mitdan
tietoa toisesta vaittdméastd. Jos molemmat vEdittdm&t hyl&tsdsn,

sanotaan, ettd vaihtoehdot x* ja x' eividt ole vertailtavissa.

Véditteen (2.17) tutkimiseksi vertaillaan kunkin Kkriteerin £,
kohdalla arvoja f£,(x°) ja £,(x°). Jokaiselle Kkriteerille f,
paditoksentekija valitsee mahdollisesti arvosta f,(x") (tai arvosta
£,(x*)) riippuvat kynnysarvot q, = q(£(x%)) ja p, = B(£.(x%)).
Vaihtoehtoja x* ja x* arvioidaan kriteerin f, kohdalla seuraavien
séddntbdjen mukaan:

(2.19) jos 0 £ (£,(x*)-f (x")) < q,, on x°* ~ x*

jos q, = (£,(x°)-£,(x*)) < p,, on x* > x* heikosti

jos p, £ (£,(x*)-£f,(x")), on x* » x* vahvasti.

Kynnysarvojen q; ja p; lisd@ksi otetaan kayttdén kolmas kynnys,
né, ve-to-kynxiys, ‘joka voi myés riippua arvosta f£,(x"): v, =
Vi(fi(xt,)). Tamdn kynnysarvon tarkoituksena on estidid, ettd vaih-
toehtoa x* ei tulkittaisi vaihtoehtoa x* paremmaksi silloin, kKun
x® on (hieman) parempi vdhemmdn térkeiden kriteerien kohdalla,
kun taas x' on huomattavasti parempi jonkin t&rke&mmin kriteerin
kohdalla. Arvo v, valitaan siis sitd pienemméksi, mitd té&rke&m-

méstd kriteeristd on Kysymys.

Kaavan (2.19) perusteella voidaan arvioida eri wvaihtoehtojen

keskindistd paremmuutta yhden kriteerin kohdalla. Jotta pys-
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tyttédisiin arvioimaan vaitteiden (2.17) ja (2.18) luotettavuutta,
taytyy eri kriteerien kohdalla tehty vertailu pystyé& yhdistamdén.
M#i#dritellddnkin aluksi vaihtoehtoparille x° ja x* kunkin kriteerin
f, kohdalla (keskindisen paremmuuden luotettavuutta kuvaava) luku

d,(x*, x*), 0 < d,(x®, x*) € 1, joka saa seuraavat arvot:

1A

- (2.20) d,(x*, x*) = 1, jos (£, (x°)-f (x%)) 0

4,(x", x°) 0, jos (f;(x*)-f(x")) < s,

d,(x%, x*) = 1, jos O < (£,(x*)-f;(x%)) < q,.

Mik&ali q, = p;, ja q; < (f,(x°)-f,(x")) < p,, on arvo d4d,(x*, x*)

+
médrittelemdttin edellid esitettyjen s&idntdjen perusteella.
Sovelletaan tdssd tapauksessa lineaarista interpolointia, jolloin
suure d;{x*, x*) saadaan médriteltyd seuraavalla kaavalla

(s, -min{£,(x*)-£,(x%),s,})
(2.21) di(xt,xs)

z kun qi * pi
(Si —min{fi(xs)—fi(xt),si})

a,(x*, x°)

1, kun q, =p, ja £,(x%) < q,

d,(x", x*) 0, kun q, =p, ja £,(x*) > q.

Suureiden 4,(x", x°)ja 4,(x*, x) mééréytymisté fi(x"):r"; funktiona
on selvennetty seuraavassa Kuviossa 2.5. Tidssd kKuvassa piste a
= £,(x°)~s, (£,(x")), b = £(x*}-q,(£,(x*)), c = £,(x*)+q,(£,(x")) jJa

d = fi(xs)"'si(fi(xs))-

Edelld m&dritellyn veto-kynnyksen v, suuruus Kuvastaa tietylléd
tavalla kriteerin f; suhteellista tdrkeyttd. Taman veto-kynnyksen
lisdksi kriteerien suhteellista tarkeyttd kuvataan painokertoi-
milla k, > 0, i=1,..,r, € k; = 1, jotka ovat pddtOksentekijan

valittavissa. N&aitad painokertoimia kadytetddn madriteltiessa
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KUVIO 2.5 Suureet 4,(x",x*) ja d,(x" x%)
suure C(x*,x*):
(2.22) C(x%, %) = Z k4,(x",x°)

Tdmd suure kuvaa erdalla tavalla, kuinka hyvin tehdyt havainnot
ovat sopusbinnussa vé‘litteeﬂ (2.18) kanssa. Aiemmin mddriteltyjen
veto-kynnysten v.i, i=1,..,r, takia ei té&m3 suure tdllaisenaan ole
kaikissa filanteissa riittavé. Téamdn takia otetaankin kayttoon

apusuureet D,(x",x°), i=1,..,r:
(2.23) D,(x%,x*) = min(1l,max(0, (£,(x*)-£,(x")-s,)/(v,-8,))).

Suure D,(x%, x®*) mé&rdytyy nyt £,(x*):n funktiona seuraavassa

kuviossa 2.6 nahtéavidlla tavalla. Tdssd kuvassa piste a = f,(x°),
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b = £,(x°) + s,(£,(x°)) ja c = £,(x°) + v,(£,(x°)).

t
Dicxsax J

KUVIO 2.6 Suure D,{x", x*)

Médadritell#dn nyt edells esitettyjen suureiden C(x*, x*) ja Di(xt, x*)
avulla suure d(x", x*) kuvaamaan Kuinka hyvin tehdyt havainnot ovat
sopusoinnussa viitteen (2.18) kanssa. Helposti havaitaan, etta
jos on 4,(x*,x*)>0, on D,(x*,x®*)=0. Jos kaikilla i, i=1l,..,r, on

d,(x%,x*)>0, on t&ll6in on hyvin luonnollista asettaa

(2.24) d(x®, x%) = C(x*,x°).

Tarkastellaan tilannetta, jossa on olemassa yksi sellainen
indeksi j, 1 £ j < r, ettd on D,(x%,x°) > 0. T&lléin on siis
d,(x",x*)=0, ja kriteeri j ei vaikuta suureeseen C(x*,x°), joten
selvédsti C(x*,x®*) < 0. Asetetaan tidssd tilanteessa

(2.25) d(x*,x°) = C(x*,x*), jos D,(x", x*) s C(x,x°),

jolloin siis on d(x*,x*) = C(x%,x"), kun D,(x%,x*) = C(x",x%). Veto-
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kynnyksen mddrittelyn perusteella asetetaan
(2.26) d(x*,x*) = 0, jos Dj(x‘,xs) = 1.

Suureen d(x*,x°*) arvo on mi3&rittelemdttd vielsd vdlilla C(x', x°)
< Dj(x‘,x‘) < 1. Harrastetaan t&1ila vdlills lineaarista interpo-
lointia, ja d(x%,x®):n lopulliseksi kaavaksi voidaan t#ssi

tilanteessa kirjoittaa
(2.27)  d(x",x%) = C(x%,%")- (1-D;(x",x%))/(1-C(x%,x%)).

Jos on useampia kriteereitd, joilla suureen D,(x°,x*®) arvo on
nollasta poikkeava, on luonnollista wvaatia, ettd ne kaikki
vaikuttavat d(x*,x°):n arvoa pienentdvidsti. Suureen d4(x*,x°)

lopulliseksi kaavaksi valitaan

(2.28)  d(xt,x®) = C(x%,x°), jos F(t,s) = O

d(x*, x°) =C(x",xs)'njmt_s,(l-Dj(x",x‘))/(1'-C(xt,xs)) muuten,
- missd joukko F(t,s) on’
(2.29) F(t,s) = {3 | 1 <3 sr, C(x%x") < D(x,x°)}.

Jos d(x%,x%)> d(x*,x*"), ei tim#n perusteella kuitenkaan-voida
vidittasa, ettd viaite 'x® on ainakin yhtd hyvd kuin x*' olisi
luotettavampi kuin vdite 'x* on ainakin yht& hyvd kuin x™'
johtuen kaavassa (2.28) kaytetystd tavallaan mielivaltaisesta
lineaarisesta interpoloinnista. Jotta eri vaitteiden keskindista
luotetavutta voitaisiin arvioida, otetaan kdytttdn diskriminaa-

tiokynnys, joka on suureen d{x*,x°) funktio: s(d(x*,x*)). T&md
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funktio on p&iatoksentekijén wvalittavissa, ja se voi olla myOs

vakio. Funktion tdytyy kuitenkin toteuttaa ehto
(2.30) (s(d)-s(d"))/(d-a") =2 -1 V¥ 4,4",

silld muutoin voi syntyd tilanne, jossa d+s(d) < d"+s(d") ja

d > a’.
Jos nyt
(2.31) a(x, x*") < d(x*,x*) -s(d(x*,x°)),

voidaan sanoa, ettd vdite 'x® on ainakin yhtd hyvd kuin x°' on
luotettavampi kuin vdite 'x* on ainakin yhtd hyvd kuin x=*'.

Mik&li

(2.32) -s(d(x",x%)) < d(x°,x") - d(x,x°) = s(d(x*x")),
vqidaan-arvioida, ettd viditteiden 'x® on ainakin yht& hyva kuin
_x‘! ja 'x" on ainakin yhtd hyvd kuin x*' luotettavuus on samaa
tasoa.

Jotta vaihtoehdoille x!,..,x® saataisiin jonkinlainen j&rjestys

aikaan, tarvitaan vield muutama késite lisd@8d. Madritellaan

kaikilla h, 0 < h £ 1 ja kaikilla B C X suure p;"(x") seuraavasti

(2.33) p(x°) =
#{x" | x*€B, d(x®,x")>h, d(x®, x*)>4(x", x") +s(4(x°,x"))}

missd merkinn&alliid #{.} tarkoitetaan joukon {.} alkioiden
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lukumdédrgd. Nyt p."(x®) on niiden joukon B alkioiden x* lukum##ri,
joiden kohdalla vdite 'x®* on ainakin yhtd hyvd kuin x*' on
luotettavampi kuin vdite 'x® on ainakin yhtd hyvd kuin x°*' kaavan
(2.31) mukaisesti, kun vaaditaan, ettd d4d(x°,x")>h.

Vastaavasti voidaan miadritelld suure f "(x*) seuraavasti

(2.34) £h(x°) =

#{x" | x*€B, dA(x*,x°)>h, d(x", x°)>d(x", x*) +s(d(x",x°))},
joka on niiden joukon B alkioiden lukumddrd, jotka wvoidaan

luotettavammin tulkita vaihtoehtoa x® paremmaksi, kun vaaditaan,

ettd d(x", x*)>h. Kadytetdsdn nididen suureiden erotuksesta merkintia

gz (x*)

(2.35)  q"(x") = p (%) - £ (x").

Otetaan vield k#yttdion pari lis@merkintdd. Merkit&éan

(2.36) 4" 0, jos {d(x",x*)| x*,x* € B, d(x*,;x*)<h} = 0@

d,; = Max {d(x*,x*)] x*,x°* € B, d(x%,x*)<h}, muuten
ja

(2.37) h,(B) = Max {d(x*,x*)| x*, % € B},

missd max{.} tarkoittaa luonnollisesti joukon {.} suurinta

alkiota.

Tarkastellaan nyt yleisesti joukon X osajoukkoa B. Arvioitaessa

joukkoon B kuuluvien wvaihtoehtojen keskindistd j&rjestysta,
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lasketaan aluksi suureet

(2.38) h1 - délo(B)-s(ho(B))

(2.39) @ (x5) Vx5eB
Jja

(2.40)  q' = Max q'(x®) .
x%eB

Tamdn j&lkeen asetetaan

(2.41) D, = (x°|x° € B, qp*(x®) = g

Téstd eteenpdin edetddn seuraavalla tavalla: jos joukko D, on

saatu kasaan, muodostetaan joukko D,,; asettamalla aluksi

(2.42)  hy,, =& "™,

minkd j&lkeen lasketaan
(2.43) @ (x®) VxEeD,
.ja

h
2.44 * = Max Bl (s)
( A gl

Tamédn jdlkeen asetetaan

(2.45) Dy.; = {X®|X% € D, q]?:‘ (x5) =qg*

Vaihetta k+1 ei ensdd suoriteta, jos toinen seuraavista ehdoista

téyttyy:
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ja td8lléin asetetaan D = D,.

Kédyddsdn nyt lépi se, mitid kasavoissa (2.37)-(2.41) itse asiassa
tehd&d&n. Kaavassa (2.37) etsitdan suureiden d(x*,x®) joukosta
maksimi, missd vaihtoehdot x* ja x°® kuuluvat joukkoon B. Oletetaan
nyt, ettd x* ja x® ovat sellaisia vaihtoehtoja, ettd d(x*, x°) =
h,(B). Kaavassa.(2.38) etsitddn suurin luku d(x%, x°®*), Kun x*, x*
€ B ja vditettd "x' on vdhintéddn yhtd hyvd kuin x*' ei pidetd yhta
luottavana kuin vaitefté 'x®* on vdhintddn yhtd hyva kuin x°'.
Kaavassa (2.39) kaikille B alkiocille x* lasketaan kaavojen (2.33)
ja (2.34) mukaisesti niiden B:n alkioiden lukum&ddrd@ jotka x5
peittoaa luotettavammin kuin ne-xsnl vdhennettynd niiden B:n
alkiociden lukumédridllsa, joille x° vastaavassa vertailussa havids,
Kun vertailun kynnysarvona kéytet#sn lukua h,(B). Kaavassa (2.40)
luvuksi q° valitaan suurin n#iden parivertailujen erotus ja
seuraavassa kaavassa muodostetaan joukko D, témdn q;%:f)—luﬁun'
ohaavista B:n alkioista. Joé joukon D, alkioiden 1ukumé5ré on
suurempi kuin 1, muodostetaan joukosta D, edelleen joukot D,,
Di, .. kaaﬁoissa (2.42)-(2.45) osoitetulla tavalla, kunnes saa-
daan joukko, jossa on vai yksi alkio tai tullaan tilanteeseen,

jossa h, = 0.

Edelld kaavassa (2.40) on otettu maksimi luvuista th‘(xs), ts.
on valittu joukkoon D, ne joukon B ne alkiot, jotka ovat B:
alkioiden keskindisessd vertailussa "vahvimpia'. Vastéavaa
menettelyd on sovellettu myds kaavassa (2.44). Toinen vaihtoehto

on valita ndissé kaavoissa jatkoon 'heikoimmat' alkiot, jolloin
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kaavat (2.40) je (2.44) korvataan kaavoilla:

(2.47)

ja

(2.48)

®

a Min q;“(xs) .

X®eB

* Min By (x5)
X%eD, e

ie}
]

Joukon X alkiot voidaan jarjestd&d kahteen eri jarjestykseen

edelld esitetyn perusteella seuraavalla algoritmilla:

ALGORITMI 2.1

Vaihe 0O:

Vaihe 1:

Vaihe 2:

Vaihe 3:

Asetetaan B = X, j=0.

Asetetaan Jj=j+l1. Muodostetaan joukosta B joukko D
kaavojen (2.37)-(2.48) avulla. Jos kiytetdidn kaavoja
(2.40) ja (2.44), asetetaan C,; = D, jos vaihtoehtoises-
ti kéytetﬁén kaavoja (2.47) ja (2.48), asetetaan Cyy =
D. | o
Asetetaan B = B \ D. Jos #B >1, siirrytdsn vaiheeseen
1, muuten siirfytﬁén vaiheeseen 3. |

Jos #B = 1, asetetaan j=j+1 ja C, = B tai C,; = B,
tilanteesta riippuen. Jos on kiytetty kaavoja (2.40)
ja (2.44), on joukon X alkioiden lopullinen jarjestys
P = C,, Cu. ...,C,. Vastaavasti kaavoja (2.47) ja

(2.48) kdytettdessd jarjestykseksi muodostuu P, = Cys»

Cy e1yr»:Cye

Riippuen siit&, kdytet&&nksd edelld kaavoja (2.40) ja (2.44) vai

kaavoja (2.47) ja (2.48), saadaan joukon X alkioille kaksi jakoa

osajoukkoihin, jaot C,, C,,-..,C, ja C,, C,,...,C,. Ndistd
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ensimmdinen muodostaa alenevan jarjestyksen, jossa joukkoon C,
kuuluvat X:n alkiot ovat sellaisia, ettd voidaan vaittdd, etti
ne ovat vdhintéédn yhta hyvid kuin joukon C_ ,,,, alkiot. Vastaavas-
ti toinen jarjestys on sellainen, ettd joukkoon C, (,;, kuuluvat

vaihtoehdot ovat vahint&én yht& hyvié, kuin joukkoon C, kuuluvat.

Jos jarjestyvkset P* ja P. ovat yhtenevdiset, on tédmd jérjestys
X: alkioiden lopullinen tdydellinen jarjestys: mitd tahansa kahta
X:n alkiota voidaan pitda yhtéd hyvind tai toista voidaan pit&a
toista parempana. Jos P° ja P. eivdt ole yhtenevdiset, on
lopputuloksena epédtdydellinen j&rjestys. Jos vaihtoehdot x* ja
x® ovat sellaisia, ettd x* on luckiteltu toisessa jérjestyksessa
vaihtoehtoa x* paremmaksi, ja sitéd ei ole luokiteltu toisessa
jarjestyksessid vaihtoehtoa x® heikommaksi, luokiteliaan x*
lopullisessa jadrjestyksessda vaihtoehtoa x* paremmaksi. Jos
vaihtoehdot x* ja x®* ovat sellaisia, ettd =x* on luokiteltu
toisessa jidrjestyksessd vaihtoehtoa x° paremmaksi, ja taas x° on
toisessa vaihtoehtoa x® parempi, ei vaihtoehtojen x* ja x* vdlille

saada jérjestysté.

ESIMERKKI 2,3

2

Oletetaan, ettd vaihtoehtoja on kahdeksan: X = {x!, x?,...,x°}.

a) Jos saadut jarjestykset ovat seuraavat

P* = {xl}r {xz}l {x4}f {xerxa}r {xarxs}r {xT}

{x*}, {x*}, (x°}, {x%}, {¥*,x°}, {x°}, {x7},

o
»
It

havaitaan helposti, ettd vaihtoehto x* on muita vaihtoehtoja

parempi, sen sijaan vaihtoehtoparien (x%, x') ja (x*, x°) kohdalla
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ei keskindistd jarjestystd ole saatu aikaan.

b) Jos saadut jérjestykset ovat

P o= (x'), {x%), (%'}, {=°}, (¥}, {x*} {(x°}, (x°)

|

P, = {x%}, {x'}, (%%}, {x*}, (&°},{x°}, (%'}, (=°},

ei vaihtoehtojen joukosta ole loydetty selvdsti parasta,
kuitenkin vaihtoehdot x' ja x* on luokiteltu kaikkia muita
paremmiksi. Lopullinen valinta vaihtoehtojen x' ja x* v&lilla
tdytyy tehdd muilla perusteilla. XKuitenkin t83ssd tapauksessa
vaihtoehtojen joukkoa on saatu huomattavasti pienennettyd, ja
menetelmd on t&llid tavalla tehnyt tehtédvansd. Vaihtoehtoparin
(x*, x°) lisiksi parien (x*, x°), (x*, x7), (x°, x°) ja (x°, %')

keskindistd jdrjestystd ei ole saatu selville.

Molemmat lopulliset jarjestykset on esitetty graafeina Seuraavas-

sa kuviossa 2.7. 1/

a)

X1—>X4—;—XS—>X3—--X5—.-X7
b
J ! Xt X°

x 2 X

KUVIO 2.7 Esimerkin 2.3 vaihtoehtojen lopulliset jarjestykset
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2.1.4 UTA

Edelld luvussa 2.1.1 esitetty MAUT on menetelmd, jossa p&&-
tbksentekijidn hydtyfunktio muodostetaan ker&&mdlld padtdk-
sentekijdltd suoraan hyotyfunktioon 1liittyvidd informaatiota.
Hyodtyfunktion mddrittémisen menetelmien toisen ryhmén muodostavat
epidsuorat menetelmidt, joissa hy&tyfunktio mddritelldsn tehtyjen
valintojen tai subjektiivisten preferenssien perusteella. Tata
jalkimmdistd tapaa edustaa téssd luvussa esitettava UTA-mene-
telmd: UTA:ssa paitoksentekijsn hydtyfunktio m#dritell&sn tehty-

jen valintojen perusteella (Jacquet-Lagreze & Siskos, 1982).

Lyhenne UTA tulee sanoista 'UTilite Additive' ja itse asiassa
nimi paljastaa menetelmdn perusoletuksen: menetelﬁéssé oletetaan,
ettd hydtyfunktio on muotoa (2.3) oleva additiivinen hy&tyfunk-
tio. Vastaavasti kuten luvussa 2.1.1 kaavan (2.3) kohdalla
oletetaan, ettd 2k; = 1 ja kaavoissa (2.5) ja (2.6) esitetyt
ehdot.toteutuvat. Hyotyfunktioista U, (y,;), i=1l,,.,r, oletetaan,

ettd ne ovat kasvavia argumenttiensa suhteen.

UTA-menetelmissd valitaan R kappaletta wvaihtoehtoja x!, .., x~.
Paddtoksentekijad pyydetd&n asettamaan jérjestykseen vektorit
(y,(x%),..,y.(x')), i=1,..,R. Pa&toksentekijén esittémén jérjes-
tyksen perﬁsteella konstruoidaan paloittain lineaariset hydty-
funktiot U,(y;}, i=1,..,r, siten, ettd ne ovat mahdollisimman
hyvin sopusoinnussa p&dtbksentekijén esittémén jarjestyksen

kanssa.

Vastaavasti kuten luvussa 2.1.1 oletetaan, ettd muuttujan x,
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mahdolliset arvot kuuluvat wv&lille [x,° x,']. Jaetaan Kkunkin
muuttujan kohdalla t&m# vdli a, yhta suureen osaan [y,/®,y,*1/™],
j=0,..,a,-1, missd
(2.49) Yij/a, = Yio + (j/ai)(yil—yio)-

- Mielivaltaisen pisteen x € [yf,yﬁ] hyttyd approksimoidaan
interpoleoimalla lineasarisesti yli sen vdlin, johon x kuuluu. Jos
x € [y, y,9"*] = [b,c], on

-(2.50) U, (y;(x)) = Ug(b) + ((y(x)-b)/(c-b)}(U;(c)-U;(b)).
Midritelldsdn funktio U'(y(x)) seuraavasti:

(2.51) U'(y(x)) = Z kU, (y,(x)) + o(x),

missa

(2.52) o(x) = U(y(x)) -~ Z KU, (v, (x)).

Kaavan (1.8) perusteella kirjoitetaan seuraava ehto:

(2.53) x' » xf o U (y(x')) - U'(y(x})) = 8,

missd & >0 on sopiva (R:std riippuva) reaaliluku. Kaavojen (2.51)

ja (2.52) perusteella voidaan kirjoittaa edelleen.
(2.54) . x' > ' =%, (kU (v.(x}))-KU (v, (%)) +a(x!) +o(x?) = 6.

Sellaisille pareille x' ja %, joilla x' -~ x’ miasiritell&sn
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(2.55) x' - x'eI (KUl (y,(x))-KU/ (v, (x))) +o(x*) +o(x’) = 0.

Koska hy&tyfunktiot U,(y;) oletettiin kasvaviksi argumenttinsa

suhteen, voidaan tdstd muodostaa ehto
(2.56) U, (y /") -Uu(y, 9"y 2 g, i=1,..,r, j=1,..,a,,
missd s, 2 0 on jokaiselle muuttujalle y, erikseen valittu arvo.

Tdten on saatu kasaan lineaarinen optimointiongelma paloittain
lineaaristen hydtyfunktioiden mddrittémiseksi. Pyrkimyksen&d on
gsiis loytdad seuraavan optimoinfiongelman avulla arvot pisteille

Uy, i=1,..,r, j=2,..,a,.

(2.57) 2k, o(x') = min
2, (kU 7y (%)) kU (vn(x?))) +o(x*) +o(x)) 26, jos x'>x’
Z, (khUh(Yh(xi))_khUh(Yh(x'j))) +o(x) +0(xj_5 =0, jos x'-x’
U (y ) -U(y, 9 2 g, i=1,..,r, j=1,..,a,
2k =1 |
o(x') 2 0, i=1,..,R
U(y,®) =0, U(y) = 1, i=1,..,T

k, > 0, i=1,..,r.

Tata menettelyé kdytettiessd taytyy olettaa, ettd paatoksentekijd
on pa&tdstd tehdessdan tehnyt valintansa nimenomaan muuttujien
YVisoeoe,Vs pefusteella. Jos pddtoksentekijd ei ole riittavidssi
médrin perehtynyt tehtaviaan valintaan tai hanen valintakriteerin-
s4 ovat olleet jotkin muut kuin mitd varsinaisesti tutkitaan,

el tuloksena saatava hydtyfunktio (valttamédtta) vastaa todelli-



46

suutta.

'T&td menetelmdd voidaan periaatteessa kéyttdd hydtyfunktion
muodostamiseen my®s silloin, kun 'p&idtoksentekijd' ei luovuta
preferenssi-informaatiotaan vapaaehtoisesti, ts. havainnoidaan
jonkin henkil®&n tai ryhm&n tekemi# valintoja ja muodostetaan
hydtyfunktio n#iden havaintojen perusteella. Kuitenkin té&ssa
tilanteessa virheelliset oletukset kaytetyistd wvalintakritee-

reistd voivat johtaa hyvinkin virheellisiin tuloksiin.

2.1.5 KVALITATIIVISET KRITEERIT

Tissd luvussa esitetddn menetelmd, jota voidaan k&yttéaéd tehtdessa
valintaa kvalitatiivisten kriteerien perusteella (Korhonen,
1986). Kaytettavilla kriteereilld voi olla hierarkkinen rakenne:
tdten valinnan perustana voi olla suhteellisen abstraktejakin
kasitteitd, koska ne voidaan jakaa konkreettisempiin alakasittei-
siin, joiden avulla varsinainen vaihtoehtojen arviointi tehd&én.
Toisen kvalitatiivisia vertailuja kiyttdv&n menetelmdn ' on
 esittdnyt Roubens (1982), mutta tésséd menetelmdssi- éi ole
mahdollista k&yttd8& hierarkkista rakennetta. Luvussa .2.1.2
esitetty AHP perustuu myds hierarkkiseen rakentéeseen, kuitenkin
AHP:std poiketen téssd luvussa késiteltévidssd menetelmissd el
pareittaista vertailua tarvitse tehd&d kuin hierarkian alimmalla
tasolla, ja silloinkin vdhimmill&&n riitt&d arvio siité, ovatko
vertailtavat wvaihtoehdot yhtd hyvid wvai onko toinen niista

parempi.
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Olkoon vertailtavien vaihtoehtojen joukko A = {a,;,..,a,}. Olete-
taan, ettd kriteerejd on taseoilla 0,1,...,T ja olkoon tasolla
t kriteerimuuttujien méd&réd p.. Merkitd&n tason t kriteerimuut-
tujia symbolilla C,*, i=1,..,r, k=1,..,p,- Kun t < T, liittyy
jokainen Kkriteerimuuttuja C;* tarkalleen yhteen tason t+1

kriteerimuuttujaan.

Téssi menetelméissd oletetaan, ettd hydtyfunktio on muotoa (2.3)

oleva additiivinen hydtyfunktio:
(2.58) U = I k,U,.

Hybtyfunktioita U; ei oleteta tunnetuiksi, eikd niité konstruoida
tissd menetelmissd, niitd kidytetdsn ainoastaan teoreettisena

apuvdlineend.

Oletetaan, ettd tasolla t johonkin tason t+1 muuttujaan liittyvid
kriteerimuuttujia on p kappaletta: Jos pddtdksentekijén hydty-
funktiot U, i=1,. ;,p, ndiden kriteerimuuttujien ko_hdalla'

tunnettaisiin, voitaisiin vaihtoehdon a,; kbhdalla saavutetfava

hy6ty ilmaista muodossa
(2.59) Ut(a,) = Z, k;U,f(a;),

missé Ui‘(a;) on hyéty kriteerin i suhteen tasolla t ja U™!(a,)

kuvaa ndiden kriteerien yvhdistettyd hydtyda. Kirjoitetaan edelleen
(2.60) U™t = Xk*,

missd U™! = (U™ (a,),...,U"(q,)) ", k' = (k"% .., k)" ja X* on pxn-
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matriisi, jonka alkio x%; on U;"(a;). Kéytetddn t&mén matriisin
sarakkeesta j merkintdi X*(j), j=1,..,p. Nyt pystyvektori X*(j)
siis kuvaa hyétyfunktion U,® arvoja eri vaihtoehtojen a; kohdalla,

i=1,..,n.

Kertoimet k,°, .. ,kpt on mielekdstd pyrkid valitsemaan siten, ettéd
hyttyfunktion U™! arvot ja eri kriteerien suhteen havaitut arvot
X*(j) olisivat mahdollisimman hyvin sopuscinnussa kesken&én.
Kriteeriksi wvalitaan, ettd wvektorien U™! ja X'(j) wv&linen

korrelaatio r(U®?!, X*(j)) on mahdollisimman suuri. Tdten saadaan

" monitavoiteoptimointiongelma:

(2.61) max r(U*™, X%3j)), j =1,..,p

Uttt = X%k",

k,® 2 0.

Yleisyyvttd loukkaamatta oletétaan, ettd vektorin X*(j) alkioille
patee X, U,(a;) = 0. Lis&ksi oletetaan, ettd X"(j)'X"*(j) = 1,
jolloin myds vektorin U™ alkioiden summa on nolla. Olkoon R*
matriisin X' korrelaatiomatriisi R* = (X')'Xt. Jos asetetaan
K''R'k® = 1, seuraa tdstd, etts (U“‘lr)'U“*l = k*X'Xk* = (k*)'R%k* =
1. Edelleen r(U™, X*(j)) = (U*?)'X%(J) = K'X'X*(j) = Z,k;r%,;, missd
ey, = r(X*(j),X*(i)). Nyt ongelma (2.61) saadaan muotoon
(2.62) max U™ = R%*
(k*)'R%k* = 1

k* 2 0.

Muuttujalla U*! on samat ominaisuudet kuin muuttujilla U,®, joten

tason t+1 muuttujia wvoidaan kohdella samoin kKuin muuttujia
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tasclla t ja muodostaa niistd edelleen muuttujia tasolle t+2.
Jos tiettyyn tason t+2 muuttujaan liittyvien tason t+1 muuttujien
méa&dra on g, voidaan muodostaa nxg-matriisi X*!, ja t&mdn avulla
saadaan madriteltyd korrelaatiomatriisi R®™! = (X®!')X™?, Vastaa-

vasti
(2.63) rijt-»l = (th-tl)vUitA = (kj_t)'(xit)'xjtkj = (kit)'Riijf

missd U;"! = X,'%k,* ja R;; on X,":n ja X;*:n védlinen korrelaatiomat-

riisi.

Yleisesti korrelaatiomatriisi tasolla t+1 voidaan johtaa tason

0 korrelaatiomatriisista:
(2.64) Rt+1 = (Bt+1)|RtBt+1 = (Bt+1)1_..(B1)|RDB1‘__B!:+1

missé p.xp,.,,-matriisi B md8ritelldsn seuraavasti

(2.65) B**= | k* 0 ... 0
0 k*...0

0 0 - 8. ktpm

Tassd vektori k,* liittyy niihin tason t kriteereihin, jotka

yhdistet&&n kriteeriin C;*! tasolla t+1.

Varsinaisen vertailun pddttksentekijd siis tekee vaihtoehtojou-
kossa A Kkriteerien Ci°, i=1,..,p, suhteen. Minimivaatimus on, ettad
péddtdksentekijgd pystyy vertailemaan eri vaihtoehtoparien

keskindistd paremmuutta kriteerimuuttujien suhteen. Merkit&dén
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nyt

1, jos a,(C°) > a,(Cr)

L}

(2.66)  z4,(C°) 0, jos a,;(C°) ~ a;(C%), j = i

-1, jos a,(C°) < a,(C®)

i

23 (C°) 0,

missd esimerkiksi merkinndlld a,(C.°) > a;(C,°) tarkoitetaan, ettad

vaihtoehtoa a; pidetdan parempana kuin a, kriteerin C° suhteen.

Kiaytetdsn ndistd luvuista muodostetusta nxin-matriisista merkintésd

Z(cio) = [zij(cko)]-

Madritelldsn seuraavaksi kriteerien C,*, i=1,..,p, korrelaatiomat-

riisi R°

(2.67) R° = [r,°],

missad

(2.68) 1,° = 2T 2,,(C)2(C0)/ ((CA)S(C)).

Edella kéytétty suure s(C,%) méariteilaén éeuraavasfi:
(2.68) 52(c;°) = 32 (2,(C,"))?, i=1,..,p,.

Ndin médritelty korrelaatiokerroin rij" on Kendalliin jdrjestys-

korrelaatiokerroin.

Ctetaan kayttddn merkintd
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(2.70) 0(c®) = z(,°)/s(C°)

ja yleisessd muodossa, jos tason t kriteerit C*,,..,C%,, liittyvit

tason t+l kriteeriin C,*!:

(2.71) (G, = Z, k,0(C.%) = [qy,t].

Témé& matriisi voidaan tulkita preferenssien vahvuutta kuvaavaksi
matriisiksi. Matriisin aikio qijt kuvaa, kuinka vahvasti wvaih-
toehto a, on preferoitu vaihtoehtoon a; ndhden kriteerin C.*!

suhteen. Edelleen on voimassa
(2.72) I, = ZiZj qij(Ch‘)qij(Cmt).

Esitetddn matriisi Q(C,%) vield n(n-1)-vektorina q(C*) = (q,,(C"),

q12(cqt)l"r qln(cqt)r q21(cqt)t"! qm(cqt))-

Kun ollaan tasolla T, masritellssn vaihtoehtojen lopullinen
jérjestys siten, ettd se on sopusoinnussa matriisin Q(CT)
preferenssien kanssa. Olkoon nan-matriisi G = [g,;] sellainen,
ettsd se esittad téydellistd epdsymmetristd pareittaista vaihtoéh—

tojen jédrjestystd. Nyt

l, jos a; » gy, 1 = j
(2.73) gy = 0, jos a, < a,, 1 = j

1/2, jos i = j.

On osoitettu, ettd matsiisi G mddrittelee tédydellisen jarjestyk-

sen, jos seuraava ehto toteutuu
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(2.74) g, € {0,1}, i 3
gy + g = 1, kaikilla i,j = 1,..,n
Ony + Oyy + Oy S 2, kaikilla h,i,j =1,..,n

gy = 1/2, kaikilla 1=1,..,n.

Nyt vaihtoehtojen lopullinen jérjestys saadaan seuraavan ongelman

ratkaisuna

(2.75) max £ = 22 g, (C")q,,(C")

kaavan (2.74) rajoitusten ollessa voimassa

Ratkaisuna saadaan vaihtoehtojen j&rjestys, joka maksimoi

preferenssien summan.

Jos matriisi G esitetisn vektorina g = (g,(C"), g.(C%),..,

g..(C"), g»(C"),.., G.(C")), ja etsitdén ratkaisu ongelmalle

(2.76) max r(g, q(C"))

kaavan (2.74) rajbitusten ollessa voimassa

saadaan sama ratkaisu, kuin kaavassa (2.75) esitetylle'probleew
malle. T&dten kaavan (2.75) antama ratkaisu maksimoi korrelaation

vektorien g ja q(C") valills (rajoitusten (2.74) ollessa voimas-

sa).

Esitetddn tdmd menetelmd vield selvyyden vuoksi algoritmina:

ALGORITMI 2.2
Vaihe 1: Pyydet#an pa#dtoksentekijdd tekem@&n pareittaiset

vertailut vaihtoehtojen kesken kaikkien kriteerien C,°,



53
i=1,..,p, suhteen. Konstruoidaan matriisit Z(C,°) ja
QUL“) ja muodostetaan kriteerien vé&linen korrelaa-
tiomatriisi R°. Asetetaan t=0.

Vaihe 2: Asetetaan t=t+l. Ratkaistaan ongelma (2.62) kaikille
kriteereille C,*, jonka ratkaisuna saadaan vektorit k;*,
i=1l,..,p.. Ndiden avulla lasketaan kaavan (2.71) mukaan
preferenssien vahvuutta kuvaavat matriisit Q(C,*).

Vaihe 3: Jos +<T, lasketaan kaavan (2.64) avulla korrelaatio-
matriisi R®, ja palataan vaiheeseen 2.

Muuten ratkaistaan vaihtoehtojen lopullinen jarjestys

kaavan (2.75) mukaisesti.

Jos pareittaisen vertailun asemasta eri wvaihtoehdoista on
olemassa vdlimatka-asteikollista informaatiota, voidaan kaavassa

(2.66) esiintyvd suure z,(C°) kirjoittaa muotoon
(2.77) z2,(C°) = x,(C°) - x,(C®),

missd x,(C.°) on havaittu lukuarvo vaihtoehdon a, kohdalla

kriteerin C(,°) suhteen. NYt- kaavan (2.68) avulla laskettu
korrelaatiokerroin on Pearsonin tulomomenttikorrelaatiockerroin.
Mik&li kéytettévat suureet ovét jérjestysasteikollisia, ja
suure z”(cﬁ) madritellddn kaavan (2.77) avulla, saadaan kaavan
{2.68) avulla laskien tulokseksi Spearmanin jirjestyskorrelaa- .

tiokerroin.

Tadt& menetelmdd wvoidaan my&s kayttdd interaktiivisesti kor-
vaamalla algoritmin 2.2 vaiheessa 2 ongelman (2.62) ratkaiseminen
silld, ettd pasdtdksentekijéd etsii vektorille k* mieluisimman

arvon (kts. Korhonen, 1986).
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2.2 SUUNNITTELUMENETELMAT

Suunnittelumenetelmiksi voidaan nimitt&d monitavoiteoptimointi-
menetelmid, joissa pddtantidprosessin kuluessa pyritédédn 1isdamiin
tietoa ké&silld olevasta ongelmasta. Tavoitteet ja rajoitukset
eivat wvalttadmiattd ole selvid heti pddtdntdprosessin alusta
lukien, wvaan tavoitteita ja rajoituksia voidaan jopa wvaihtaa
keskenddn. Niissi menetelmissi ei tavoitteena ole valttamdtts
tuottaa vai yhtd oikeaa ratkaisua, vaan yhtd tdrked tavoite on
lisdtd p&atdksentekijdn tietoa késillé olevasta ongelmasta. On
huomattava, ettd nditd menetelmisd voidaan varsin mainiosti

kdyttdd myds olemassa olevan vaihtoehtojoukon arviointiin.

Luvuissa 2.2.1-2.2.6 esitettidvii menetelmid nimitetdin inter-
aktiivisiksi menetelmiksi. Pddttksentekijidn hyotyfunktiota ei
eksplisiittisesti tunneta mutta sen oletetaan kuitenkin olevan
Olemassa. Hyétyfunktiosta ‘saadaan tietoa pédEtadntéprosessin
kuluessa; Padtoksentekijd ei siis formuloi hydtyfunktiotaan
matemaattisesti, vaan vastaa tietokoneen esittimiin kysymyksiin,
joiden avulla p&&téntéprosessia ohjataan optimaalisen ratkaisua

kohti.

Namd menetelmidt pystyvdt tuottamaan optimaalisen ratkaisun
tiettyjen ehtojen vallitessa: yleisid oletuksia ovat sallitun
joukon X konveksisuus, kriteerifunktioideny, = £f,(x), i=1,...,r,
konkaavisuus ja oletus, ettd hydtyfunktio on U(y) konkaavi ja

kasvava kaikkien argumenttiensa suhteen.
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Interaktiivisia monitavoiteoptimointimenetelmid on eri vari-
aatiocineen l&ydettdvisséd hyvin useita - ja jokainen itseddn
kunnioittava monitavoiteoptimoija pyrkii kehitt&m&sin vahint&dn
vhden 1lis#8. Seuraavassa esitet@&@nkin vain yleisimmdt lidhestymis-
tavat monitavoiteoptimointiin, tarkempaa selkoa eri ldhestymis-
tapojen vivahteista ja tédstd esittelystd pois jatetyista
menetelmistd on léydettdvissd alan kirjallisuudesta (kts. esim.

luettelo sivulla 12).

2.2.1 MAHDOLLISTEN SUUNTIEN MENETELMA

Ensimméinenvarsinainenimplisiittiseenhyétyfunktioonpefustuva
menetelmd oli Geoffrionin, Dyerin ja Feinbergin kehittama
monitavoiteoptimointimenetelmd&, josta kehittdjiensd nimien
alkukirjainten mukaan usein k#ytet#d#n nimitystd GDF-menetelmi

(Geoffrion & Dyer & Feinberg, 1972; Steuer, 1986).

Oletetaan, ettd hydtyfunktio U(f,(x),..f.(x)) on jatkuva ja
konkaavi. Jos hydtyfunktio tunnettaisiin eksplisiittisesti,
maksimoitaisiin se Frank-Wolfe -menetelmdn avulld seuraavaa

algoritmia k&yttéen:

ALGORITMI 2.3

Vaihe 0: Valitaan alkupiste x' € X ja asetetaan k=0.

Vaihe 1: Asetetaan k=k+1l. Ratkaistaan ongelma:

(2.78) max {VU(E,(x*),...,£(x))y | v € X }.
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Olkoon t&midn ongelman ratkaisu y°. Asetetaan suunnaksi

dc = y*- - x.
Vaihe 2: Ratkaistaan ongelma

(2.79) max { U(f, (x*+ t.d%),..., £ (x+ t-d°)) | 0 = t < 1}
Olkoon ratkaisu t*. Asetetaan x*!' = x* + t¥d*. Jos
valittu lopetuskriteeri tayttyy (esim. t=0 tai riittéavid
masrad iteraatioita on jo tehty), lopetetaan, muuten

siirrytd&in vaiheeseen 1.

Koska hyttyfunktiota ei eksplisiittisesti tunneta, joudutaan

edelld esitettyd algoritmia muuttamaan. Ketjus&&nndn mukaan on
(2.80) VU(£,(x*),..., £ (x")) = Z (9U/I£,)VE, (x*),

ﬁissé (dU/8f,) on funktion U i:s osittaisderivaatta pisteessé
(£,(x*), ..., £ (x*)) ja V£,(x*) on funktion f, gradientti pisteessi
x*. Optimaaliseen ratkaisuun y, ei kuitenkaan vaikuta, jos funktio
jaetaan“jollain.pbsitiivisellarsuureella (0U/0f,). Tatd suuretta
sanotaan referenssikriteeriksi. Yieisyyttd menettémédttd voidaan
olettaa, ettd referenssikriteeri on ensimmédinen, joten edelld

oleva kaava (2.78) voidaan kirjoittaa muotoon
(2.81) max { 2 wVE (x*)y | v € X},
missa

(2.82) w* = (8U/9%,)/(3U/3E,).
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Painot wX* edustavat sitd marginaalista substituutiota, joka
pddtoksentekijén mielestd on  kriteerien 1l ja i wva&lilla
pisteessd x*. Jos p&aitdksentekij&n mielestd pisteet x* =
(x5, %%, ...,x%) ja (x* -A, =% .., x5+ A,.., xX) ovat yhta

hyvi& ratkaisuja, on likimd&rin
(2.83) wk = - A/A,.

Tédlléin siis hydtyfunktiota approksimoidaan lineaarisella

funktiolla pisteessd x*.

Frank-Wolfe-algoritmiin perustuva GDF-algoritmi wvoidaan nyt

kirjoittaa muotoon:

ALGORTITMY 2.4

Vaihe 0: Valitaan alkupiste x' € X ja asetetaan k=0.

Vaihe 1: Asetetaan k=k+1. Etsit#&#&n arvot suureille w/®, i=1,..,r,
joko pyytdamdlld ne suoraan pé&diatodksentekijdltid tai
kdyttamally jotain menettelyd, jossa p&&dtoksentekija
vertailee eri pisteitd keskendédn.

Vaihe 2: Ratkaistaan ongelma:
max { Z wVE(x")y | ¥y € X},

Olkoon t#&m&n ongelman ratkaisu y*. Asetetaan suunnaksi
da~ = y* - x*.

Vaihe 3: Jos y* = x*, siirryt&sn vaiheeseen 7, muuten siirrytdan
vaiheeseen 4.

Vaihe 4: Valitaan suunﬂassacf‘tapahtuvassé haussa tulostettavien

pisteiden lukumd&rd P, P> 1.
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Vaihe 5: Tulostetaan pisteet
z" = (£, (x*+ (t/P)-d%), ..., £ (x*+ (t/P).d*)), t=1,2,..,P.
Ndiden joukosta pé&dtoksentekijd mieluisimman. Jos
valittu ratkaisu on z*, asetetaan x*'!' =x*+ (t/P).d".
Vaihe 6: Jos pdatdksentekijd on tyytyvdinen ratkaisuun (tai
kyllédstynyt iterointiin), asetetaan k=k+1 ja siirryt&in
vaiheeseen 7, muuten siirryt#dsdn vaiheeseen 1.
Vaihe 7: Lopetetaan, ratkaisuksi saatiin x*, jota wvastaava

ratkaisu tavoiteavaruudessa on (f,(x*),...,f.(x")).

“Algoritmin vaiheessa 1 kertoimien w,* arvot voidaan pyyté&éa suoraan
paddtoksentekijalta. Helpomphi tapa nédiden kertoimien mé@&riddmiseen
on kuitenkin vertailla valittuja pisteita kesken#an. Tama voidaan -
tehdd esimerkiksi seuraavasti: aluksi valitaan arvot suureille
A, ja A,. PaatSksentekijés pyydet#dn vertailemaan pisteitd x* =
(%, % ...,x") ja x* = (x> -A, x5,.., x5+ A,.., 2*). Jos
pédidtdksentekijsn mielestd piste x' on parempi, kasvatetaan arvoa
A, ja vastaavasti jos piste x* osoittautuu mieluisammaksi,
piénennetﬁén arvoa A;. T&ta jatketgan niih kauan, etta loydetdédn
sellainen arvo A@ ettd paatoksentekijén mielestd pisteet x' ja

x* ovat yhti hyvii.

Voidaan osoittaa, ettd jos hydtyfunktio on konkaavi, f,:t ovat
konkaaveja ja rajoitukset ovat lineaarisia, t&md algoritmi
tuottaa optimiratkaisun tai tuottaa ratkaisujonon, joka konvergoi

kohti optimaalista ratkaisua (White, 1982).

Tastd GDF-algeritmista on tehty lukuisa joukko muunnelmia, joissa
on parannettu joko suunnanhakua, yksiulotteista optimointia tai

molempia. Esimerkiksi Sadagopan & Ravindran (1986) ovat
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kehittdneet algoritmista version, jossa Frank-Wolfe -menetelmén
sijasta kdytetddn yleistetyn redusoidun gradientin menetelmaa.
Tamé monitavoiteoptimointimenetelmé tuottaa optimaalisen ratkai-
sun silloinkin, kun hydtyfunktio U on kvasikonkaavi. Oppenheimer
(1978) puolestaan on laatinut algoritmista version, jossa
edelld esitetyssd algoritmissa esiintyvad hyttyfunktion lineaari-
nen approksimaatic korvataan muotoa (1.10) tai (1.11) olevilla

approksimaatioilla.

2.2.2 LEIKKAUSTASOALGORITMI

Leikkaustasoalgoritmeissa pyritasn pienentdmiddn sallittujen
ratkaisujen joukkoa X maddrittam#dllsd leikkaustaso tavoiteavaruuden
sallitussa joukossa S (Musselman & Talavage, 1980; Loganathan
& Sherali, 1987; Shin & Ravindran, 1991). Algoritmi perustuu
seuraavaan havaintoon: kun U on konkaavi ja differentioituva,

on vaiheessa k voimassa
(2.84) U(y) 2 U(¥Y) =2 My, - ¥ 20,

missd yv* = (v,5, ..., ¥.) = (£,(x"), ..., £ (x")) €S on tarkastelta-
vana oleva ratkaisu jay = (y,,.-,¥.) = (£,(x),...,£f.(x)) sekd A, =
0U(y)/dy,, kun y = o Kun etsit838n U:lle parempia arvoja,
voidaan tdstd eteenpdin keskittyd wvain siihen puocliavaruuteen,

jossa A (y, - ¥,5) 2 0 tai yhtdpitdvasti

(2.85) wh(y, - vi) 2 0,
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missd w = A,/A;. Nyt tietenk##n kertoimien wX tarkkoja arvoja
el tunneta, vaan niille joudutaan kayttam#&#n likiarvoja, kuten

luvussa 2.2.1 on esitetty.

Kussakin vaiheessa rajoitusten joukkoon 1lisidtidsn siis uusi
rajoitus, jolloin sallittu alue X pienenee. Merkitdin vaiheen
k sallittua aluetta symbolilla X*. Pisteeksi x* saadaan ei-

dominoitu ratkaisu esimerkiksi ratkaisemalla ongelma

(2.86) max El ME (%)
X € X

Ay >0, T A, = 1.

Pistettd x* voidaan myds yrittis etsii mahdollisimman kaukaa

lisatyistd rajoituksista ratkaisemalla ongelma

(2.87) max z
z < 2wl [£,(x)-£,(x')], j=1,..,k-1

X € X.

Voidaan osoittaa, ettd tamén ongelman ratkaisu on ei-dominoitu
piste (Loganathan & Sherali, 1987). Kaavaa (2.87) kdytettdes-
sd toimii z mySs lopetuskriteerind: optimiratkaisu on saavutettu,

kun z saa arvon 0.

Kaytetdessa kaavaa (2.87), on kdytettévd algoritmi siis seuraava

A RITMI 2

Vaihe 0: Valitaan aloituspiste x' ja asetetaan k=0.

Vaihe 1l: Asetetaan k = k+l. Lis&t4&n rajoitus (2.85) rajoitusten
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joukkoon.
Vaihe 2: Ratkaistaan ongelma (2.87)
Vaihe 3: Jos z = 0, siirrytdsn vaiheeseen 4, muuten siirryt&#in
vaiheeseen 1.

Vaihe 4: Lopetetaan, optimaalinen ratkaisu on 1l8ytynyt

Voidaan osoittaa, ettd jos U on jatkuva, konkaavi ja diffe-
rentioituva, f;:t ovat konkaaveja ja X on konveksi, t&m& algorit-
mi tuottaa optimaalisen ratkaisun tai ratkaisujen jonon, joka
sisdltds on optimaalista ratkaisua kohti konvergoivan osajonon

{ Loganathan & Sherali, 1987).

Edelld esitettyd algoritmia voidaan kayttdd myds tilanteessa,
jossa X ei ole konveksi ja f,:t evidt ole konkaaveja (Loganathan
& Sherali, 1987). Jos t&ll16in jollakin k:n arvolla saavutetaan
piste, jossa ongelman (2.87) ratkaisu on nollavektori, optimipis-
te on ldydettyjen ratkaisujen x',..,x* joukossa, ei kuitenkaan
vélttamétta piste x*. Jos algoritmi puolestaan tuottaa &&rettSmin
ratkaisujen jonon, on-optimiratkaisu generoitujen ratkaisujen.

joukossa, ei kuitenkaan vdlttamdttd jonon kasautumispiste.

2.2.3 ZW-MENETELMA

Tarkastellaan seuraavassa alunperin Ziontsin ja Walleniuksen
kehittamia menetelmdsd, josta Roy ja Waallenius ovat kehitténeet
uudemman version (Roy & Wallenius, 1992). Tédssid tdlle menetelmal -
le on annettu nimi ZW-menetelmd. Menetelmi perustU'yksiulottei-

seen epdlineaariseen optimointiin tarkoitettuun yleistetyn
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redusoidun gradientin menetelméén, jonka perustana on puolestaan

simplex~menetelmé&.

Sallitun alueen méd&rittelyyn mahdollisesti kdytettavit epéyhtéi— -
ldrajoitukset muutetaan yhtdlérajoituksiksi lis&#ami#lls niihin

kuhunkin alij&@mé@muuttuja. Rajoitukset ovat nyt siis muotoa
(2.88) g.(x) =0, k=1,..,p;

lisdksi kuhunkin muuttujaan x; 1iit§téén rajoitukset

(2.89) l, s x, sy, ,

missd alaraja 1, voi olla myds -« ja yliraja u, voi saada arvon

+w,
Oletetaan, ettd muuttujien kokonaismidri onn eli x = (%, ..,.%,).

Redusoiden gradientin menetelmidn perusajatuksena on ilmaista
kullakin iteroihtikierroksella m kantamuuttujaa n-m ei-kanta-
muuttujan avulla. Kirjoitetaan x muotoon x = (v, w), misséd v ovat
kantamuuttujat ja w ovat ei-kantamuuttujat. Jos pxp-matriisi
dg/dv on ei-singulaarinen sallitussa pisteessd x' = (v',w'),
yhtdaléillsd g(v,w)=0 on ratkaisu w(w) kaikillé vektoreilla v
jossakin pisteen v' ymparisttssd. Td1ldin funktiot £, {x) voidaan

kirjoittaa muotoon F,(w) = £,(v(w),w), jolloin ongelmaksi saadaan

{(2.90) max (Fl(w),...,Fm(w_))
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Funktion F, redusoitu gradientti on
(2.91) V.F, = V£, - (V. £,)JC,
missd mxm matriisi J sisd@ltdé& funktiociden g osittaisderivaatat

kantamuuttujien v suhteen ja C on mx(n-m)-matriisi, Jonka

alkioina ovat funktioiden ¢ osittaisderivaatat ei-kantamuuttujien

w suhteen.

Edelld esitetyssd kaavassa (2.91) redusoitu gradientti F; kuvaa

kohdefunktion i muutosta ei-kantamuuttujan suhteen. Vektori
(2.92) dF/dx, = (0F,/dx,,...,0F,/dx,)
kuvaa marginaalista substituutiota muuttujan x; suhteen.

Merkitain hyttyfunktion approksimaatiota symbolilla U". Jos U"

on esimerkiksi lineaarinen, se on muotoa

(2.93)  UNE,, ..., £) = ME(B) +...+ AE (x).
Padtdksentekijidlle esitetdé&n (valikoiden) wvektorit (2.92), ja
padatoksentekija ilmoittaa kannattaako, vastustaako wvai onko
vdlinpitamdtoén t&llaisen muutoksen suhteen. Jos pddttksentekija
kKannattaa esitettyd muutosta, muodostetaan rajoitus

(2.94) dU*/ox, = €.

Jos paatoksentekijd vastustaa, on muodostettava rajoitus muotoa
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(2.95) au*/ox, < €.
Mucdostettava ongelma (ns. lambda-ongelma) on nyt

(2.96) max €
kun kaikki edelld muodostetut rajoitukset otetaan

huomioon.

Tdlle ongelmalle saadun rajoituksen perusteella tarkistetaan

funktion U' parametreja.

2.2.4 LAGRANGEN KERTOIMIIN PERUSTUVA MENETELMA

Lagrangen kertoimiin perustuvissa menetelmissd (Changkong &
Haims, 1978; Sakawa, 1982) alkuperdinen monitavoiteoptimointion-

gelma (1.1) muunnetaan ongelmaksi

(2.97) max f,(x)
g(x) <b, , i=1,..,p
f.(x) 2 €%, i=1,..,r, i=j

X = V(xlr"'fxn)r

missd £; on valittu ensisijainen objektifunktio, k wviittaa
iterointikierrokseen ja €;* on vidhimmdistaso kierroksella i, joka
tavoitefunktioiden £;, i=1,..,r, i=j, tulisi saavuttaa. Ongelman
(2.97) ratkaisuna saadaan ei-dominoitu piste. Kierrokselle k+l
muuttujat €/~ méiéirite-llléiéin pdatdksentekijdn kierroksella k

saadun informaation perusteella. Algoritmi voidaan kirjoittaa
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sSeuraavaan muotoon:

ALGORITMI 2.6

Vaihe 0: Valitaan jokin funktioista primd&rikohdefunktioksi,
0lkoon valittu‘funktio £,. Valitaan vdhimmdistavoite-
tasot €.°, i=1,..,r, i=j. Asetetaan k=0.

Vaihe 1: Asetetaan k=k+l. Ratkaistaan ongelma (2.97). Merkit&in
saatua ratkaisua symbolilla y*. Olkoot vastaavat

k

Lagrangen kertoimet A, i=1,..,r, i=j.

Vaihe 2

‘PadatOksentekijd ilmoittaa marginaalisen substituution

wijk muuttujien £, ja muiden muuttujien £, v&dlillad pis-

teessd y*, esimerkiksi vastaavalla menettelylli mitd

GDF-algoritmissa on kidytetty.

Vaihe 3: Jos algoritmin lopetuskriteerit tayttyvédt, lopetetaan,
muuten siirrytddn vaiheeseen 4.

Vaihe 4: Muodostetaan suureet €,,*'! seuraavasti:

Eijkq = E“k _ 6(wﬁk _'}\‘Uk‘)'

missd & voi olla ennalta wvalittu askelpituus tai se

voidaan mddrittdd muodostamalla hyttyfunktiolle 1okaali

approksimaatio pisteen y* ympiristtssi ja optimoimalla

se.

T&mé jélkeen siirrytdan vaiheeseen 1.

Vaiheessa 3 lopetuskriteerind voi olla se, ettd kertoimet wijk
ovat (riittdvdn l&helld) nollia tai erotukset (w,* -A,*) ovat
(riittévén ldhelld) nollia tai ei 1l6ydetd sellaista sallittua
suuntaa, joﬁon haluttaisiin siirtyd. Edelld luetelluista

lopetuskriteereistd viimeisen toteaminen voi olla hankalaa.
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2.2.5 REFERENSSIPISTEMENETELMA

Referenssipistemenetelmd on alunperin puolalaisen matemaatikon
Wierzbickin kehitt&més monitavoiteoptimointimetodi (Wierzbicki,
1978; Steuer, 1986; Steuer & Choo, 1983). Tissd menetelmissi
etsitdén ratkaisulle referenssipisteeksi esimerkiksi z" = y* +
€, missd y" on utopiapiste ja €; >0 kaikilla i, ja projisoida
piste (£,(x)},...,f (x)) ei-dominoitujen pisteiden joukkoon refe-

renssipistettd apuna kdyttden. Tdlloin ratkaistaan ongelma

{2.98) min «a

a2z A(z," - £(x)), i =1,..,r

Tdlld menetelmi#lld wvoidaan tuottaa ei-dominocituja (myds ei-
tuettuja) ratkaisuja riippumatta funktioiden £, ja g, laadusta.
Saadut ratkaisut eivdt Kuitenkaan ole kaikissa tilanteissa
vksikédsitteisia. Yksikésifteisié ratkaisuja saadaan tekemdlld
optimoinnista kaksivaiheinen siten, etta etsiféén ongelmalle

(2.98) saatujen ratkaisujen joukosta x', joka on ongélman.

(2.99) min Z (z," - £,(x))
a =z M(z," - £,(x)), 1 =1,..,r

x € X, 2h =1

ratkaisu. Tédssd a' on ongelmaa (2.98) ratkaistaessa saatu a:n
arvo. Nyt itse asiassa ensimmidisessd vaiheessa kéytetdin
optimoinnissa L -metriikkaa, kun taas toissa vaiheessa kdytetdin

L,~metriikkaa. Voidaan osoittaa (Steuer, 1986; Steuer & Choo,
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1983), ettd kayttamalld (2.98):ssa ja (2.99) :ssa esitettys kaksi-
vaiheista optimointia saadaan tuotettua ei-dominoitu ratkaisu

aina, kun 0< A, <1, Z A, = 1.

Edelld esitetyisséd kaavoissa (2.98} ja (2.99) voidaan k#yttdd
referenssipisteend z' myds muita pisteitd kuin pistettd y" + €
(Wierzbicki, 1978). Utopiapistettd voidaan esimerkiksi k&yttad
refe:_renssipisteen méddrdamisen ldhtdkohtana, mutta paatdksentekijéa
voi kuitenkin valita referenssipisteen omien mieltymystensa
mukaisesti intuitiivisesti, jopa irrationaalisesti. Jos referens-
sipiste kuuluu joukocon S tai on joidenkin joukon S alkiociden
.dominoima, saadaan edeilé esitettyjen kaavojen avulla myds ei-
dominoituja ratkaisuja: tdlldin saadut ratkaisut voidaan tulkita
selléisiksi, ettd ne ovat 'kauimpana' referenssipisteesta
(kdytetyn metriikan ja painovektorin suhteen). T&ten ei~dominoi-
tuja ratkaisuja voidaan tuottaa valitsemalla referenssipisteeksi

esimerkiksi nadir-piste.

Ei-dominoitujé pisteits voidaan tuottaa myds esim. maksimoimalla

funktio
(2.100) Z Mf,(x),

mutta t&ll&in ei saada tuotettua ei-tuettuja ei-dominoituja
ratkaisuja, joita voidaan saada ratkaisuiksi referenssipiste~

menetelmidd kidytettdessa.

Referenssipistettd Kkaytetd&dn apuna monissa monitavoiteopti-
mointimenetelmissd. Seuraavassa esitellddn t&lle idealle

rakennettu referenssisuuntamenetelmi.
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2.2.5.1 REFERENSSISUUNTAMENETELMA

Referenssisuuntamenetelméssa kdytetdan hyvidksi edelld esitettyd
Wierzbickin referenssipistemenetelmdd (Korhonen & Laakso, 1986;
Korhonen & Wallenius, 1988; Steuer, 1986). Tidssi menetelmissi
. kéytetdsn apuna funktiota s(q, y, A), jota nimitet&in saavutetta-
vuusfunktioksi. Ta&md funktio s(gq, y, A) on sellainen, ettd se
projisci pisteen g ei—dominoitujen pisteiden joukkoon SF, Kkun

ongelma

(2.101) min { s(q, y, A) }

y €85

1A
Rl

IA

]

ratkaistaan. T&ssd vektori A on painovektori, O

Z A =1,
Jos funktioksi s(q, y, A) valitaan esimerkiksi
(2.102) s(q, vy, M) =max { M(q, - ¥,)} - E 2y,

missd £ on pieni positiivinen skalaari, on ratkaistava ongelma

siis

(2.103) min {a - E Z y, }
a =z Ki(qi - Yi)' i=l,--,r
v, = £(x), i=1,..,7

X € X,

jonka rajoitukset a 2 A(q, - y,), i=1,..,r, voidaan kirjoittaa
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my®s muotoon a/A; + y, 2 q;, i=1,..,r.

Jos halutaan projisoida pisteestd q suuntaan @ ldhteva vektori

ei-dominoitujen ratkaisujen joukkoon, ratkaistaan ongelma

(2.104) min {a - § Z vy, }
a/h, + vy, 2 q, + t-d,, i=1,..,
y; = £,(x), i=1,..,r

x € X,

missd t saa arvot vdaliltd (0,=). Kirjoitetaan témd kaava edelleen

yleiseen muotoon

(2.105) min {s(h,y,A)}
h=q+ t-d

y € S.

Tadtd wviimeksi esitettyd ké&ytetddn té&ssd menetelmidssd apuna.

Algoritmi on seuraava.

L ITMI
Vaihe 0: Valitaan mielivaltainen alkupiste y° ja asetetaan k=1.
Vaihe 1: Asetetaan k=k+1 ja a=0. Valitaan referenssipiste z'* ja
*k k-1

annetaan suuntavektorille arvoksi d* = z'* - y*?,

Vaihe 2: Ratkaistaan ongelma

(2.106) min {s(h,y, M)}
h = Y(k-l) + t'dk
y, = £,(x), i=1,..,r

x € X.
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Ta&mdn ongelman ratkaisuna saadaan ei-dominoitujen
pisteiden joukko Q.

Vaihe 3: Valitaan joukosta Q" mieluisin ratkaisu. Merkit#sn tata
ratkaisua symbolillé yk. (Valihnassa voidaan kayttda
apuna esimerkiksi visuaalista esitystd, jossa eri
funktioiden £,, i = 1,..,r, arvot pisteestd y**
léhtien esitetddn graafisesti tietokoneen néiytélle,
josta mieluisimman arvon valinta tehdd&n kursoril-
la.)

Vaihe 4: Jos y* = y*!, siirrytéin vaiheeseen 1, muuten siirrytdsn
vaiheeseen 5.

Vaihe 5: Jos a=0, siirrytd&@n vaiheeseen 6, muuten muodostetaan
joukko P etsimdllid pisteessd y* sallittujen suuntien
muodostaman kartion genei:oivat vektorit, (ts. etsitdsn
ne vektorit, joiden avulla wvoidaan lausua kaikki
sallitut suunnat pisteessa y*). Siirrytdin vaiheeseen
6.

Vaihe 6: Jos P = @, siirrytdin vaiheeseen 7. Muuten asetetaan
k=k+1 ja valitaan joukosta P jokin vektori ja asetetaan
se d*:n arvoksi, asetetaan P = P\{d"} ja siirrytasn
‘vaiheeseen 2. '

Vaihe 7: Jos y* = (£,(x*),...,£.(x")), onx* ongelrﬁan optimiratkai-

su, lopetetaan.

Jos p&aatoksentekijédn hydtyfunktio U on pseudokonkaavi, X on
suljettu, konveksi ja rajoitettu sekd kaikki rajoitukset ovat
jatkuvia ja differentioituvia, wvoidaan osoittaa (Korhonen &
Laakso, 1985), ettd edelld esitetty algoritmi lopettaa toi-

mintansa optimaalisen ratkaisun saavuttamisen jédlkeen, kun
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kaikki wvaiheessa 5 muodostettuun joukkoon P kuuluvat vektorit
on kdyty l8pi. Tdten lineaarisissa ongelmissa voidaan saavutetun
ratkaisun optimaalisuudesta varmistua. Jos kyseessd on epdlineaa-
rinen ongelma, saattaa joukon P alkiociden mdard olla &Hiretdn,
joten saavutetun ratkaisun optimaalisuudesta ei tdlléin kaikissa

tapauksissa saada varmuutta.

Tédss8 luvussa esitettyihin periaatteisiin perustuu suomalainen

monitavoiteoptimointimenetelmd VIG.

2.2.6 STOKASTIIKKAAN PERUSTUVAT MENETELMAT

Optimointiin on kehitetty joukko menetelmis, jotka perustuvat
stokastiikkaan. Ndissd menetelmissd kéaytetddn tavalla tai
toisella satunnaislukuja hyviksi seuraavan pisteen valinnassa.
Jos optimoitava funktio/rajoitukset ovat riittévi 'kauniisti'
kdyttdytyvi&d, eividt stokastiset menetelmédt ole kovin_tehokkaita
iterointien m&drdlld ja suoritusajalla mitattuna muihin menetel-
miin verrattuna. Sen sijaan sfokastiikkaan perustuvat menetelmit
soveltuvat hyvin.kéytettéivéksi tilanteissa, joissa kdsiteltdvaan
ongelmaan liittyy epdsiinnsllisyytta: tarkasteltava alue X ei
ole konveksi tai yhtendinen tai optimoitava funktio ei tayta
ocletuksia esimerkiksi (kvasi)konveksisuudesta. Stokastiikkaan
perustuvista monitavoiteoptimointimenetelmisti esitetiin seuraa-

vassa kaksi esimerkkii.
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2.2.6.1 PAINCTETTU TCHEBYCHEFF-ALGORITMI

Painotetussa Tchebycheff-algoritmissa kdytetddn apuna kaavoja
(2.98) ja (2.99), joten té&md menetelmd@ voidaan myds luokitella
. referenssipistemenetelmiksi (Steuer, 1986, Steuer & Choo, 1983).
Téssd algoritmissa generoidaan aluksi joukko satunnaisia paino-
vektoreita (A;,..,A.}, Z A, =1, A € [0,1]. Kayttam&llsa kaavoja
(2.98) ja (2.99) etsitdan kutakin painovektoria vastaava ei-
‘dominoitu ratkaisu. N3iden ratkaisujen joukosta pad&ttksentekija
valitsee mieluisimman. SAeuraavassa vaiheessa generoidaan
painovektoreita valittua ratkaisua vastaavan péinovéktorin ympé- -
ristdstd. N&in jatketaan kunnes ennalta médradtty midri iteraa-

tioita on suoritettu.

ALGORITMI 2.8

Vaihe 0: Valitaan otoskoko P, iteraatioiden mé&rd t ja pienen-
nystekijd h, O<h<l. Asetetaan K<~0 ja [111;u11] = {0,1]
kaikilla i. Etsit#&n utopiaratkaisu y", ja muodostetaan
referenssipiste z° = y* + €, missa €, >0 kaikilla i.

Vaihe 1: k<-k+l. A= {A € R*, A, € [1%u*], T A, = 13}

Vaihe 2: Generoidaan satunnaisesti P painovektoria joukosta AF.
Ratkaistaan ongelmat (2.98) ja (2.99) ndille wvekto-
reille. Saatu tulos esitetdan padtdksentekijille. joka
valitsee saatujen ratkaisujen joukosta mieluisimman.
Merkit&&n t&téd ratkaisua symbolilla y* = (y,%,...,v.5).

Vaihe 3: Muodostetaan vektori A* seuraavasti
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(2 1/(z" -~y /(2" -yS), jos z,'=y,* V i

1, jos z;" = yf

1l

(2.107) A

= 0, muuten

vaihe 4: Muodostetaan A®'= {A € R", A; € [1%%,u™!], Z A, = 1},

missé

(1,7, u1] (0,81, jos Af-b/2 < 0

[1-h*,1], jos Af+n*/2 =2 1

[AX-h%/2, A *+0*/2], muuten

vaihe 5: Jos k < t, siirryt&dan \faiheeseen 1, muuten mennadin vai-
heeseen 6.

Vaihe 6: Jos pdatdksentekija haluaa lopettaa iteroinnin, siirry-
td&n vaiheeseen 7, muuten siirrytddn vaiheeseen 1.

Vaihe 7: Ratkaisu x € X, y* = (£,(x),...,f.(x)).

2.2.6.2 VIERIVAN PALLON MENETELMA

Toisena stokastiikkaan perustuvana menetelm&na esitelléiéin melko
tuore vierivdn pallon menetelmd, joka ilmeisesti puree suhteelli-
sen hankaliinkin monitavoiteoptimointitilanteisiin. Tdssd mene-
telmiissa yhdistetéén puhdas satunnaishaku ja ohjattu yk-
siulotteinen satunnaishaku (Sun, 1993). Aluksi generoidaan joukko
satunnaisia ratkaisuja. Naitd ratkaisuja tarkennetaan satunnai-
suuteen perustuvalla ohjatulla haulla. Puhtaalla satunnaishaulla
generoidut pisteiden voidaan tulkita o©levan er&sdnlaisten

'pallojen’ keskipisteind, joita vieritetd&n ojatulla satunnais-
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haulla utopiaratkaisua kohti, kunnes térmétddn ei-dominoitujen
ratkaisujen joukkoon. T&std menetelmdstd on kehitetty myds
versio, jossa kdytetd@dn apuna referenssipistemenetelm&sd, mutta

esitetddn tédgssd Tchebycheff-metodiin perustuva algoritmi.

ALGORITMI 2,9

Vaihe 0: Olkoon Q = @. Generoidaan satunnaisesti ratkaisuja x
= (%,,..,%,.), ratkaisuista hyvéksytén ne, jotka kuuluvat
sallitulie alueelle X. Piste z = (£f,(x),...,£f.(x)) lisa-
téddn jroukkoon Q, jos se ei dominoi mit&&n toista taman
joukon pistettd. Vastaavasti lis&ttdessé piste joukkoon
Q, poistetaan Q:sta ne pisteet joita lisdttdvd piste
dominoi. Pisteiden generointia jatketaan, kunnes a)
ennalta mddrdtty mddrsd pisteitd on tutkittu, b) ennalfa
madratty m&&ra sallitulle alueelle kuuluvia pisteitd
on saatu generoitua tai c) joukkoon Q on saatu ennalta
masratty midrsd pisteitd, jotka eivat dominoi toisiaan.
Lisdksi etsitdsn (tai masratasn) ideaalipiste z° =
(z,",..,z,"). Asetetaan k=0, [1,%,u'] = [0,1], i=1,..,T.
Samoin valitaan kullakin iteraatiokierroksella pddtdk-
sentekijdlle esitettdvien ratkaisujen m#drd p ja
generoitavien painovektorien madrda g , q 2 p, -pienen-
nyskerroin h, iteraatiokierrosten maksimimd&ra N.

vVaihe 1: k<-k+l. A*= {A € R*, A, € [15,uX], 2 Xi = 1}. Generoi-

daan joukosta A* painovektoreita A = (A, ..,A) 4«
kappaletta. _

vaihe 2: Jokaiselle painovektorille A = (A,,..,A.) etsitdin
joukosta Q vektori z,° = (£f,(x,°),...,f_(x%°)), joka on

kaavassa (2.98) esitetyn ongelman ratkaisu téssa

joukossa.



Vaihe 3.

Vaihe 4:
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Kidytetdsn pistettd x,° alkupisteend algoritmissa 2.10
esitetylle vyksiulotteiselle satunnaishaulle, jossa
etsitésn (likimain) ei-dominoitua pistettd, ts. yrite-
td3dn 16ytd4 sellainen piste x;, € X, etta =z =
(£,(%),...,£.(x;)) € B(z,",E) N S, € >0, ja z, toteut-
taa kaavassa (2.98) esitetyn ehdon (joukossa S tai
lokaalisti). Joukkoa Q pdivitetddn yksiulotteisen
suunnanhaun yvhteydessa.
Jokaiselle painovektorille A etsit&&n Jjoukosta 0
vektori z,, joka on kaavassa (2.98) esitetyn ongelman
ratkaisu tdssd joukossa. Merkit#dn ndiden ratkaisujen
joukkoa symbolilla P. |
Valitaan joukon P vektorien joukosta p erilaisinta. Jos
K51, lis#tasn z*! naiden vektorien joukkoon, ja eéite-
ti8&n namd vektorit p3&tdksentekijdlle. Esitettyjen
ratkaisujen joukosta pi&toksentekijéd valitsee mielui-
simman, merkit##n téti ratkaisua symbolilla z*. .
Jos padtoksentekijd on tyytyvdinen saatuun ratkaisuun
tal k=N, lobetetaan. Muuten muodostetaan vektori Ak
seuraavasti

Ak (2 1/(z," -¥5)) /(2" -y), jos z"=y* V i

1, jos =z = yf

0, muuten.
Samoin muodostetaan valit [1,%!,u,*!'] seuraavasti

[1,%,u*] = [0,h*], jos A -h*/2 < 0

[1-hk,1], ~ jos Al4nt/2 2 1

[Af-h*/2,AX+h"/2], muuten
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ja siirrytdan vaiheeseen 1.

Edelld esitetyn algoritmin vaihe 3 on vdlttamdtdn, silld sen
jdlkeen kun kaikki painovektorit A on késitelty, saattaa jonkun
vektorin A kohdalla joukosta Q loytyd parempi ratkaisu kuin se,
joka on saatu, kun ko. vektoria on Kkéytetty alkupisteena

- yksiulotteisessa haussa algoritmin vaiheessa 2.

Seuraavassa esitetdsan algoritmi, jota wvoidaan k&yttiad edelld
esitetyn algoritmin wvaiheessa 2 tehtdvassd yksiulotteisessa

"haussa.

'ALGORITMI 2.10

vaihe 0: Olkoon joukko Q = @, ja olkoon piste x;° alkupiste, z,°
= (£,(%°),...,£(x,°)) € Q. Asetetaan laskureille
alkuarvot m=0, 1=0 ja c=0. Valitaan askelpituuden
alkuarvo s = (s,,..,8.), s; >0, i=1,..,r. Samoin vali-
taan arvot laajennus- ja supistuskertoimille a, ja a,,
a, >1, 0< a, <1. Lisdksi valitaan késiteltédvien uusien
satunnaisten pisteiden maksimimddrd N, pienennysten
maksimimddrsa C sekd kokoﬁaisluvut t, ja fz, t,<t,, joilla
séédelléé’m askelpituuden s pienenté@mistd tai kasvatta-
mista.

Vaihe 1: Asetetaan m=m+l. Satunnaisesti generoidaan piste p €
[0,1)". MBaritelld&n vektori q = (q,,..,d,) seuraavasti:
q, = x> +2(p,;~0.5)s,, i=1,..,r. Asetetaan 1l<-1l+1.
Jos on q € X, lasketaanw = {(f,(q),..,£f.(q)) ja siirry-
t&én vaiheeseen 2, muuten siirrytaan vaiheeseen 4.

Vaihe 2: Jos jc_nkin_ joukon @ Aalkio dominoi pistétti—i q, siirrytddn

vaiheeseen 4. Muussa tapauksessa lisdtdan w joukkoon
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Q ja poistetaan joukosta Q ne alkiot, joita w dominoi
ja siirrytdsdn vaiheeseen 3.

Vaihe 3: Jos w dominoi pistettd z™' tai se on ongelman (2.98)
ratkaisu joﬁkossa Q, asetetaan x" = q, z" = w.
Jos 1 s'tl, kasvatetaan askelpituutta asettamalla s, =
a,s,, i=1,..,n, asetetaan 1=0 ja c=c-1 sekd siirrytdén
vaiheeseen 5.
Muuten siirryt&in vaiheeseen 4.

Vaihe 4: Asetetaan x™ = x™' ja z® = z"'. Jos 1l=t,, pienennet#in
askelpituutta asettamalla s; = a,s;, i=1,..,r, 1 = 0 ja
c=c+l. Siirryté@én vaiheeseen 5.

vaihe 5: Jos on ¢2C tai m2N, asetetaan x;, = x" ja z, = z" ja

lopetetaan, muuten siirrytdin vaiheeseen 1.

Edellisessd algoritmissa askelpituutta siis kasvatetaan jokaisen
'onnistumisen' j&lkeen, ts. aina kun on ldydetty parempi piste
~kuin edellinen. N&in kun jatkuvaa edistymistd havaitaan,
kasvatetaan 'pallon' kokoa, jotta saataisiin 'pallo' vierim#in
nopeammin. Algoritmiséa annetéan pienennyksille maksimimi&ars,
tosin kasvatettaessa " 'pallon' kokoa vdhennetddn tehtyjen

pienennysten méddridd yhdella.

Voidaan osoittaa (Sun, 1993), ettd kun iteraatioiden maari kasvaa
kohti &&reténtd, algoritmi 2.9 tuottaa todennﬁkbisyydéllﬁ 1
ratkaisun,‘ joka kuuluu johonkin. pisteen =z, ymparistéon
B(z,",€) N S, ja piste z" on sellainen, ettd se toteuttaa
kaavassa (2.98) esitetyn ehdon joko koko joukossa S tai lokaa-

listi mielivaltaisella € > O.




78
2.2.7 EI-DOMINOITUJEN RATKAISUJEN GENEROINTI

Kokonaan oman ryhmédnsd monitavoiteoptimointimenetelmien joukossa
muodostavat metodit, joissa pddtOksentekijén hydtyfunktiosta ei
algoritmin suorituksen miss&d&n vaiheessa haluta tietoa, vaan
. ei«dominoidut ratkaisut pyritd&n generoimaan. N&md ratkaisut (tai
niiden edustava osajoukko) esitetdidn padtdksentekijdlle, ja
niists pdiatdksentekijé valitsee mieluisimman. Jos péddttksenteko-
tilanne on riittévan yksinkertainen, voi tédllaisen menetelmdn
kdyttd olla mielekéstd, varsinkin, jos pddttksentekij8lli ei ole
rijttavian selkedd kdsitysta tarkasteltavasta ongelmasta ja

arviointi on mahdollista toistaa monta kertaa.

Jos sekd rajoitukset g;, i=1,..,p, ettéd kriteerifunktiot f£,,
j=1,..,r, ovat lineaarisia, on koko ei-dominoitujen ratkaisujen
joukon .esittéminen péétﬁkséntekijélle mahdollista. Tahéan

tarkoitukseen on kehitetty esim. ADBASE-ohjelma (Steuf, 1986).
' Ei-dominoitujen pisteiden.jqukon generointiin on olemassa mybs
muita menetelmid (Hwang' & Masud, 1979). Lisdksi nykyinen
tietotekniikka tafjoaé hyvét mahdollisuudet edustavan -ei-

dominoitujen ratkaisujen joukon generointiin.
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3. OPTIMOINTI EPAVARMUUDEN VALLITESSA

Edelld luvussa 2.1 esitellyissd menetelmissd sivuttiin jo
optimointia epdvarmuuden vallitessa. Vertailtavissa vaihtoeh-
doissa jokin muuttujista voi olla esimerkiksi kriteerimuuttujan
odotusarvo, tédllainen voi 0lla tilanne esimerkiksi luvussa 2.1.1
esitellyssd MAUT:ssa. Vastaavasti luvun 2.1.2 AHP:ssa epdvarmuut-
ta voidaan mallintaa erilaisten skenaarioiden avulla: tuloksena
- saadaan eri vaihtoehtojen jédrjestys eri skenaarioiden tilanteessa
tai pasttksentekija joutuu arvioimaan eri skenaarioiden todenn#-

kéisyyttd. Sen sijaan luvussa 2.2. on koko ajan oletettu, ettd

paddtosmuuttujien x = (x,,..,x,) ja Kriteerimuuttujien y

(Yy,ee,¥) = (£,(x),..,f(x)) valinen yhteys tunnetaan tarkasti.

Oletetaan nyt, ettd muuttujien x = (x,,...,x) lisdksi on joukko
ymparists- taid héiiriﬁmuui:tuj ilaws= (wW,...,w), 'joiden jakaumat
oletetaan tunnetuksi. Optimointiongelma voidaan nyt kirjoittaa

yleiseen muotoon

(3.1) max E(q(fy,..,%,.))
m::fx E(q.(£f,,..,£.}))

E(hi(gi(xrw))) S Or i = 1;--:P:

missd f, = £,(x,w), i = 1,..,r. Funktioiden h,, i = 1,..,p, ja
q,, 1 = 1..,s, muoto riippuu tarkasteltavasta ongelmasta. Pyrki-

myksend voi olla esimerkiksi kriteerimuuttujien £,,..,f, odotusar-
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vojen maksimointi ja/tai varianssin minimointi, kun muuttujien

w = (w,..,w) jakaumat ovat tunnettuja.

Tdtd mallia voidaan kayttdd myds silloin, Kkun muuttujan x,
valittuun arvoon liittyy ep&varmuutta, ts. valittua muuttujan

X, arvoa ei voida tarkasti saavuttaa, jolloin w; on muuttujaan

© X, liitettdéivd virhetermi, jonka jakauma mahdollisesti riippuu x,:n

arvosta. Tdlléin ei riitd se, ettd etsitd&8n mieluisin arvo
kullekin muuttujalle x,, vaan on otettava huomiocon myds se, milla
tarkkuudella valittu x,:n arvo voidaan saavuttaa. Tilanne on
analoginen silloin, kun funktiot f.(x), i=l..,r, eividt ole
tarkkoja, vaan niihin liittyy jokin virhetermi, jonka jakauma

tunnetaan.

Kaavassa (3.1) esitetty optimointiongelma on itse asiassa
Bayesiléinen paatdksentekotilanne, jossa muuttujien w oletettu
jakauma on a priori-jakauma ja muuttujien x mahdolliset arvot
mucdostavat toimenpideavaruuden. Muuttujista w ei tehdd havainto-

ja, joten kyseess&d on ei-déta-o_ngelma {Berger, 1985).

Kaavan (3.1) optimointiongelma voidaan kirjoittaa edelleen

muotoon

(3.2) max F,(x,w)

max F_ (x,w)

G,(x,w) £ 0, i=1,..,p,

missa



81

f qi(fl(x): - .,fr(x))p(w)dw, i=1l,..,s,

fl

(3.3) Fi(x,w)

(3.4) Gy(x,w) = [ h,(g,(x,w))p(w)dw, i=1,..,p,

ja p(w) muuttujien w tiheysfunktio. Oman erikoistapauksensa

muodostavat ehdot G,(x,w), jotka ovat muotoa
(3.5) P(E(£f(x)) > b, ) < a.

Jos kaikki funktiot F, ja G,, i=1,..,s, j=1,..,p, ovat ratkais-
tavissa, palautuu ongelma luvussa 2 esitetyksi monitavoiteopti-
mointiongelmaksi. Télléinen tilanne syntyy esimerkiksi silloin,
kun kaikki muuttujat w ovat diskreettejé. T&11ldin joudutaan kylls |

kdsitteen 'dominanssi' sijasta kdyttamaan kdsitettd "stokastinen

dominanssi’'.

Jos funktioita F; ja G,, i=1,..,s, j=1,..,p, ei jostain syystd
saada ratkaistua, wvoidaan niihin yritt&sa soveltaa jotain
stokastisen optimoinnin menetelm&a (kts. esim.. Ermoliev & ‘Wets,
1984). Ongelmal_lista. tiheysfunktiota p(w) voidaan esimerkiksi

approksimoida diskreetilld funktiolla.

Toinen varsin hedelmédllinen l&hestymistapa ep&varmuuden mal-
lintamiseen on muodostaa erilliset monitavoiteoptimointiongelmat
eri ep&@varmuustilanteisiin tai tehdd samaan ongelmaan useita eri
kohdefunktiota, joissa epdvarmuus on otettu huomioon (Korhonen,
1992; Korhonen & al., -1989 ). T&lldin eksogeenisten muuttujien
jakautumaan ei jouduta ottaﬁaan kantaa ongelmaa mallinnettaessa,
vaan eksogeenisiin muuttujiin sisdltyvén riskin huomioiminen jaa

paddtdksentekijdn ongelmaksi.
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4. MONITAVOITEOPTIMOINTI VAKUUTUSYHTIOSSA

Monitavoiteoptimointiin térmétdin hyvin monilla eldmén aloilla
. Ja kirjallisuudesta 1&ytyykin lukuisa joukko esimerkkej&
ongelmista, joihin monitavoiteoptimointia on sovellettu tai
voidaan soveltaa {kts. esim. Keeney & Raiffa, 1976; Saaty, 1982;
Saaty, 1990; vargas, 1990). Seuraavassa esitet#dn joitakin va-
kuutusyhtissséd mahdollisesti esille tulevia ja pohditaan edell:
esitettyjen menetelmien kayttdkelpoisuutta nididen ongelmien
ratkaisussa. Esitetyt ongelmat pyrkivit olemaan sellaisia, etta
niihin liittyy jossain mdarin vakuutusalén erityispiirteitd tai
kdsitellylld asialla on erityistd merkitystd nimenomaan va-
kuutusalalla. Voidaan tietenkin l&yt#d lukuisa joukko monita-
voiteoptimointiongelmia, joihin wvakuutusalallakin saattaa
helposti t&érmi#td, mutta jotka eiviat ole erityisesti ominaisia

tai merkityksellisid. vakuutusalalia.

a) Tarkastellaan aluksi (yksinkertaistettua) tariffointiongelmaa.
Yksittdisen wvakuutuslajin kohdalla ollaan tekemissi péétésté
tulevan vuoden tariffeista ja kyseisen vakuutuslajin mainontaan
kdytettdvistd kuluista. Kyseisen vakuutuslajin kohdalla halutaan
samanaikaisesti kasvattaa markkinaosuutta, kasvattaa laji
kannattavuutta ja vdhent&& suhteellisia kuluja. Yksinkertaiste-
tusti oletetaan, ettd muita tuloja ei ole kuin maksutulo. Kulut

puolestaan koostuvat korvaus- ja liikekuluista. Liikekulujen
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cletetaan pysyvan vakiona mainoskuluja ja kannan madridstd
riippuvia kuluja lukuunottamatta. Kannattavuutta kuvaavaksi
tarkasteltaviksi suureiksi wvalitaan nyt vahinkosuhde ja ku-
lusuhde. Tariffitason reaalista muutosta p mitataan prosentteina
nykyisestd, mainoskuluja mitataan prosentteina q nykyisista
mainoskuluista. Lisdksi oletetaan, ettd muiden yhtididen kohdalla

tariffitason muutos té&mdn lajin kohdalla on likimain nolla.

Ongelma voidaan nyt formuloida seuraavasti:

max markkinaosuus = y,
min vahinkosuhde = y,
min kulusuhde = ¥y

valitsemalla muuttujille p ja g sopivat arvot. Oletetaan lis#ksi,
ettd kilpailu- ja imagosyistd tariffeja voidaan korottaa korkein-
taan 10%. Mainoskuluista oletetaan, ettd ne voidaan korkeintaan
kaksinkertaistaa, toisaalta ne voidaan alimmillaan pudottaa

puoleen. T&ten muuttujille p ja q. saadaan _r‘ajoitukset:

Formuloidaan nyt malli, joka kuvaa markkinéosuuden, vahinkosuh-
teen ja kulﬁsuhteen riippuvuutta muuttujista p ja q. Té&ma malli
on jossain mddrin pelkistetty (ja mielivaltainen): sitéa kdyte~
té@&nkin tdssd apuna monitavoiteoptimoinnin mahdollisuuksien
demonstroinnissa eikéd malli pyrikddn olemaan tdysin todellisuutta

kuvaava.



84
Maksutulon B muutosta voidaan kuvata yht&l&lld (Pentikdinen et

al, 1989):
(4.1) B(t+l) = B(t)r,(t)(1+p)'=,

missd a kuvaa hintajoustoa ja p tariffin muutosta Keskimdirai-
. seen tariffitasoon verrattuna sekd r_ (t) on kasvutekijé. Olete-

taan jatkossa, ettd r (t) = 1.

Mainonnan vakuutusta kysyntd@dn voidaan kuvata erisnlaisella S-
kdyrdlla: vidhdinen mainonta ei sanottavasti lis&d myyntid, mutta
tietyn pisteen j&élkeen mainonnan lisdys kasvattaa myyntiéa
suhteellisen jyrk&sti, kunnes saavutetaan toinen k##nnepiste,
jonka j&lkeen myynnin kasvattaminen mainonnan avulla vaatii
suhteellisen suurta mainospanostusta (Autio & al. 1974;
O'Shaughnessy, 1984). Oletetaan nyt, ettd mainonnan vaikutusta
myyntiin voidaan kuvata riittdvdn tarkasti lineaarisella
yhtdléllda. Kuvataan mainonnan vaikutusta maksutuloon kaavalla
(1 + B+(g-1))B, ts. oletetaan, ettd nykyisellsd mainonnan tasolla
ei'ole‘vaikutusta kannan kasvuun, sillé pystytdén kompensoimaan.
poistuma, mainonnan lisdd@minen nykyiseltd tasolta lisda kantaa
~ ja mainontaa vdhennett#essd kanta pienénee. Yhdistetasdn kerroin
(1+B-(g-1)) edelliseen kéavaan, ja tulewvan vuoden maksutulo(ar-

vio)ksi saadaan
(4.2) B(t+l) = B(t)(1+B-(g~1))(1l+p)'™.
Taten markkinaosuutta vuonna t+l1 voidaan mitata yht&al&lls

(4.3) y, = m{(t+l) = m(t)(1+B-(g-1))(1+p)*™,
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missd m(t) on nykyinen markkinaosuus.

Olkoon nykyinen vahinkosuhde k(t) = X(t)/B(t), miss& X(t) on
vuoteen t kohdistuva korvausmeno. Tulevaan vuoteen kohdistuvalle
korvausmenolle voidaan saada estimaatti suoraviivaisesti ker-
tomalla nykyinen vahinkosuhde tulevan vuoden oletetulla mak-
sutulolla, josta on eliminoitu tariffin muutoksen suora vaikutus
X(t+1) = k(t)B(t+1)/(1+p). Oletetaan nyt kuitenkin, ettd tariffin
kasvu yli alan keskitason aiheuttaa 'hyvien' asiakkaiden
poistumista kannasta: osa niistd asiakkaista, joille ei ole
sattunut vahinkoja vaihtaa wvakuutuksensa muihin yhtidihin.
Voidaan myts olettaa, ettd keskimddrdistd korkeampi tariffi
vaikeuttaa uusmyyntia ja t&ma saattaé aiheuttaa pientd herpaan-
tumista asiakasvalinnassa joidenkin asiamiesten kohdalla. vahin-
kojen odotettavissa olevassa mddrdssd ja suuruudessa ei tapahdu
muutoksia, vaikka kanta maksun muutcksen johdosta muuttuisikin.
Otetaan tdmd vaikutus huomioon kertomalla edelld esitetty suure
kertoimella y®=**<% missa y ja € ovat parametreja. Téten

suureeksi k(t+l) saadaan:
(4_4) Y, = k(t'l'l) = ‘Ymu{P'e'O}X(t'l'l)/B(t'l'l) = Ymulp-e.o}k(t)/(l_l_p).

Kun t&ssd parametrille Yy annetaan arvo 1, saadaan suureelle

k{(t+1l) yksinkertaisempi estimaatti k(t)/(1+p).

Olkoot liikekulut E(t) = S{t)+V(t)+W(t), missd V(t) on mai-
noskulut, W(t) kuvaa kannan mddrdstd riippuvaa Kulujen osaa ja
muut kulut on métetty termiin S(t). Liikekulusuhde. on nyt
E(t)/B(t) = s(t)+v(t)+w(t), missd s(t) = S(t)/B(t), v(t) =

V{t)/B{t) ja w(t) = W(t)/B(t). Nyt edelld tehtyjen cletusten
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perusteella S(t+l) = S(t), V(t+l) = V(t)g. Suureelle W(t+l)
kdytetddn approksimaatiota W(t+l) = W(t)(1+B-(g-1))(1+p)™9, ts.
kannan muutosta kuvaa maksutulon m&&rdn muutos, josta on eli-
minoitu tariffin muutoksen suora vaikutus. T&ten tulevan vuoden

kulusuhteeksi saadaan

(4.5) ys = r{t+l)
=(s(t)+ v(£)q)/(1+B+(g-1))(1+p)*™ +w(t)/(1+p).

Erddan suomalaisen vakuutusyhtitén aktuaari suostui kokeilemaan
tamdn ongelman ratkaisemista MAUT:n avulla. Hanen hy&tyfunktionsa
vahinkosuhteen, markkinaosuﬁden ja kulusuhteen kohdalla generoi-
tiin kdytt&médlld sivulla 16 esitettya menettelyd, vahinkosuhteen
oletettiin olevan v&lills [60%, 90%], markkinaosuuden v&lilla
[10%, 20%] ja kulusuhteen v&1illad [20%, 30%]. Hinen antamansa
vastaukset on esitetty k@yrina seuraavassa KkKuviossa 4.1.
Vastauksista niéhddén, ettd hén on riskinkaihtaja markkinaosuuden
suhteen, riskinottaja vahinkosuhteen kohdalla ja kulusuhteen
kohdalla on tarkasteltavalla vaihteluv‘aliliéi havaittavissa aluksil
riskinkaihtamista ja loppupuolella riskinottoa. Jokaiselle
kdyrédlle on etsitty pienimmdn nelidsumman menetelm&lla sopiva
Approksimaatio, myds ndma kayrat on esitet‘l:jv kKuviossa 4.1. Vakiot
k,, k, ja k, médritettiin sivulla 17 esitettyd menettelys kaytta-
en: k; = 0.124985, k, = 0.749756 ja k, = 0.288574. Tédten kyseinen
henkild pitdd selvasti tarkeimp&nd tavoitteena hyv&ad vahin-
kosuhdetta, kaikkein vdhiten hdn antaa arvoa markkinaosuudelle.
Koska vakioiden summa on ykkésestd poikkeava, valitaan hydty-
funktion muocdoksi multiplikatiivinen muoto (2.4). Vakio k
ratkaistiin kaavasta (2.8) ja sen arvoksi saatiin k = -0.490629.

Lopulliseksi hyotyfunktioksi saatiin té&ten
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(4.6) U(y) = -(1-0.2547-U,(y;))+(1-1.5282:U,(y,))

+{(1-0.5882.U,(y,))/0.4906 +2.038201.

Oletetaan, ettd m(t) = 0.15, k(t) = 0.75 ja r(t) = 0.25 = s(t)
+v(t) +w(t) = 0.20 +0.03 +0.02. Olkoon lisdksi y = 1.01 ja € =
100.
(a3 Cbd
U
0.9

Meriic i nacauue Yahirkosuhde

KUVIO 4.1 Hy&tyfunktioita

Kokeiltaessa suureiden p ja g etsintda téssd tilanteessa joil-
lakin parametrien a ja B arvoilla kayttden funktioina U,, i=1,
2, 3 kuviossa 4.1 esitettyjda hy6tyfunktioapproksimaatioita

saatiin seuraavat ratkaisut.
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a B D q v ¥ ¥s
0.8 0.07 0.10 0.5 0.147  0.753  0.241
1.0 0.07 0.067 0.5 0.145  0.751  0.246
1.2 0.07 -0.036 0.5 0.146  0.751  0.247
0.8 0.08 0.10 0.73 0.150  0.753  0.242
1.0 0.08 0.062 2 0.162  0.751  0.250
1.2 0.08 -0.032 2 0.163  0.751  0.252
0.8 0.09 0.10 2 0.167  0.753  0.243
1.0 0.09 0.065 2 0.164  0.751  0.248
1.2 0.09 -0.032 2 0.165  0.751  0.250

Kuten tuloksista havaitaan, on ratkaisu hyvin riippuvainen
parametrien valinnasta. Tuloksena saatava muuttujan p arvo
riippuu selvdsti parametrin a arvosta ja q:n arvoon taas vai-
kuttaa parametrin B arvo. Kuten t#std havaitaan, on monita-
- voiteoptimoinnissa(kin) kiinnitettava erityistd huomiota mallin
rakentamiseen ja mallin parametrien oikeellisuuden arvioimiseen,
erityisesti kun kdytetdsn menetelmis, joka lopult_é tuottaa yhde'n.
ainoan 'oikean' ratkaisun. Jonkinlaisen herkkyysanalyysin
suorittaminen on useimmiten hyddyllistd, kuten téstikin esimer-

kistad nahdaisn.

b) Tarkastellaan sijoitusongelmaa vakuutusyhtidssai. Vaikka
sijoittaminen ei olekaan pelk#stdin vakuutusalaan liittyvas, on
sijoittamisella vakuutussektorilla alan luonteesta johtuen suu-

rempi merkitys kuin monilla muilla aloilla.
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Muodostetaan sijoittamisesta luvussa 2.1.2 esitetylld AHP:11a
ratkaistava (yksinkertaistettu) monitavoiteoptimointiongelma.
Oletetaan, ettd pyrkimyksend on saada aikaan erdénlainen optimaa-
linen sijoitus, kun valittavat sijoitusvaihtoehdot ovat

lainat, joukkovelkakirjalainat, osakkeet ja kiinteistdt.

Kriteereiksi valitaan sijoituksen

tuotto, riskittbmyys, arvonnousu ja likviditeetti.

T&ssd tilanteessa eri sijoitusvaihtoehtojen saamia painoarvoja
voidaan kéyttd& apuna jaettaessa varoja eri sijoitustapojen
kesken. T&mdn ongelman hierarkkinen rakenne on esitetty seu-

raavassa kuviossa 4.2.

Optimaal inen

Taso 1 sijoitus
Arvon- _ Riskit- Tuoctto Likvidi-
Taso ¢ nousu témyys ' teetti
Taso 3 Lainat Joukkov .- Osakkeet Kiln-
lainat teistdt

KUVIQO 4.2 Sijoitusongelman hierarkkinen rakenne

Eradn suomalaisen vakuutusyhtidn talousyksikossd tydskentelevd
henkild suostui kokeilemaan t&m8n ongelman ratkaisemista AHP:n
avulla. Arviointi tehtiin lokakuussa 1994 silloisessa taloudelli-

sessa tilanteessa. Hdnen suorittamansa eri vaihtoehtojen vertailu
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eri kriteerien suhteen ja eri kriteerien keskindinen vertailu

on esitetty seuraavissa matriiseissa.

Kriteeri=ARVONNOUSU Kriteeri = RISKITTOMYYS
L J o) K L J 0 K
L 1 1 1/5 1/3 L 1 7 9 3
J 1 1 1/5 4 J 1/7 1 5 1/3
0 5 5 1 5 0 1/9 1/5 1 1/3
K 3 3 1/5 1 K | 1/3 3 3 1
C, = 0.057 C, = 0.109
W = W =

(0.089, 0.089, 0.613, 0.208) (0.604, 0.125, 0.050, 0.221)

Kriteeri=TUQOTTO Kriteeri = LIKVIDITEETTI

L J o K L J o K
L 1 1 1/7 3 L 1 1/7 1/7 3
J 1 1 1/6 3 J 7 1 1/3 7
o 7 6 17 0 7 3 1 8
K | 1/3 1/3 1/7 1 K | 1/3 1/7 1/8 1
Cp, = 0.050 c, = 0.101
w = W =

(0.130, 0.134, 0.677, 0.059) (0.078, 0.316, 0.562, 0.043)

Kriteeri= 'OPTIMAALINEN SIJOITUS'

A R T L
ARVONNOUSU 1 1/4 3 1
RISKITTOMYYS 4 1 5 5
TUOTTO 3 1/5 1 3
LIKVIDITEETTI 1 1/5 1/3 1
C; = 0.072

w = (0.097, 0.598, 0.214, 0.090}.
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Luvussa 2.1.2 esitetylld menetelmdlld voidaan laskea sijoi-
‘tusvaihtoehtojen lainat, joukkovelkakirjalainat, osakkeet ja
kiinteistdt painot 1 tason kriteerin 'optimaalinen sijoitus’

suhteen:
Cf[1,3] = (0.405, 0.141, 0.286, 0.169).

Nyt siis lainat ja osakkeet olisivat ensisijaisempia sijoi-
tuskohteita joukkovelkakirjojen ja kiinteistdjen jdadessi vihem-

malle huomioclle.

Tolsena léhestymistapana sijoitusongelmaan tarkastellaan seu-
raavaa portfolio-ongelmaa (Perez, 1§84; Quesada Sanches, 1988).
Olkoon eri sijoitusvaihtoehtoja n kappaletta, ja oletetaan etta
sijoitusvaihtoehdon i tuotto on satunnaismuuttuja, jonka
_odotusarvon on p; ja varianssi of; Merkit88n lis8ksi sijoi-
tusvaihtoehtojen i1 ja j tuottojen vélisté korrelaatiota sym-
bolilla p,,. Olkoon a, kohteeseen i sijoitettava osuus. TAst&

saadaan monitavoiteoptimointiongelma

(4.7) max t

2 ap,

min v = X aj%c® + I, I, a,a,p,,0,0,.
0=a s1, i=1,..,n

2 a = 1.

Nyt t on valitun sijoitustavan odotettu tuotto ja muuttuja v

edustaa valittuun sijoitustapaan liittyv&d riskii.

Oletetaan nyt, ettd sijoitusvaihtoehtoja on 3 kappaletta, sekid
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eri vaihtoehtoihin 1liittyvdt odotetut tuotot ja vastaavat

varianssit ovat seuraavat

sij.vaihtoehto A B C
odotettu tuotto 7 5 11
varianssi 5 4 11

ja olkoon korrelaatiomatriisi p = [py]

-

-0.2 1

0.21 0.32 1

Kuviossa 4.3 (a) on yhtendiselld viivalla esitetty minimiva-
rianssiratkaisut, kun odotettu tuotto vaihtelee vdalillsd [5, 9].
Taman k&yrén minimikohta on (t,v) = (6.4, 1.9) ja t&tsd pistetts
vastaava vektorin (a,, a,, a;) arvon on (0.409, 0.404, 0.097).
Taten ei ole mielekédstd lainkaan valita sellaisia sijoitusvaih-
toehtoja, joissa tuofto jaa pienemmaksi kuin 6.4, koéka piste
(t,v) dominoi n&itd pisteits. Kaikki ei-dominoidut ratkaisut on
esifetty kuviossa 4.3 (a) vahvennetulla viivalla. N&dennsdisen
houkutteleva tapa sijoittaa varovaisesti on si joittaa pelkdstaidn
vaihtoehtoihin A ja B. Tamén sijoituskombinaation mahdolliset
ratkaisut on esitetty kuviossa katkoviivalla. Kuten kuviosta
ndhddén, kaikki nd8md ratkaisut ovat dominoituja, ts. ei kannata
sijoittaa pelkdstddn vaihtoehtoihin A ja B, koska aina on
léydettivisss parempi sijoituskombinaatio, jossa tuotto on

suurempi, varianssi pienempi tai molempia.
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(al) (bl
var fansst vartamas/

1 12
+a

KUWIO 4.3 Sijoitusongelman ei-dominoidut ratkaisut

Suure v pyrkii kuvaamaan sijoitukseen liittyvaa riskis. Kuitenkin
edells esitetyt tuotto- ja varianssioletukset ovat eri sijoitus-
vaihtoehtoihin liittyvid keskimééraisis lukuja, jotka perustuvat
joihinkin oletuksiin esim. talouden kehityksestd. Kiytetdin nyt
luvun 3 lopussa esitettyd menettelyd, ja luodaan toinen 'pessi-
mistinen' malli, jossa on esitetty tuotto- ja varianssioletukset
pahimmassa tapauksessa. (Yksinkeftaisuuden‘vuoksi oletetaan, etta

korrelaatiomatriisi p pysyy samana).

sij.vaihtoehto A B c
odotettu tuotto 4 4 7
varianssi : 6 5 12

Tamdn mallin mukaiset ei-dominoidut ratkaisut on esitetty
kuviossa 4.3 (b). Nyt p&asatoksentekijd voi esimerkiksi valita
témédn 'pessimistisen' mallin perusteella minimitason tuotolle
ja/tai maksimitason varianssille, ja t&mén j&lkeen valita
ensiksi esitetyn mallin perusteella mielest&sn parhaan

sijoitusvaihtoehdon niiden (ei-dominoitujen) ratkaisujen
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joukosta, joiden kohdalla 'pessimistisen' mallin minimituotto-
ja maksimivarianssiehdot toteutuvat. T&11ld tavalla ldydet&én
‘sijoitusvaihtoehto, jossa pahimmassakin tapauksessa oletettavas-
ti saadaan jokin kohtuullinen minimituotto, ja/tai tuottoon
liittyvd riski ei pahimmassakaan tapauksessa kasva liian.

suureksi.

c) J&lleenvakuutus

Tarkastellaan excess of loss- jdlleenvakuutusta. Jos vahinkojen
suuruuden alkuperdinen jakautumafunktio on F(x), on jakautuma-

funktio nyt (Beard, Pentikdinen & Pesonen, 1984):

(4.8) Fu(x) = F(x), kun x < M

1, kun x 2 M.

Momentit saadaan kaavasta

M .
(4.9)  ag= [ x*dF(x) + ME(1-F()
/ .

Jos oletetaan, ettd jdlleenvakuutusmaksu d riippuu suureesta M

funktion

(4.10) g (M) =afxdF(x)
M

mukaisesti, missd a on vakio.

Merkitididn kokonaisvahinkomenoa suureella z.
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Nyt pyrkimyksend wvoi olla esimerkiksi minimoida seké& kokonais-
vahinkomenon odotusarvo, kokonaisvahinkomenon varianssi ettd jal-
leenvakuutusmaksut, jolloin monitavoiteoptimointiongelmaksi saa-

daan

(4.11) min E(z)
min var(z)

min 4.

Toisena esimerkkind seuraava ongelma, jossa ensimmdisend
tavoitteena on minimdida todenndkbisyys, ettéd korvausmeno
ylittdisi jonkun rajan B, ja toisena tavoitteena on minimoida
jé&lleenvakuutusmaksut. Téamd monitavoiteoptimointiongelma onsiis

seuraava:

(4.12) min P(z > B)

min d4d.
Kolmas esimerkki on seuraava:

(4.13) min E{z)
min 4

P(z > B) < a,

tdssd siis minimoidaan korvausmenon odotusarvo ja j&dlleenva-
kuutusmaksut, rajoitukseksi on asetettu, ettd todenndkdisyy-
den, jolla korvausmeno ylittéﬁ rajan B taytyy olla pienempi kuin

a.
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d) Tarkastellaan seuraavana monitavoiteoptimointiongelmana
bonusjarjestelmdn toimivuutta. T&md tarkastelu perustuu Loima-
rannan (1983) artikkelissa esitettyihin késitteisiin, ja kaikki

perusolettamukset ovat samat.

Oletetaan, ettd bonusluokkia on n kappaletta. Olkoon m,, todenna-
ktisyys, jolla luokassa i oleva on seuraavalla kaudella luckassa
Jj. Muodostetaan ndistd todenndkdisyyksistd matriisi M = (my).
Kuvataan vektorilla a = (a,,..,a,) eri luokkien asymptoottista
todenndkéisyysjakaumaa, ts. a; on todennikdisyys olla luokassa
i, kun vakuutuskausien m&3r& kasvaa kohti daretdntd. Vektori a

saadaan ratkaistua ongelmasta:

(4.14) a = aM

Za, =1.

Olkoon b, tariffi luokassa a, b = (b,,..,b,), ja olkoon

(asymptoottinen) keskitariffi b':
(4.15) b" = 2 a,b,.

Oletetaan, ettd vahinkofrekvenssi on ¢, jolloin riskisd voidaan
mitata riskimaksulla ¢-V, missd V on keskivahinko. Jos keskivé—
hinko on likimain vakio, riippuu riski pelkéstdidn vahinkofre-
kvenssisté c. Voidaan pit83 perusteltuna vaatimusta, ettd keski-
tariffi b" on c:n kasvava funktio. Keskimaksun suhteellisen
muutoksen ja riskin suhteellisen muutoksen suhdetta nimitet#in

bonusjirjestelmén tehokkuudeksi
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(4.16) y = (dp"/p")/(dc/c) =(dp"/dc)+c/p =(d log b")/(d log c).
Koska b* = ¥ a;b,, on

(4.17) db*/dc = X (da,/dc)-+b,.

Derivoimalla kaava (4.14), saadaan yhtaldoryhma

(4.18) da/dc = M.da/dc + a-dM/dc

2 da,/dc = 0

josta tehokkuuden laskemisessa tarvittavat suureet (da,/dc) voi-

daan ratkaista.

Bonusjiarjestelmén tehokkuutta voidaan kasvattaa jyrkentdmilla
bonusskaalaa, mutta t&8116in tormdtddn uuteen ongelmaan: maksujen
vaihtelu eri luokkien v&lillid kasvaa hyvin suureksi. T&md ei
kuitenkaan ole toivottavaa, sillé wvakuutuksenottajan kannalta
on parempi, ettd maksujen vaihtelu eri vuqsien vdlills ei ole
kohtuuttoman suurta. Kuvataan luokkien vdlista vaihtelua va-

rianssilla o?

(4.19) o = 2 a; (b, - b").

N&in on saatu monitavoiteoptimointiongelma:
(4.20) max Yy

min o?

Z2ab, =0
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missd keskimiddrdinen tariffi b" on valittava parametri. Ehdolla

b, 2 b, 2 ... 2 b, taataan, ettd maksu ei Kasva, kun luokissa

siirrytdédn ylédspéin.

Loimarannan (1983) artikkelissa tarkasteltiin esimerkkin# Tanskan
liikennevakuutuksen bonusjidrjestelmdd. Tédssd jadrjestelmédssa eri

- luokkien maksut olivat seuraavat

luckka 4] 1b 1la -2 3
maksu 4/3 1 1 3/4 9/16.

Kunkin vahingottoman vuoden jélkeen tésséd systeemissd piddsee
luokista la ja 2 pykdlédn ylospdin ja luokista 0 ja 1b siirto on
kaksi luokkaa korkeammalle. Vain yhden vahingon aiheuttanut puto-
aa luockista 2 ja 3 luokkaan 1b, muuten vahinkoihin syyllistynyt

paadtyy luckkaan 0.

Oletetaan, ett# vahingot noudattavat Poisson-jakaumaa paramet-

rilla c, jolloin i vahingon todenndkdéisyys p; on

(4.21) p, = e*.ct/(il), i = 0,1,2,...

~Matriisi M saa nyt muodon

(4.22) M = l-e© 0 e* 0 0
l-e© 0 0 e~ 0
1-(1l+c)e™™ ce™° 0] e™° Q
1-{(1l+c)e"® ce™° ] Q a"°
1-(l+c)e"* ce™® 0 0 e’ *

ja matriisi dM/dc on nyt
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(4.23) dM/dc = e 0 - 0 0
e 0 0 - 0
cea™* (l-c)e™* 0 -a™°¢ 0
ce™° (1l-c)e* 0 0 -a°
ce™° (l-c)e™™® 18] 0 -a~¢

Asetetaan parametrille c arvoksi ¢ = 0.2. Kaavan (4.14) perus-
teella saadaan ratkaistua vektori a = (0.04720, 0.13406, 0.03865,
0.14140, 0.63869). Keskitariffi on b" = 0.70096. Kaavan (4.18)
avulla saadaan vektoriksi da/dc = (0.41653, 0.40220, 0.30238,

0.43546, -1.55658).

Ongelma (4.19) on ratkaistu k&ytt&millad keskitariffia b" =
0.70096 ja vahinkointensiteettid c=0.2. Ratkaisut kriteeriava-
ruudessa on esitetty seuraavassa kuviossa 4.4. Kuvioon piirre-
tyistd viivoista ylempi muodostaa ei-dominoitujen ratkaisujen
joukon. Sallittujen ratkaisujen joukko on kuvioon piirrettyjen
viivojen vdlisssd. Ratkaisua b = (4/3, 1, 1, 3/4, 9/16) = (1.333,
1, 1, 0.75, 0.563) vastaéva piste (0%, y) = (0.046907, 0.20286)
on merkitty kuvioon rasfilla. Kuten kuviosfa ndhdédan, on kyseinen
_piste dominoitu, tosin ratkaisu on suhteellisen l&helld ei-
dominoitujen ratkaisujen joukkoa. Esimerkiksi pistéet y' = (o?,
¥) = (0.04697, 0.21124) ja y* = (o2, y) = (0.043259, 0.20286)
dominoivat t&ta pisfetté, naitsd pisteit8 vastaavat maksut eri

luokille ovat b! = (1.260, 0.959, 0.959, 0.896, 0.5466) ja b? =

(1.238, 0.950, 0.950, 0.886, 0.553).

Tarkastellaan toisena bonusluokkaongelmana seitsemdnluokkaista

bonusjarjestelmds, jossa luokat ja maksut ovat seuraavat:
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tTehokkuus

0.8

0.4 e

¥ ¥ T L) : T T : T
4] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
var ianssi

KUVIO 4.4 Edelld esitetyn bonusjérjestelmdn sallitut ratkaisut

- luokka 0 1 2 3 4 5 6
maksu 1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4.

Uudet vakuutukset sijoitetaan luokkaan O, jokaisen ﬁahin—
gottoman vuoden  j&élkeen péadidsee yhden pyk&lin yléspéin,  ja
alaspdin joudutaan siten, ettd jbkaista kauden vahinkoa kohti
pudotaan kaksi luokkaa alemmaksi, mutta ei tietenksin luokan 0
alapuolelle. Oletetaan, ettsd vahingot noudattavat kaavaa
(4.21), ja kaytetdan parametrille c arvoja 0.045, 0.060, 0.090
saadaan seuraavat ratkaisut tehokkuudelle, varianssille,
keskitariffille b" ja aéymptoottiselle todenndkbtisyysjakaumalle
a = (a,, a,,..,8;), misséd a, on lubkan i asymptoottinen todennéi-

kbisyysjakauma.
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c Y o? b*
0.045 0.04817 0.003058 0.4160
0.060 0.07262 0.004494 0.4226
0.090 0.11533 0.008104 0.4381

c a, a, a, a, a, a; ag
0.045 .00023 .00047 .00321 .00486 .04362 .04170 .9059
0.060 .00058 .00111 .00577 .00848 .05731 .05397 .8728
0.090 .00216 .00377 .01323 .01831 .08286 .07572 .BO39

Seuraavassa kuviossa 4.5 on esitetty nditd c-arvoja vastaavat
ei-dominoitujen ratkaisujen jbukot. Kuvioon on my&ds merkitty
rastilla kunkin K&yré&n alle t&té bonusjarjestelmdd vastaava piste
(0%, v). Kuten kuviosta havaitaan, mink#dan c-arvon kohdalla témé

piste ei ole tehokas.

Sucmalaisessa autovakuutukseSSa kédytetdsdn joissakin tariffi-
luokissa t&llaista bonusjérjestelmds. Lipsahtaen hieman monita-
voiteoptimoinnin ulkopuolelle esitet&in seuraavassa vertailun
vuoksi joidenkin aufovakuutuksen tariffiluckkien vaunu- vahinko-
frekvenssit ( j.otka'\ siis vaikuttavat bonusluokkasijoittumiseen) .
N&md& luvut ovat vuosien 90-92 keskiarvoja. Samoin on esitetty
bonusluckkajakaumat vuodelta 92, nditd muodostettaessa on uudet
vakuutukset j&tetty kokonaan pois. Koska joissakin tariffiluockis-
sa on lisdksi bonusluokka 70%, on tédmé& vdkivaltaisesti jouduttu
yhd;‘.stéiméé‘m luokkaan 60%, mik& kenties on hieman vdidristényt
jakaumia. Verrattaessa nditd jakaumia edelld esitettyihin
asymptoottisiin jakaumiin, wvoidaan joissakin tariffiluokkien
kohdalla havaita jbnkinlaista samankaltaisuutta ndisséd jakaumis-

sa. (Luvut ovat perdisin julkaisusta SVK/Tilastovaliokunta: Auto-
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tehokkuus
8.4
c = 0.09
0.12 x,////
c=0.06
0.1 //////i:/’///
= 0.045
o ///C
0.06 1 W
uue-'%gﬁ//
0 : : : : : et : : : :
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.0 0.012
var ianssi

KUVIO 4.5 Edelld esitetyn bonusjirjestelmin ei-dominoidut
pisteet joillakin parametrin c arvoilla

vakuutuksen tilastoraportti vudsilta 19890-92.)

vahinko-
frekvenssi

1) 0.0609

2) 0.0692

3) 0.0456

4) 0.0599

5) 0.0883

6) 0.0590

vksityiskdyttbiset henkilbautot
pakettiautot

yvksityiskéyttdiset kuorma-autot
ammattikéyttbiset kuorma-autot
ammattikdyttdiset linja-autot
erikoisautot

bonusluokkajakaumat

bonusluokka
0 1 2 3 4 5 6
1) .00444 .00789 .01124 .01440 .03726 .05014 .87460
2) .01102 .02061 .02698 .02991 .05560 .06174 .79411
3) .01028 .02693 .03256 .04015 .05460 .05778 .77766
4) .00398 .00759 .01102 .01565 .04762 .05791 .85618
5) .00134 .00337 .01213 .01416 .04045 .05799 .87053

6) .00782

.01298 .01814 .01897 .04077 .04893 .85236
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e) Viimeisend esimerkkind tarkastellaan markkinointikanavien
valintaa. Oletetaan, ettd vakuutusyhti$lld on n kappaletta
markkinointikanavia ja r kappaletta erilaisia vakuutuksia. Olkoon
markkinointikanavan j lajin i markkinointiin k&ytettdva resurssi-
en madArad x;,. Merkit&dn symbolilla q; markkinointikanavaan
kohdistettuja minimiresursseja ja symbolilla p, kdytettdvissi
olevien resurssien maksimimddrada. Olkoot edelleen g, = 0 ,..,q,
= 0jah; <0,...,h, < 0 resurssien kayttdon liittyvid (mahdolli-
sia) lis#ehtoja. Merkit#&n edelleen symbolilla a;; lajin 1
vakuutuksen markkinoinnin onnistumisen todennédkéisyyttd kanavan
j kautta vhtd resurssiyksikk&éd kohti. Olkoon edelleen suureet
b,,...,b, eri lajeihin liittyvid uuden vakuutuksen hankintaan
liittyvid perustamiskustannuksia ja suureet c,,...,c, tekijoits,
joilla eri markkinointikanavien resurssit saatetaan vektorin b

alkioiden kanssa yhteismitallisiksi.
Jos otetaan tavoitteeksi eri lajien uusmyynnin odotusarvon
maksimointi ja resurssien kdytdn odotusarvon minimointi, saadaan

monitavoiteoptimointiongelma:

(4.24) max y, = Z a;x,,

max y, = X a.x,

min y., = Z,Z; (c,%,, + a;bx,,)

a; < ZJ Xy < Py
g, =0 ,..., g.,=20
h <0 ,..., h, < 0.
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Kokeillaan t&amé&n ongelman ratkaisemista joillakin (mielival-
taisilla) parametrien arvoilla. Oletetaan ettd n=3, r=3 ja olkoon

" matriisi A= [a;;] muotoa

A= 0.10 0.22 0.17
0.21 0.18 0.16
0.22 0.12 0.18

Lisd@ksi oletetaan, ettd b (0.2, 0.4, 0.1), c = (0.8, 1, 1)

'ql =0, q = q; = 500 ja p, 1000. Oletetaan lisdksi, ettd
Ky +Xy +Ry; +Xy +X,;, +X,; = 2000 (ja t&ten suureita p, ja p, ei

tarvita). Tédten optimointiongelmaksi saadaan

max y; = 0.10.x;; + 0.21-x,;, + 0.17.%,,
max y, = 0.21-x,, + 0.18-x,, + 0.16-x,,
mex y, = 0.22+%,, + 0.12.x,, + 6.16'-x33
min y, = 0.820-x,, + 0.042.x,, + 1.044-x,, +(].88'8-x21 + 1.072-x,,

+1.048.x,, +0.817.x,, + 1.016+x,, + 1.018.x,,

0 <= x,, + x,;, + ®;; < 1000

500 = x,, + X, + X,

500 < X,, + Xy + Ry

iz + Xy + Xy, + X35 + Ry + xy; = 2000

x, 2 0 i=1,2,3, j=1,2,3

Etsitd&n muuttujille x,;, X,;,.., X;; sopivat ratkaisut kayttden

VIG¥ohjelmistoa, joka perustuu luvussa 2.2.5.1 esitettyyn
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menetelmddn. Koska ohjelmassa on mahdollista vaihtaa rajoituksia
~ja tavoitteita Kkeskenddn, tehdd&n optimeointi aluksi yksiulot-

teisena.

Kun minimoidaan kulut y,, saadaan ratkaisu y = (y,, Y2, Yar Ya)
= (0, 0, 270, 2033), x = (x,,, X,;, Xi, X,,, Xy, X, Xy, Xy, Xi3)
= (0, 0, O, O, O, O, O, 1500, 500). On tietysti selvai, etta

muuttujat x,,, X, ja x,; tulevat nolliksi t&ssd tapauksessa.

Kun puolestaan maksimoidaan y, on ratkaisu y = (515, 0, 0, 2905),.
x = (1000, 1500, 500, 0,0,0,0,0,0). T&m&nkiin yvksiulotteisen

optimointiongelman ratkaisun lopputulos ei ole mik&ddn yllétys.

Vastaavasti maksirﬁoitiin muuttuja-yz. Ratkaisuksi saatiin y =
(0, 530, 0, 3020), x = (0,0,0, 1000, 1500, 500, 0,0,0). Samoin
kaytiin muuttujan y, kimppuun. Lopputulokseksi tuli y = (0,0,
550, 2852), x = (0,0,0,0,0,0, 1000, 500, 1500).

Vig on monitavoitéoptimointimerietelméi, joésa koko ajan liikutaan

, ei-domiﬁoituj en ratkaisujen joukossa. Téten optimoitaessa
kaikkia nelj& tavoitetta yhtdaikaa vahintésn yhtd tavoitetta y,,
Y:» Y3 tai y, on heikennettdvid, Kkun siirrytéiin ratkaisusfa
toiseen. Seuraavassa on esitetty joitakin l#pi kéytyjé ratkaisu-
ja: |

(0. 216. O, 395, 284, O, 605, 0, 1500)

Y = (49. 128, 403, 2901), X

{0, 903, 0, 385, 0, 0O, 534, 0, 1096)

{201, 77, 337, 2900), X

Y

Yy (148, 222, 222, 2943}, X = (0. 676, 0, 1000, 0, 94, O, O, 1229)

Koska t&mén esimerkin luvut ovat keksittyjd, ei pa&tdksentekijan

hy&tyfunktion maksimointi pdése tdsss oikeuksiinsa: paatdksente-
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kijd lopetti ongelman késittelyn ratkaisuun
Y = (149, 78, 378, 28%6), X = (0, 668, 0, 371, 0, 0, 628, 0, 1332)

uuvuttuaan ohjelman kokeilemiseen.

Kaikissa ndissd ratkaisuissa esim. lajia 1 markkinoidaan vain
kanavan 2 kautta ja lajia 3 ei markkinoida kanavan 2 kautta, miki
- on hyvin odotettavissa oleva tulos. Tédssd tilanteessa olisi ehkéd
mielekdstd muuttaa ongelman asettelua ja antaa muuttujille x,,

nollasta poikkeavat alarajat.
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