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Abstract

"As an almost standard approach for modelling (for exzifnple rate making)
non-life insurance mathematicians use so called generalized linear models
(GLM). Generalized linear models enable flexible regression modelling for
non-normal data. For example modelling of claim numbers can be achieved
trough choosing the distribution of response to be Poisson distribution. In
case of generalized linear models plenty of software exists for the parameter
estimation and siguificance testing.

In this work fitting of so called hierarchical generalized linear model for
the claim number data is considered. In practice this modelling means deri-
ving so called Prior Distributions for parameters. Prior Distribution describes
the distribution of the parameter before exploring the value of the response.
Trough Bayesian analysis so called Posterior Distributions for the parameters
can be derived. From the Posterior Distributions parameter estimates which
take into account prior information can be calculated. Parameter estimation
for these kind of models can be done through Markov Chain Monte Carlo
simulation with so called Metropolis-Hastings-algorithms.
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1 Johdanto

Vakuutusmatemaattiseen kiytinndn tydhon jo ldhes vakiintunut tyokalu
esimerkiksi hinnoittelussa, mutta myds muunlaisessa mallintamisessa, ovat
yleistetyt lineaariset mallit. Yleistetyt lineaariset mallit laajentavat tavano-
maisen regressioanalyysin ja sallivat vasteen jakaumalle myds muita vaihtoeh-
toja kuin normaalijakauman. Esimerkiksi vahinkojen lukuméérien mallintami-
pen onnistuu yleistettyjen lineaaristen mallien avulla valitsemalla vasteen
jakaumaksi Poisson-jakaumarn.

Parametrien estimointiin ja tilastollisen merkitsevyyden testaamiseen on
yleistettyjen lineaaristen mallien osalta olemassa runsaasti valmiita ohjelmis-
toja. Esimerkkind mainittakoon SAS®_ohjelman proseduuri Proc GenMod.

Tassi tutkielmassa tutkitaan niin kutsutun hierarkkisen yleistetyn line-
aarisen mallin sovittamista lilkennevahinkojen vahinkojen lukumadriaineis-
toon. Kiytannosss tdmé mallinnus tarkoittaa niin kutsuttujen priori-jakau-
mien masriimista parametreille. Priori-jakauma kuvaa parametrin jakaumaa
ennen vasteen arvon havaitsemista. Bayesildisen paattelyn avulla maaratasn
parametreille priori-informaation huomioivat posteriori-jakaumat. Posteriori-
jakaumista saadaan lopulta halutut priori-informaation huomioon ottavat
estimaatit parametreille. Tamankaltaisille malleille parametrien estimoin-
pin voi suorittaa MCMC-menetelmiin kuuluvilla Metropolis-Hastings-algo-
ritmeilla.

2 Bayesildinen piittely ja hierarkkiset mallit

Tassd tutkielmassa kuvataan vasteen Y arvoihin liittyvié epadvarmuutta vas-
teen tiheys- tai todennikdisyysfunktiolla, josta kéytetadn merkintdd f(y|0).
Vasteen jakauman oletetaan kuuluvan johonkin tiettyyn jakaumien luokkaan.
Parametri 8 on tarkasteltavaan jakaumien luokkaan liittyva indekst.

Kanonisessa tilanteessa satunnaisotos on poimittu jakaumasta, jonka ti-
heysfunktio on f(y|f). Yleensd tassa tapauksessa havainnot y; ovat riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita.

Yleensa parametrin § merkitys mallintamisessa on selked ja sen luonteesta




on olemassa tietoa. Tamé tieto tulisi ottaa huomioon mallinnusvaiheessa.
Bayesildisessd analyysissd parametriin & liittyvi prioritieto mallinnetaan ti-
heysfunktiolla p(#). Tiheysfunktion p(f) méairddmii jakaumaa kutsutaan
priori-jakaumaksi, silld se kuvaa parametrin ¢ jakaumaa ennen kuin on havait-
tu vasteen Y arvo.

Bayesilaiseen pdattelyyn liittyy priori-jakauman p(f) lisiksi vasteen ha-
vaittu jakauma, f(y|@). Kuten vasteen Y havaittua jakaumaa kuvataan vakion
(tdssd vaiheessa siis tunnettu) 0 avulla, niin myds priori-jakaumalle voidaan
méadrita jakauman médravit parametrit. Joskus ndmai parametrit on jirkevii
erottaa parametrista #. Nitd parametreja kutsutaan hyperparametresksi, sil-
14 ne ovat parametrien jakaumien parametreja. Hyperparametrit oletetaan
tunnetuiksi.

Kun vasteen havaittu jakauma tulkitaan parametrin § funktioksi piaady-
tadn uskottavuusfunktioon L(§) = f(y|f). Bayesiliisessd paittelyssi tutki-
taan mikd on parametrin § jakauma, kun on havaittu vasteen arvo y. Thtéd
jakaumaa kutsutaan posteriori-jakaumaksi. Posteriori-jakauma p(@[’y) voi-
daan laskea Bayesin kaavan avulla

f(y|6)p(6)
p(fly) = OB (1)

missi
fly) = / F(y|8)p(6)ds.

Koska yhtélon (1) vasen puoli on parametrin @ tiheysfunktio, niin tissi
vasteen arvo y tulkitaan havaituksi vakioksi. Téten kaavassa (1) myos ti-
heysfunktion arvo f(y) on vakio. Jatkossa posteriori-jakaumasta kiytetiin
merkintéd 7 (0). Havaintoarvo y sisiltyy edelliseen merkintdsn implisiittises-
ti. Talldin Bayesin kaava voidaan kirjoittaa kompaktimmassa muodossa

7(0) o L(9)p(0)- | (2)

Parametrivektorin @ = (6y, ...,8;)7 tapauksessa parametrin 8; seki margi-
naalinen ettd ehdollinen jakauma saadaan yhteistiheysfunktiosta 7(61, ..., 8).

Parametrin #; marginaalinen posteriori-jakauma on
m(6;) = f (61, ..., 02)d0_,
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missd 0_; = (A1, ..., 0i—1, 0iy1, .., 0a). Parametrin 6; kaikki mahdolliset ehdol-

liset jakaumat ovat
m(8:10;,5 € C) = 7(6:,6;,5 € C)/7(6;,5 € O), (3)

missd C C {1,...,4—1,i+1,...,d}. Ehdollisista jakaumista térkein on tdysin
ehdollistettu jakauma m(6;|0_;), jonka tiheysfunktiosta kiytetdan jatkossa
merkintad m;(6;).

Sijoittamalla kaavaan (3) C = {6;|j # i} saadaan tulos

n(6) = m:(B:)m(0—), (4)

jota tarvitaan jatkossa tutkittaessa Markovin ketjujen simulointia.

Kun posteriori-jakauma on saatu selville, niin on mielenkiintoista tiivistaa
sithen liittyvé tieto muutamaan tunnuslukuun. Erityisesti kiinnostavia ovat
sijaintiin ja hajontaan liittyviit tunnusluvut. Sijaintia voidaan kuvata esimer-
kiksi posteriori-jakauman odotusarvolla sekd hajontaa posteriori-jakauman
keskihajonnalla.

Usein ongelmien rakenne edellyttaa tarkasteltavalta mallilta kvalitatiivis-
ta tietoa parametrivektorista G. TAmé tieto tulee jotenkin sisallyttds mal-
liin. Eris ratkaisu tihin ongelmaan ovat hierarkkiset mallit. Naissa malleis-
sa priori-jakauma mairitellién kahdessa vaiheessa. Ensimméisessi vaiheessa
miiritelldsn parametrivektorin B ehdollinen jakauma ehtomuuttujien avul-
la ja toisessa vaiheessa ehtomuuttujien jakaumat. Esimerkiksi hierarkkinen
yleistetty lineaarinen malli, jossa priori-jakaumien oletetaan olevan normaa-

lijakaumia, voidaan t&lldin kirjoittaa muodossa

n=X13;
1|8, ~ N(X,B,, C)
ﬁ2 ~ N(b} B):

missd n = (71, ..., )" > % = g(p:) ja EF(-) on eksponenttijakaumien perheen

jakauma.




3 Markovin ketjuista

Tassa pykaldssa esitellddin padpiirteissdan Markovin ketjujen teoria. Markovin
ketjut ovat stokastisia prosesseja. Markovin ketjujen perusominaisuuksien ja
tulosten esittelyn jilkeen niytetdin miten Markovin ketjuja voidaan kiyttia

iteratiivisissa simulointimenetelmissa.

3.1 Mairitelmi ja siirtymitodennikoisyydet

Markovin ketju on stokastinen prosessi, missé prosessin tulevaisuus on riippu-
maton sen menneisyydesté. Kadytetdan ketjun tila-avaruudesta merkintds S
ja parametrijoukosta merkintdd T'. Talloin formaalisesti ilmaistuna saadaan

seuraava maaritelma.

Miiritelmi 3.1. Stokastinen prosessi {6® : ¢ € T’} on Markovin ketju

mikili
POETY € A|p™ = 2,6 D € Ay, ..., 00 € Ay)
= P(0"*1) € A|g™ = q) (5)
kaikilla joukoilla Aqg, ..., Ap—1, A C S ja arvoilla z € S. O

Yhtalos (5) kutsutaan Markovin ominaisuudekst.

Yleisesti ottaen todennédkéisyydet kaavassa (5) riippuvat tekijoistd z, A
ja n, kun nimé todennakdisyydet eivit riipu ajasta n, niin Markovin ketjun
sanotaan olevan homogeeninen. Mikili Markovin ketju on homogeeninen, niin
voidaan mairitelld siirtyméfunktio P(z, A) seuraavasti:

1. Kaikilla z € S, P(z,-) on tila-avaruudessa S miaritelty toden-
nakoisyysjakauma.

2. Funktio P(z, A) on méiritelty kaikilla osajoukoilla A C S.

3.2 Tila-avaruuden luokittelu

Seuraavaksi madritellidn muutamia Markovin ketjujen tilojen luokitteluun
liittyvid kisitteiti. Merkitasin

T; = inf{n > 0|6™ = 4}.
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T4llsin T} on ensimméinen hetki, jolloin Markovin ketju kiy tilassa <.
Todennékoisyys sille, ettd tilasta z alkava ketju kily jossakin vaiheessa
tilassa ¥, on
Py = P(Ty < 0).

Tilan y € S sanotaan olevan toistuva, mikili Markovin ketju, joka alkaa
tilasta y, palaa tilaan y todennékdisyydelld 1 (pyy = 1). Vastaavasti tila y on
tilapdinen, mikali todenndkdisyys sille, ettd tilaan y el palata, on positiivinen
(Pyy < 1)-

Tutkitaan tila-avaruuden S jakamista osajoukkoihin, jotka koostuvat tois-
tuvista ja tilapdisistd tiloista. Sanotaan, ettd tila z on yhteydessd tilaan y
(merkintd z — y), mikili pey > 0. Tila-avaruuden S osajoukon C sanotaan
olevan suljettu, jos

Py =0 VzECjaygC

Osajoukko C on redusoitumaton, mikili kaikilla pareilla z,7 € C on voimassa
z — y. Markovin ketjun sanotaan olevan redusoitumaton, mikéli tila-avaruus
S on redusoitumaton. Mikali p, > 0, niin P*(z,y) > 0 ja péinvastoin.
THman ominaisuuden nojalla voidaan osoittaa, ettd jos z € S on toistuva ja
£ — vy, niin myds y on toistuva [8]. Jos on voimassa © — ¥ jay — z, nlin
tilat = ja y ovat keskenddn yhteydessd, ja merkitédan z < y. Relaatio < on
ekvivalenssirelaatio (8].

3.3 Stationaarinen jakauma ja jaksollisuus
Markovin ketjujen simuloinnin kannalta on térkedd tietdd ketjujen asymp-
toottisesta kiyttiytymisesta.

Misritelma 3.2. Jakauma 7 on Markovin ketjun (siityméitodennakdisyy-

det P(z,y)} stationaarinen jokauma, mikali
S w(z)Ple,y) =7(y), YweS O (6)
reS

Yhtils (6) voidaan kirjoittaa myds matriisimuodossa m = =P. Mikali
Markovin ketju kerran pilityy stationaariseen jakanmaan, niin se yht#lon (6)

nojalla myds pysyy siind tdman jalkeen.
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Liahteessd [2] on osoitettu, ettd jos stationaarinen jakauma 7 on olemassa
jo limy, o P™(z,y) = 7(y), niin tilloin riippumatta ketjun alkutilan jakau-

masta (7(®) 7™ 1zhestyy jakaumaa 7, kun n — co.

Madritelmd 3.3. Markovin ketjun tilan z jakso d, on joukon
{n>1:P"(z,z) >0}

suurin yhteinen tekija. L]

Selvisti jos P(z,z) > 0, niin d; = 1 ja jos z «» y, niin d, = d,. Téten
redusoitumattoman ketjun tiloilla on sama jakso. Tila z on jaksoton, mikali
d, = 1.

Kéytetddn tilaan i paluuajan odotusarvosta merkintda
m; = B(T;|09 = 7).

Tila i on positrivisests toistuva, mikili m; < co. Positiivisesti toistuva jakso-
ton tila on ergodinen. Markovin ketju on jaksollinen jaksona d > 1, mikili
sen tilat ovat d-jaksollisia. Vastaavasti ketju on jaksoton, jos kaikki ketjun
tilat ovat jaksottomia. Markovin ketju on ergodinen, jos kaikki sen tilat ovat
ergodisia.

Jaksottomuus on liiallinen ehto stationaarisen jakauman olemassaololle,
mutta se takaa siirtymitodennikéisyyksien suppenemisen.

BErgodisille ketjuille on voimassa niin kutsuttu ergodinen teoreema
(ergodic theorem}, joka on suurten lukujen lain vastine Markovin ketjuille.

Teoreeman esittelyd varten médritellasn ensin ergodisen keskiarvon kisite.
Méésritelmé 3.4. Reaaliarvoisen funktion #(¢) ergodinen keskiarvo on

n

b= (1/n) > #(6%). O

i=1
Seuraavaksi esitetdin ergodinen teoreema.

Lause 3.5. Ergodinen teoreema Jos Markovin ketju on ergodinen ja silla
on yksikésitteinen stationaarinen jakauma 7, jolle E [t(d)] < oo, niin t&lldin

tn — Fo[t(0)] todenndkdisyydelld 1, kun n—oco. U (7)




Ergodisen teoreeman nojalla Markovin ketjun arvojen keskiarvoi muo-
dostavat riippuvuudestaan huolimatta vahvasti konsistentteja estimaatteja
stationaarisen jakauman arvoille.

Jatkossa tutkittavien Metropolis-Hastings-algoritmien yhteydessd térkei-
t4 ovat niin kutsutut kiintyvit Markovin ketjut, jotka maaritelldsin seu-
raavaksi.

Miisritelmi 3.6. Markovin ketju on kii#ntyvi, mikali sille on voimassa
7(z)P(z,y) = n(y)Ply,z), kaikilla z,y € 5. O (8)

Kaintyvyysehto tarkoittaa sanallisesti sitd, ettd kun ketju on saavuttanut
stationaarisen jakauman, niin sen siirtyméintensiteetti tilasta z tilaan y on

sama kuin tilasta y tilaan z.

4 MCMC-menetelmista

Tarkastellaan ergodista Markovin ketjua (6()nzo, jolla on siirtyméfunk-
tio P(z,y), alkutilan jakauma 7@ ja jonka tila-avaruudelle § on voimassa
S C RP. Ketjun arvon generointi alkaa muodostamalla realisaatio satunnais-
muuttujalle 0© alkutilan jakaumasta n®. Témén jilkeen satunnaismuut-
tujan 8 realisaatio generoidaan jakaumasta P(6©®,.). Edelleen satunnais-
muuttujalle 62 jatketaan samalla tavalla ja generoidaan realisaatio jakau-
masta P(B1).). Samalla tavalla jatkamalla vaiheessa n generoidaan satun-
naismuuttujalle 8 realisaatio jakaumasta P(6"=%), ") ja kun n kasvaa, niin
generoidut arvot lahestyvit rajajakaumasta m generoituja arvoja. Suurilia
arvoilla n generoituja realisaatioita voidaan pitaa approksimaatioina jakau-
masta 7. Stationaarisuuden nojalla kaikki konvergenssin jélkeen generoidut
realisaatiot ovat arvoja rajajakaumasta w.

Halutaan generoida otos jakaumasta m(f) (6 C S) ja oletetaan, etta
kyet4sn generoimaan Markovin ketju, jonka tila-avaruus on S ja jota pys-
tytd4n simuloimaan. Oletetaan vield, ettd talla Markovin ketjulla on sta-
tionaarisena jakaumana 7(6). Mikili nyt simuloimme generoitua Markovin
ketjua kauan, niin ketjun arvot ldhestyvit arvoja rajajakaumasta 7(#) ja

titen ketjusta simuloituja arvoja voidaan kiytt84 otoksena rajajakaurmasta.
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Y4 kuvatulla menetelmalld pystytdan simuloimaan myos muitakin kuin
Markovin ketjuja. Tulokset antavat menetelmén, jonka avulla pystytidin ge-
neroimaan arvoja misté tahansa jakaumasta 7. Nditd menetelmid kutsutaan
yhteiselld nimelld MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Seuraavaksi tutki-

taan erdstd MCMC-menetelméi Metropolis- Hastings-algoritmeja.

4.1 Metropolis-Hastings-algoritmit

Tassd pykilassd oletetaan, ettd tutkittavaa posteriori-jakaumaa 7 ei kyetd
tarkasti ratkaisemaan, jolloin joudutaan turvautumaan simulointiin pohjau-
tuviin menetelmiin. Posteriori-jakauma ratkaistaan MCMC-menetelmiin kuu-
luvilla nk. Metropolis-Hastings-algoritmeilla. Perusidea on muodostaa siir-
tymétodennékéisyysfunktio P(8, ¢), jolla on stationaarisena jakaumana pos-
teriori-jakauma 7. Tém4 on yksinkertaisinta tehdé tutkimalla kdfintyvis Mar-
kovin ketjuja, jolloin P toteuttaa ehdon

7(8)P(6, ¢) = m($)P(g,0), kaikilla (8, 9). (9}
Tamé on Markovin ketjun kdfintyvyysehto. Y14 oleva ehto el ole valt-
tdméton Markovin ketjun konvergenssille, mutta se on riittdvd ehto sille,
ettd posteriori-jakauma 7 on Markovin ketjun stationaarinen jakauma.
Jatkossa siirtymétodennikéisyysfunktio P(8, ¢} koostuu kahdesta osasta,
ehdotussiirtymdfunktiosta q(f, ¢) seki hyviksymistodennikdisyydestd o (0, ¢),
joille on voimassa

P(0,¢) = q(8, 9'5)05(9»45): jos 8# ¢ (10)

Té#std seuraa, ettd ketju pysyy tilassa @ (positiivisella) todenndkdisyydelld

P(6,6)=1- f 2(6, $)x(6, 8)d. (11)

Yht#loistd (10) ja (11) saadaan yhdistdmalld siirtymétodennikoisyys-
funktioksi

P(6, 4) = /A 20, 9)0(6,9)i8-+ 10 € A1 - [ 40,906, $)08), (12

g




missé A on parametriavaruuden osajoukko ja I(-) indikaattorifunktio. Jakau-

malla on siis tiheysfunktio, kun € # ¢ ja todennikéisyysatomi, kun 6 = ¢.
Hastings [5] ehdottaa hyviksymistodennakoisyyden a(d, ¢) valitsemista

niin, etts muodostuvasta ketjusta tulee kiintyvd. Témén perlaatteen mukai-

nen yleisimmin kiiytetty hyvéksymistodennékdisyyden muoto on

_ g T(@)a(9,6)
a(8, ¢) = min{l, @)l ¢)} (13)

MCMC-menetelmii, joissa stirtymétodennzkdisyysfunktio on muotoa (12)
ja hyviksymistodenniksisyys muotoa (13) kutsutaan (jatkossa) Metropolis-
Hastings-algoritmeiksi. Hastings [5] kutsuu kaavassa (13) esiintyvéd termid
m@)elé0) niegtisuhteeksi” (test ratio). Testisuhde voidaan kirjoittaa muotoon

m(6)9(6.6)
m(#)/9(6, )
m(6)/q(¢,6)’

tastd huomataan, etti posteriori-jakaumaan liittyva verrannollisuuskerroin,

(14)

joka usein on ongelmallinen, kumoutuun. Néiden valintojen optimaalisuutta
- voidaan perustella silli, ettd ne minimoivat momenttiestimaattien asymp-
toottiset varianssit. Peskun [9] osoittaa diskreetissi tapauksessa hyviksymis-
todennikdisyyden (13) optimaalisuuden suurelle luokalle eri siirtymé&toden-
nakoisyyksia q(8, ¢).

Todistus sille, etti P(6, ¢) toteutiaa kisintyvyysehdon 16ytyy esimerkiksi
lahteests [11]. Roberts and Smith [10] osoittavat, ettd jos g on redusoitu-
maton ja jaksoton ja a(f, ¢) > 0 kaikilla arvopareilla (¢, ¢), niin Metropolis-
Hastings-algoritmi méairittelee redusoitumattoman ja jaksottoman Markovin
ketjun, jolla on siirtymatodennikéisyytend P ja rajajakaumana posteriori
-jakauma .

Esimerkki 4.1. Metropolis-Hastings-algoritmi:
1. Alustetaan iteraatiolaskuri 7 < 1 ja muodostetaan alkutila
60 — (00, 69)
2. Generoidaan ketjun uusi tila ¢ jakaumasta q(B(jwl), ).
3. Madritetdsn siirtymisen hyviksymistodennikoisyys a(()(j‘l),qb) kaavan
(13) mukaan. Mikili siirtyminen hyviiksytéén, niin Y = . Mikali siir-

tymisté ei hyvaksyté, niin oY) = @U~1) eli ketju pysyy samassa tilassa.
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4. Muutetaan laskurin arvoa j « j + 1 ja palataan kohtaan 2 kunnes ketju
konvergoi. O

Ennen algoritmin 3. kohtaa generoidaan ketjun arvoista riippumaton arvo
u tasaisesta jakaumasta vililta [0, 1]. Mikéli 4 < o, niin siirtyminen uuteen
tilaan hyviksytdin ja jos u > « ketju pysyy samassa tilassa. Ehdotussiirty-
méfunktio ¢ misrittelee siis ainoastaan mahdollisen tilasiirtymén, joka hy-
vaksytdan tai hylatddn hyviksymistodennikoisyyden o arvosta riippuen.

Mikili ¢ on symmetrinen eli toteuttaa ehdon

q(6, ¢} = 9(¢,9), (15)
niin hyviksymistodennékdisyys yksinkertaistuu muotoon
o (D)
= —2 16

Téman lisdehdon toteuttavia Metropolis-Hastings-algoritmeja kutsutaan
Metropolis-algoritmeiksi. Téssé tapauksessa hyviksymistodennikdisyys riip-
puu siis vain posteriori-jakauman arvoista ketjun nykyisessé tilassa 6 ja ehdo-
tustilassa ¢.

K8ytinnossd ketju saattaa pysya pitkdin samassa tilassa ja t&lloin kon-
vergoiminen kohti rajajaukamana olevaa stationaarista jakaumaa on hidasta.

Ketju saattaa pysyd samassa tilassa useiden iteraatioiden ajan, miki ei ole
kiytdnnon tilanteissa suotavaa. Ketjun siirtymistd voidaan tutkia laskemalla
hyviksymissuhdeluku

missd & on hyvaksyttyjen siirtymien lukuméara ja m iteraatioiden kokonais-
lukumaéara.

4.2 Erityyppisid ehdotussiirtymafunktioita

T&hdn mennesss ehdotussiirtyméfunktiolle ¢ ei ole asetettu erityisid muo-
tovaatimuksia. Tdssd alipykilassi tutkitaan Metropolis-Hastings-algoritmin
erikoistapauksia, joita saadaan asettamalla erilaisia ehtoja ehdotussiirtymaé-
funktiolle g. Mainittakoon, ettd yleisesti ketjun mésrdi sen siirtymitoden-
nikoisyysfunktio P eikd ehdotussiirtymafunktio ¢, mutta tissi alipykilissi
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kiisitteiden nimet viittaavat ensisijaisesti ehdotussiirtyméafunktion g ominai-

suuksiin.

4.2.1 Symmetriset ketjut

Ketjun sanotaan olevan syminetrinen, jos sen siirtyméatodennékdisyysfunktio
on symmetrinen parametriensa suhteen eli toteuttaa ehdon P(0, ¢) = P (¢, 6)
kaikilla arvopareilla (6, ¢).

Metropolis-Hastings-algoritmeissa symmetriavaatimus asetetaan ehdotus-
siirtyméafunktiolle g. Esimerkki symmetrisesté ketjusta on Metropolis-algorit-
mi. Jos ¢ riippuu arvoparista (4, ) vain itseisarvon |§ — ¢| nojalla, niin on
voimassa ¢(f,¢) = ¢(¢,8). Tissd tapauksessa hyviksymistodennékéisyys-
funktio sievenee muotoon min{1l,w(¢)/#(0)}, eikd téten riipu ehdotussiir-
tyméfunktiosta g. Tdma yksinkertaistaa laskentaa ja nopeuttaa taten kéytin-
nénsovelluksia.

4.2.2 Satunnaiskulkuketjut

Jilleen kyseessi on ehdotussiirtyméfunktiolle ¢ asetettava lisdehto. Satun-
naiskulku on Markovin ketju, jonka kehityksen miéirii lauseke 00) = §0=1 4
w;, missé w; on ketjusta riippumaton satunnaismuuttuja. Yleisesti héiridte-
kijit w; ovat riippumattomia ja samoin jakautuneita tiheysfunktionaan fy.
Ehdotussiirtyméafunktio on muotoa g(#, ¢) = fu(¢ —8). Jos f, on symmetri-
nen arvon O ympirilld, niin ketju on symmetrinen ja kaikki ylld mainitut
symmetristen ketjun ominaisuudet ovat voimassa. T#std huomataan, ettd
Metropolis-algoritmi on satunnaiskulkuketjujen erikoistapaus.

Suurimmassa osassa Metropolis-Hastings-algoritmien kéytannénsovelluk-
sia kiiytetiin satunnaiskulkuketjuja. Kéytetyimmaét valinnat ehdotussiirtymé-
funktiolle ¢ ovat (nollaan keskittynyt) normaalijakauma seké Studenten -
jakauma. Talléin ehdotetut arvot jakautuvat ketjun aikaisemman arvon ym-
pérille. Tirkei jiljelle ja&vi valinta on tiheysfunktion f, hajonnan valinta.
Suuri varianssi mahdollistaa suuret siirtymit ketjun nykyisestd tilasta, mut-
ta samalla todennikdisesti hyviksymistodennskéisyydet ovat todella pienia.

Pieni varianssi rajoittaa ketjun siirtymistd, mutta toisaalta, jos varianssi on
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pieni, niin hyviksymistodennikoisyydet ovat yleenséd suuria. Lihteessd {12]
Tierney ehdottaa tiheysfunktion f,, varianssimatriisille muotoa cV, missi ¢
on viritysvakio sekd V on jokin posteriorivarianssin approksimaatio. Viritys-
vakion valinta riippuu siitd, mitd halutaan optimoida (suuria hyviksymis-
todennékdisyyksid vai suuria siirtymii ketjun tiloissa). Gelman, Roberts ja
Gilks [3] ehdottavat normaalijakaumasatunnaiskulkutapauksessa vakiolle ¢

arvoja valilta [2, 3].

4.2.3 Riippumattomat ketjut

Téssa tapauksessa ehdotussiirtyméafunktio ¢ ei riipu ketjun nykyisestd tilas-
ta eli ¢ on siis muotoa ¢(f, ¢) = f(¢). Ensisilméykselld vaikuttaa silté, ettd
riippumattomuus aiemmasta tilasta on vastoin ketjun Markovin ominaisuut-
ta. Tulee kuitenkin muistaa, ettd ¢ on vain ehdotussiirtyméfunktio, joka
yhdessi hyviksymistodennakoisyyden o kanssa ma#dri4 varsinaisen siirtyma-
todennékdisyysfunktion P. Titen P riippuu edelleen ketjun aiemmasta tilas-
ta ja ketjulle on voimassa Markovin ominaisuus.

Kaytetdan muotoa (14) testisuureelle, jolloin se yksinkertaistuu muotoon
w{¢)/w(@), missd w = w/f on painofunktio. Yksi suosittu valinta funktiolle
f on priori-jakauman tiheysfunktio. Tassd tapauksessa w = L eli painok-
si tulee uskottavuusfunktion arvo ja hyviksymistodennikéisyys saa muodon
min{1, L(¢)/L(6)}. Riippumattomat ketjut ovat laskennallisesti tehokkaita,
silld ne tuottavat yhden yksinkertaisimmista muodoista hyviksymistoden-
nikéisyydelle o. Suurin ongelma riippumattomien ketjujen osalta syntyy,
jos priori-jakauma ja uskottavuusinformaatio ovat ristiriidassa kesken&én.
Menetelmi valitsee tll6in suurella todennakéisyydelld priori-jakauman tu-
kemia arvoja, jotka eivit Iuultavasti ole posteriori-jakauman mukaisia.

Uskottavuusinformaation mukaanottaminen ehdotussiirtyméfunktioon
auttaa ylld kuvattuun ongelmaan. Bennet, Racine-Poon ja Wakefield [1] muo-
dostavat normaalijakaumanmukaisia riippumattomia ehdotussiirtymid kiyt-
tamalla normaaliapproksimaatioita uskottavuusfunktioon.

Yleisesti riippumattomien ketjujen tapauksessa tulee valttad painojen

suuria hajontaja, koska tdméa voi johtaa ketjun pysymiseen kauan tilassa,
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jolla on suuri paino. TAmén takia suositellaan lihes vakiopainot w antavan
funktion f valintaa, joka tapauksessa funktion f tulisi ainakin olla rajoitettu.
Seka, funktio f ettd posteriori-jakauma 7 ovat tiheysfunktioita. Taman takia
on luonnollista olettaa, ettd tiheysfunktioiden f ja = tulisi olla niin saman-
laisia kuin mahdollista. T4ll6in priori-jakaumaa ei voida kéyttid, jos se eroa
merkittivisti uskottavuusfunktiosta.

Tierney [12] ehdottaa kapeahéintiisten tiheysfunktioiden f, kuten nor-
maalijakauman tiheysfunktion, vilttdmistd. Talloin tiheysfunktion f hénté
ei vaikuta niin paljon painofunktion arvoihin, jolloin painofunktion varianssi

on pienempi.

4.3 Komponenteittaiset Metropolis-Hastings-algoritmit

Aikaisemmat tarkastelut ovat rajoittuneet yhden parametrin simulointitilan-
teisiin. {Oikeastaan useamman parametrin simulointiin my6s, mutta olettaen
yhteistiheysfunktiot tunnetuiksi, mikd ei kiytinnossd yleensd ole mahdol-
lista). Oletetaan nyt, ettd tarkasteltavia parametreja on d kappaletta

8 = (0y,...,04)". Tutkitaan niiden parametrien simulointia yksi kerrallaan.
Tam4 voidaan tehd4 kahdella tavalla:

a) Jokaisella iteraatiokierrcksella valitaan satunnaisesti yksi parametri
paivitettavaksi.

b) Jokaisella iteraatiokierroksella paivitetdén yksi parametri ja paivitys-
jarjestys on piitetty etukiteen. Esimerkiksi paivitetdéan jarjestyksessd 1 —
2—...—d

Y14 olevat ovat esimerkkeji sekoitus- (a) sekd syklisiirtymistd (b).

Tapauksessa a) midiritelldén siirtyméfunktiot Py, joilla on yhteinen sta-
tionaarinen jakauma 7 ja todennikdisyydet tai painot wg, m = 1,...,7,
jotka toteuttavat ehdot wy, > 0 ja 37, wm = 1. Sekoitussiirtymafunktio P
midriytyy summana P = Y _ wpPr. Tapaus a) on timén erikoistapaus,
jossar = d, wy, = 1/d ja jokainen siirtymafunktio P, litkuttaa vain vastaavaa
parametrivektorin @ parametria 0,,, m=1,...,d.

Siirtyméfunktioiden F,, ominaisuudet siirtyvat sekoitussiirtymafunktiolle
P. Ensinnikin sekoitussiirtymafunktio maarittelee Markovin ketjun siirtyma-
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funktion, jolla on stationaarisena jakaumana 7. Lisiksi jos jokin siirtymé-
funkticista F,, méadrittelee redusoitumattoman ja jaksottoman Markovin ket-
jun, niin myos P madrittelee talloin redusoitumattoman ja jaksottoman Mar-
kovin ketjun.
Merkitadn syklisten siirtymien tapauksessa siirtyméafunktioita F,

¢ = 1,...,r. Tdlléin ketjun siirtym& tapahtuu vasta, kun kaikkia kompo-
nentteja on paivitetty. Tutkittaessa siirtyméda tilasta @ tilaan ¢, Markovin
ketjun yksittiisen syklisiirtymén aikana, tulee kiyda 14pi kaikki mahdolliset
vilitilasiirtymit 1) joihin siirtymét P, voivat johtaa ¢ = 1,...,7 — 1, joille
lopulta siirtymé F,. johtaa tilaan 1, = ¢. Maarittemalld alkutilaksi 109 = 6
saadaan siirtymafunktio

P(Ba qf’) = / e /HE=IPC(¢C—1: ¢c)d¢1 v d”:b'r'—l- (17)

Tapaus b} on tdmin erikoistapaus, jossa r = d ja jokainen stirtyméfunktio
F, liikuttaa vain vastaavaa parametrivektorin @ parametria 8., ¢c=1,...,d.

Useat siirtyméfunktioiden F, ominaisuuksista siirtyvat syklifunktiolle P.
Ensinnikin P méarittelee Markovin ketjun siirtymétodennédkaéisyysfunktion,
jolla on stationaarisena jakaumana 7. Sen sijaan, toisin kuin sekoitussiir-
tymien tilanteessa, nyt yhden siirtyméifunktion P, redusoitumattomuudesta
ja jaksottomuudesta ei suoraan seuraa siirtyméfunktion P redusoitumatto-
muus ja jaksottomuus. Kuitenkin, jos kaikki siirtyméfunktiot P, ovat redu-
soitumattomia ja jaksottomia, niin myds P on redusoitumaton ja jaksoton
[12].

Siirtyméfunktiot voidaan nyt yhdistdd Metropolis-Hastings-algoritmiin.
Jokainen siirtyméfunktio P, voidaan kirjoittaa ehdotusstirtyméfunktionsa g;
sekd hyviksymistodennikéisyytensi o; avulla muodossa P = ¢;a4. Tutkitaan
nyt parametrikohtaisia syklisiirtymi4 eli ehdotussiirtyméfunktio ¢;(0, ¢) eh-
dottaa parametrivektorin @ 7. parametrin tilasiirtyméé, ¢ = 1, ..., r.

Luvun 2 yht&lsn (4) mukaan on voimassa
71'(9) = 'm;(@i)'fr(ﬂ_?;),

missé m; on parametrin #; taysin ehdollistettu tiheysfunktio. Ehdotussiir-

tymén ¢; ehdottoma siirtyma liikuttaa ainoastaan parametria #; ja tdten on
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vOinmassa
0_;i=¢_i (18)

Nyt yhtildiden (4) ja (18) perusteella saadaan

() /m(8) = mi(@s)m (i) [mi(0)m (0 i) = (i) /ms(6s).

Edelleen, koska siirtyméafunktio P liikuttaa vain 4. parametria, niin se mairit-
telee redusoituvan Markovin ketjun. Ehdotussiirtyméafunktio ¢; voidaan taten
kirjoittaa muodossa g;(0;, ¢;), vaikka se saattaa hyvinkin riippua muiden pa-
rametrien arvoista. Brityisesti huomataan, ettd hyviksymistodenndkoisyys
voidaan nyt kirjoittaa muodossa

i (i) ¢i (i, 6:) ()i (s, 6:)
7:(0:)q: (0, b5) ’ W(g)%‘(eiz bi)

Jokainen siirtyméfunktio P; madrittelee kiintyvin Markovin ketjun, jolla

o;(6;, ¢;) = min{1, } = min{l 3 (19)

on stationaarisena jakaumana m;(6;), i =1, ..., d.

Tutkitaan yksinkertaisuuden vuoksi kahden parametrin tilannetta 6 =
(f1,6;). Siirtyminen tilasta 8 = (6,,0;) tilaan ¢ = (¢1, P2) tapahtuu kun
kumpikin parametri siirtyy oman siirtyméifunktionsa mukaan. Jos ™ on tAmén

syklisiirtymafunktion stationaarinen jakauma, niin sen tulee toteuttaa ehto

() = [ f 7(8) Py (61, 61) Fa(61, $2)46. (20)

Kaavan (20) oikellisuus nghdéaén tutkimalla sen oikeaa puolta, joka voidaan

kirjoittaa muotoon

/ f (611857 (05) Py (01, ) PalB, 2) 16,0

_ / (6:)] / 7(64102) Po(61, 61)d61] Pa(B, 6262
= /W(@g)ﬁ(¢1|92)P2(92= ¢2)d0

= [w(@:)r(6ul62) P61
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— n(éy) f 11 (021 Pa(0s, d2)d0s
= 7(¢1)7(¢a|1)
= ().

Y114 toinen ja viides yhtdsuuruus seuraavat ehdollisten tiheysfunktioiden
stationaarisuudesta ja loput yhtisuuruudet saadaan perustodennikéisyys-
laskujen seké integrointien avulla. Tulos voidaan yleistdd matemaattisella in-
duktiolla koskemaan useampidimensioisia tapauksia. Y1la olevassa on oletet-
tu siirtyméitodennikoisyysfunktioiden olevan jatkuvia. Tulokset voidaan pie-
nin teknisin korjauksin saattaa voimaan myos sekoitussiirtymien tapaukses-
sa. Voidaan myds osoittaa, ettd vaikka siirtyméafunktiot F; olisivat redusoitu-
via, niin P on redusoitumaton ja jaksoton [12]. Téten rajajaunkauma 7 on
vksikdsitteinen.

Tamin nojalla saadaan uusi komponenteittainen versio aiemmin esitetys-
td Metropolis-Hasting-algoritinista.

Esimerkki 4.2, Komponenteittainen Metropolis-Hastings-algoritmi:

1. Alustetaan iteraatiolaskuri 7 «+ 1 ja muodostetaan alkutila

0 = (4 .. 6.

2. Alustetaan komponenttilaskuri 4 «- 1.

3. Generoidaan 4. parametrin uusi tila ¢; jakaumasta qi(é?gj —1),@-).

4. M&aritetddn siirtymisen hyviksymistodennikodisyys ai(t?gj _1),¢i) kaavan
(19) mukaan. Mikili siirtyminen hyviksytddn, niin 9? ) = ¢;. Mikali siir-
tymistd el hyviksytd, niin 9,;{5’- ) = 9? el ketju pysyy samassa tilassa.

5. Muutetaan laskurin arvoa ¢ « ¢ + 1 ja palataan kohtaan 3 kunnes i = d.
Kun i = d menn#in kohtaan 6.

6. Muutetaan laskurin arvoa 7 <- j + 1 ja palataan kohtaan 2 kunnes ketju
konvergoi. O

Ennen algoritmin 4. kohtaa generoidaan ketjun arvoista riippumaton ar-
vo u tasaisesta jakaumasta valiltd [0, 1]. Mikdli u < q;, niin siirtyminen uu-
teen tilaan hyviksytdin ja jos w > a; ketju pysyy samassa tilassa. Jélleen
siirtyméfunktio ¢; méiirittelee siis ainoastaan mahdollisen tilasiirtyman, joka

hyvaksytd8n tai hyldtiin hyviksymistodennikdisyyden o; arvosta riippuen.
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4.4 Konvergenssitarkastelut

MCMC-menetelmien tapauksessa algoritmien konvergenssitarkastelut eivét
ole aivan suoraviivaisia. Markovin ketju saavuttaa rajajakaumana olevan sta-
tionaarisen jakaumansa mahdollisesti vasta tuhansien iteraatiokierrosten jal-
keen. Lisiiksi on muistettava, ettd algoritmi ei suppene kohti tarkastelta-
van parametrin piste-estimaattia vaan parametrin posteriori-jakaumaa. Sii-
hen, kuinka monen iteraatiokierroksen jilkeen algoritmin tuottamia arvoja
voidaan pitdd arvoina posteriori-jakaumasta, ei ole olemassa yksiselitteistd
vastausta.

Konvergenssitarkastelua varten on olemassa kaksi péévaihtoehtoa. Toinen
on teoreettinen ja siind pyritiin mittaamaan kuinka kaukana algoritmin
tuottamat arvot ovat stationaarisesta jakaumasta. Teoreettisessa lihestymis-

tavassa tutkitaan kokonaisvariaationormia (total variation norm)
G L ®
[1P(6,8) = n(O)] = 5 supacs | [P, 0) —n(6)[d0. (21)

Titen, jos ||P(8®, 8) —7(9)}] ldhestyy arvoa 0, kun ¢ ldhestyy &4reténtd, niin
6®) konvergoi kohti satunnaismuuttujaa jakaumasta m(@).
Teoreettisen lihestymistavan hydty on siind, ettd sen avulla pystytaén
“vakuuttumaan todellisesta konvergoimisesta (ainakin teoriassa). Teoreettisen
lihestymistavan mukaisia konvergenssituloksia on kuitenkin vaikeaa tutkia
kiytannossa.

Toinen lahestymistapa konvergenssiongelmaan on kiytdnnénldheisempi
tilastollinen tapa. Tissi tavassa tutkitaan tilastollisesti algoritmin tuottamia
tuloksia. Tilastollinen tapa on selkeédsti kiiytinndnlaheisempi ja siten helpom-
pi toteuttaa kuin teoreettinen. Tilastollisen tavan ongelmana verrattuna teo-
reettiseen on se, ettd tutkimalla pelkistddn tilastollisesti algoritmin tuot-
tamia tuloksia ei voida koskaan téysin vakuuttua algoritmin konvergoimises-
ta rajajakaumaan.

4.4.1 Teoreettinen tapa

T#hin mennessi menetelmien konvergenssiasteesta ei ole sanottu vield mitéan.
Yleisesti ottaen Markovin ketjut joko ovat stationaarisessa jakanmassaan tai
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eivit ole. Ergodinen teoreemakin (katso lause 3.5) kertoo vain konvergoimi-
sesta rajatuloksena, joten siitd ei ole suoraan hyttyd kiytinndnsovelluksissa,
joissa iteraatiokertojen lukumédérat vaistdmaétta ovat ddrellisii.

Ergodisen teoreeman erds parannus on niin kutsuttu heikko ergodisuus-
lause. Tt4 varten olkoon T'(A) ensimmaéinen hetki jolloin Markovin ketju kiy
tila-avaruuden S osajoukossa A toisin sanoen T(A) = inf{t > 1|/¢® € A}.
Oletetaan, ettd Markovin ketjulla on stationaarisena jakaumana 7(6) ja et-
td m(A) > 0, kaikilla tila-avaruuden S osajoukoilla A. T&lldin kyseinen

Markovin ketju on toisen asteen ergodinen, jos

fA (d6) EL[T(A)] < oo. [7] (22)

Toisin sanoen ehto toisen asteen ergodisuudelle on, ettd ensimmaéisten het-
kien, jolloin Markovin ketju kiy tila-avaruuden osajoukossa A, toisen mo-
mentin tulee olla d&rellinen.

Jos Markovin ketju on toisen asteen ergodinen ja P(8%), §) seki w(6) ovat
tarpeeksi sidannéllisid, niin talléin Markovin ketjun konvergenssiaste kohti

stationaarista jakaumaa on luokkaa n2 eli toisin sanoen on voimassa
limp, oo 12 - [|[P(8™, 8) — 7(8)|| = 0. (Heikko ergodisuuslause)

Téamé on sindnsé hyddyllinen tulos, mutta valitettavasti kdytinnon ongelmien
yhteydessd on usein hankalaa muodostaa toisen asteen ergodisia Markovin
ketjuja.

Eréds hyoddyllisempi ja voimakkaampi konvergenssitulos on niin kutsut-
tu geometrinen ergodisuus. Tatd varten tehdadn samat oletukset kuin ylli,
mutta korvataan ylld ensimmaéisten hetkien, jolloin Markovin ketju kiy tila-
avaruuden S osajoukossa A, toisia momentteja koskenut ehto ehdolla

1P, 0) —=(@)]| <m(8)p', V8, O0<p<1, (23)

missd m(0) on ddrellinen ja ei-negatiivinen funktio.
Néiden oletusten ollessa voimassa Markovin ketju konvergoi kohti sta-
tionaarista jakaumaa geometrisella konvergenssiasteella, joka voi olla todella

nopea riippuen arvosta p.
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Jos funktion m(#) sijaan 16ydetdin vakio m, jolle
LP(69,8) —n(8)]] < mp', VO, 0<p<l,

niin Markovin ketju on tasaisen ergodinen ja talldin ketju konvergoi viels
nopeammin.

Geometrisesta ja tasaisesta ergodisuudesta on kaksi hydtyd. Ensinnékin
niissé tapauksissa tiedetdsn, ettii Markovin ketju konvergoi kiiytdnndn simu-
lointien kannalta jarkevisss ajassa stationaariseen jakaumaan (toki konver-
genssin vaatima aika riippuu mallin kompleksisuudesta seki datan raken-
teesta). Toiseksi geometrisen ja tasaisen ergodisuuden tapauksissa on mah-
dollista masrits rajat Markovin ketjun konvergoimiseen vaadittaville iteraa-

tiokierrosten lukumaéirille.

Esimerkki 4.3. Riippumattomien ketjujen tapauksessa (katso alipykald
4.2.3) jos painofunktio, w(f) = w(#)/f(6), on rajoitettu ja lisiksi 7(¢) ra-
joitettu, niin ettei se voi saada arvoa 0, on Markovin ketju tasaisen ergodinen
ja erityisesti p < 1 — sup(w(#))~* (1&hde [12]). O

4.4.2 Tilastollinen tapa

Markovin ketjun konvergoimista voidaan tutkia myds algoritmin tuottamien
tulosteiden pohjalta. Tilastollisessa tavassa tutkitaan ketjun tuottamia arvo-
ja, joten tdma lahestymistapa on selkedisti empiirinen ja siten huomattavasti
kiytannonliheisempi kuin ylla tutkittu teoreettinen tapa. Tilastollisen kon-
vergenssitarkastelun yhteydessd ei kuitenkaan koskaan voida olla varmoja
siit, ettd Markovin ketju on todella saavuttanut stationaarisen jakaumansa.

Konvergenssia voidaan tutkia graafisesti muodostamalla ketjun arvoista
sopivia tulosteita. Oletetaan nyt, etti kilytossd on n rinnakkaista ketjua, jois-
sa jokaisessa suoritetaan m iteraatiota. Menettelemall t&lla tavalla voidaan
misté tahansa parametrin 6 funktiosta 1 piirtaa histogrammeja iteraatioiden
lukumaiirin m funktiona. Tatd menetelmdd toistetaan k iteraation vilein,
missd arvon k ei tarvitse olla suuri, jos on ndyttdd konvergenssista m ite-
raation jilkeen. Kiytetty arvo k ei saa kuitenkaan olla liian pieni, silla til-

16in ketjun korrelaatiorakenne vaikuttaa menetelman tuloksiin. Tyypillisesti
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jarkevd arvo on valilla 10 < k < 50 [2]. Konvergenssi hyviksytdan, mikali
histogrammeja ei voida erottaa toisistaan. Vastaavaa ideaa voidaan kiyttaa
myds yhden ketjun tapauksissa, jolloin konvergenssi hyviksytddn mikali ketju
alkaa toistaa kvalitatiivisesti samankaltaista rataa. Vield eris tilastollinen
mahdollisuus konvergenssin tarkasteluun on ergodisten keskiarvojen (katso
madritelmi 3.4) kiiyrin asettuminen tietyn vakioarvon lihelle.

Tilastollisten menetelmien kiytossi tulee muistaa menetelmien empiiri-
syys. Markovin ketju saattaa tulosteiden valossa nidyttédé konvergoivan, mut-
ta muutettaessa tulostusasteikon skaalausta tulkinta voi muuttua pdinvas-
taiseksi. Useiden ketjujen tapauksessa saattaa niyttda siltd kuin ketju olisi
konvergoinut stationaariseen jakaumaan, vaikka kiytannossi néin ei olisikaan
tapahtunut.

Tilastollisia konvergenssitarkasteluja varten miéritelldéin vield niin kut-

suttu burn in -arvo.

Madéritelméa 4.4, Metropolis-Hastings-algoritmin burn in -arvo on en-
simméinen iteraatiokierros, jolla algoritmin tuottamia arvoja pidetdéin havain-
tona stationaarisesta jakaumasta. Il

4.5 Metropolis-Hastings-algoritmin ohjelmoimisesta

Avain Metropolis-Hastings-algoritmin ohjelmoimiseen on oikeanlaisen otan-
tastrategian muodostamisessa. Otantastrategian tulee olla sellainen, ettd Mar-
kovin ketjulla on sama todenndkéisyys siirtyad tilasta z tilaan y kuin tilas-
ta y tilaan z (vertaa miidritelmi 3.6). Tami otantastrategia saavutetaan
muodostamalla sopivat ehdotussiirtyméfunktio ¢(z,y) sekd hyviksymisto-
denndkoisyys a(z,y).

Esimerkki 4.5. Sopivia muotoja ehdotussiirtyméfunktiolle ovat esimer-
kiksi symmetrinen tasainen jakauma, jolloin y|z ~ U{z — €,z + €) tai ketjun
nykyiseen arvoon keskittynyt normaalijakauma, jolloin y|z ~ N(z,¢€). Avoi-

meksi tassd vaiheessa jad kysymys siitd miten arvo e tulisi maarata. O

MCMC-menetelmien ohjelmoimisessa kannattaa kiinnittdd huomiota tie-
tokoneen aktiivisen muistin kiiyttdmiseen. MCMC-simuloinnissa pyritdin muo-

dostamaan otos satunnaismuuttujien z", .. zV) arvoista, miki saattaa
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huokutella kiiyttimaan taulukkorakennetta z[1 ... N]. MCMC-menetelmien
hySty on kuitenkin siind, ettd iteraatiokierroksella ¢ riittdd tietdd nykyi-
nen parametrijoukko z* iteraatiokierroksen ¢ — 1 parametrijoukon £t
funktiona (vertaa Markovin ominaisuus). Téten tulostamalla jokaisella ite-
_raatiokierroksella saadut parametrien arvot voidaan vdhentdd tietokoneen
aktiivisen muistin kiyttoa, silli tilldin iteraatiokierroksella ¢ riittda pitaa
aktiivisessa muistissa vain parametrijoukko z) ja ehdotussiirtyméfunktion

ehdottama parametrijoukko.

5 Kaytannon sovellus

Kéaytanndn sovelluksen aineistona on tutkielman tekijan opinndytetydssa [11]
kiytetty aineisto. Kokonaisuudessaan aineisto kisittaa Vahinkovakuutusyh-
ti6 Pohjolan paivittiisia liikkennevahinkojen lukumé&aria. Vahinkoaineisto ulot-
tuu vuoden 1994 tammikuusta vuoden 2004 lokakuuhun. Vahinkoaineisto
on rajattu késittamain paskaupunkiseutu (Helsinki, Espoo seké Vantaa).
Vahinkoaineistoon on lisitty Ilmatieteen laitokselta saadut vastaavan ajan-
jakson sidhavainnot Helsinki-Vantaan lentoaseman sddhavaintopisteesta.

Metropolis-Hastings-algoritmin ominaisuuksien takia aineistoa on rajattu
nyt siten, ettd tarkasteluun tulevat mukaan vain tapaukset, joissa vakuute-
tun kotipaikkakuntana on ollut Helsinki ja vahinko on sattunut aikavilillad
1. marraskuuta 2003 - 31. lokakuuta 2004.

Seuraavaksi esitetddn liikennevakuutuksen vahinkojen lukumé&érien ar-
viointiin opinndytetydssi tilastollisesti merkitseviksi todettujen selittévien
muuttujien parametrien estimointi aikaisemmin esiteltyjen Metropolis-Has-
tings-algoritmien avulla.

5.1 Tarkasteltavat mallit

Seuraavassa muodostetaan vahinkojen lukuméirille hierarkkinen yleistetty
lineaarinen malli, jossa vasteen eli vahinkojen lukumééran oletetaan noudat-
tavan Poisson-jakaumaa sekd linkkifunktiona kdytetddn logaritmifunktiota.

Malli poikkeaa yleistetyisté lineaarisista malleista siind, ettd nyt huomioidaan
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parametrivektorin 8 priorijakauma p(3).

Tutkittavat mallit ovat muotoa
Y;,,l)\.,; ~ PO()\;)

log(i) = m =x{ B
Blu, a* ~ p(B),

missd parametrivektorin B priorijakaumaa ei ole vield kiinnitetty.

Yksittdisen havainnon tiheysfunktio on tissi tapauksessa
FyilAs) oc Afie™ = eMvig=e™,
josta saadaan uskottavuusfunktioksi
i) xrﬁy- —exg‘ﬁ
L(B,¢) = f(y|B) oc IIP_ X P¥ie . (24)
Tédméan nojalla tarkasteltavat posteriorijakaumat ovat muotoa
7(B) = L(B)p(B)
T
o (et PP )

Tarkasteltavat mallit eivéit yleisesti ratkea analyyttisesti, vaan paramet-
rien estimointi suoritetaan luvussa 4 esiteltyjen Metropolis-Hastings -algorit-
mien avulla.

5.2 Yhden parametrin tilanne

Tutkitaan tutkielman tekijin opinnaytetyossa tilastollisesti merkitseviksi to-
detun vakuutusvuosien lukumairin parametrin estimoimista. Vakuutusvuo-
sien lukum&&rin parametrin priori-jakaumaksi on valittu normaalijakauma
N{u,c?), missi hyperparametreiksi on valittu opinndytetyon yleistetyn li-
neaarisen mallin mukaiset arvot u = 0,7528 (vakuutusvuosien lukumii-
rin parametrin estimaatti} sekd o® = 0,0069 % 0,0069 (vakuutusvuosien
lukuméérin parametrin estimaatin keskivirheen nelit). Ehdotussiirtymafunk-

tiona g kiytetdan tasaista jakaumaa U(8 — ¢, 3 + ¢€). Iteraatioita suoritetaan
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20 000 ja vain joka 25. havainto otetaan mukaan lopulliseen otokseen (vertaa
alipykala 4.4.2). |

Seuraavista kuvista kily ilmi arvon e vaikutus hyviksymissuhdelukuun.
Kuwa 5.1. Arvon ¢ vaikutus hyviksymissuhdelukuun. Ensimmaéisesss kuvassa
e = 0,1, toisessa ¢ = 0, 05 sekd kolmannessa ¢ = 0, 01. Hyviksymissuhdeluku

paranee huomattavasti kun e pienennetésn arvosta 0,05 arvoon 0,01.

Hyviksynissuhde
0.6 7

ke

b
6.5 3

bE
0.4 7k

b

b
0.3‘*
0.2
a.1

—

0.0 T g v T T T T d T T T 4 T T g T T T T

0 10000 20000

lteraatio
o
T T T T T T T T - v T
] 160600 20000

Iteraatio
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Hywviksym issuhde
0.8

T T T T T T T T T T T T
[ 10000 20000

lteraatio

Tutkitaan arvon e vaikutusta algoritmin konvergoimiseen simuloitujen
parametrien arvojen kiyrien nojalla.
Kuva 5.2. Arvon e vaikutus algoritmin konvergoimiseen. Ensimmaéisessi ku-
vassa € = 0, 1, toisessa € = 0,056 sekd kolmannessa ¢ = 0,01. Kuvien perus-
teella algoritmi hakeutuu sitd nopeammin stationaarisen jakauman lihelle

mitéd suurempi arvo € on.
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T T T T T T T T T T T
19000 20000

1teraatio
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T v T T ¥ T T T T J
10000 20000

Iteraatio

Kuvan 5.2 perusteella algoritmi néyttdisi 1dytévan melko nopeasti sta-

tionaarisen jakauman.

Algoritmin konvergoimisesta vakuuttumisen vuoksi tutkitaan viela er-

godisen keskiarvon kdyraa.
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Kuva 5.3 Ergodisen keskiarvon kiyrd arvolla ¢ = 0,01 (funktio ¢ on
identiteettifunktio).

Ergodinenka
1,024

1.01+
1.007
0.997
0.98 7
0.97 1
0.96]

] 10000 20009

Iteraatio

Ergodinen keskiarvo hakeutuu vakioarvon lihelle, mikd on merkki algo-
ritmin konvergoimisesta.
Seuraavaksi esitetdin burn in -arvolla 5 000 sekéi arvolla € = 0, 01 saatu

vakuutusvuosien lukum&irin parametrin posteriori-jakauma.
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Kuva 5.4. Vakuutusvuosien lukumiirin parametrin posteriori-jakauma.
Kuvasta havaitaan, ettd priori-jakaumasta poiketen posteriori-jakauma on

vagsemmalle vino.

20.0
l4ean 1.014149
Std Dewiation  G.003323
17.5 Skewnass -3.83173
Kurtosis 0.5238%4
15.0 7
i2.5 7
P
£
r
C 16.0
]
n
H
7.5
[
2.5 7
1 —71
0 T T T T I T T
1.00125 1.00425 1.00725 1.01025 1.0132% 1.01625 1.01925

BetaPost

Posteriori-jakauman keskiarvosta saadaan vakuutusvuosien lukuméaaran pa-
rametrin estimaatiksi 1,014 seki timin keskihajonnaksi 0,003. Posteriori-

jakauman vinous on -0,832 eli jakauma on selviisti vasemmalle vino. Lisdksi

jakauman huipukkuus on 0,524.
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Lopuksi tutkitaan vield kuinka hyvin mallin antamat ennusteet mukaile-
vat havaittuja vahinkojen lukumé&&ria.

Kuva 5.5. Yhden parametrin mallin ennuste vastaan havaittu kuvio.
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Q 10 26 30 40

Havaittu

Kuvasta 5.5 ndhdéin, ettd yhden parametrin mallin antamat ennusteet
ovat sdidnnollisesti pienempid kuin todelliset havaitut arvot. Téten yhden

parametrin malli on liian karkea vahinkojen lukumaédirien ennustamiseen.
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5.3 Usean parametrin tilanne

Tutkitaan parametrien estimointia mallissa, jossa ovat nyt mukana opin-
néytetydssa [11] tilastollisesti merkitseviksi todetut tekijit: vakuutusvuosien
lukumédrd, paivin alin ldmpdétila, piivin sademiiird sekd tuulen nopeus.
Priori-jakaumien oletetaan olevan normaalijakaumia ja hyperparametrit on
madrdtty samalla tavalla kuin yhden parametrin tilanteessa. Hyperparamet-
rien arvot ovat vakuutusvuosien lukuméaarélle y = 0, 7528 sekéi o2 = 0, 0069 *
0,0069 vastaavasti péivin alimmalle limpétilalle 4 = —0,0024 sekd o2 =
0, 0006 = 0, 0006, piivan sademéarille u = 0,0020 seké o2 = 0, 0007 % 0, 0007
ja tuulen nopeudelle i = 0, 0037 seké o = 0, 00140, 0014. Ehdotussiirtyma-
funktioina g; kiytetiin tasaisia jakaumia Uy(5; ~ €;, 5; +¢€;), missé ¢ = 0,01,
i =1,2,3,4. [teraatioita suoritetaan 30 000 ja vain joka 25. havainto otetaan
mukaan lopulliseen otokseen. Algoritmina kiiytetiin esimerkin 4.2 mukaista.
komponenteittaista Metropolis-Hastings-algoritmia.
Seuraavaksi tutkitaan hyviksymissuhdelukuja.

Kuva 5.6. Usean parametrin mallin hyviksymissuhdeluvut parametreittain.
VV on vakuutusvuosien lukumdéiré, PA piivin alin lampétila, PS on piivin
sadem&ira sekd TN on tuulen nopeus.

T
o toooo 20000 zocoo

lterantio
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Hyviksymissuhdeluku vakiintuu kaikilla parametreilla nopeasti. Paivin

alimman lampé6tilan hyviksymissuhdeluku niyttéd vakiintuvan alhaisimmalle
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tasolle, mutta sekin on kuitenkin luokkaa 0,3 (eli noin kolme siirtymééa kym-
menestd hyviksytaan).
Tutkitaan milta simuloitujen parametrien arvojen kiyrit niyttavat.

Kuva 5.7 Parametrien arvot iteraatiokierrosten funktiona.
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Iteraatic
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Simuloinnit nayttavat silmamadriisesti saavuttavan stationaarisen jakau-
man melko nopeasti. Konvergenssista varmistumisen vuoksi tutkitaan seu-

raavaksi ergodisten keskiarvojen kiyrien suppenemista.
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Kuva 5.8. Parametrien ergodisten keskiarvojen kiyrat (funktio ¢ on iden-
titeettifunktio).
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Kaikkien parametrien ergodisten keskiarvojen kiyrat ndyttivit suppene-
van jonkin vakioarvon lihelle, joka tukee ylli esitettys konvergenssi padtelméai.
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Tutkitaan burn in -arvolla 10 000 saatuja parametrien posteriori-jakaumia.
Kuwa 5.9. Parametrien posteriori-jakaumat seké posteriori-jaksumien keskiar-
vot, keskihajonnat, vinoudet ja huipukkuudet.
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Huomataan, ettd parametrien posteriori-jakaumat eivit ole vinoja, vaan
nittejd yksihuippuisia jakaumia (vertaa yhden parametrin tilanteeseen, jossa
saatiin voimakkaasti vasemmalle vino jakauma). Parametrien estimaateiksi
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saadaan vakuutusvuosien lukumairille 0,863, paivin alimmalle limpédtilalle
0,001, piivin sademéaralle 0,002 seka tuulen nopeudelle 0,149.

Tutkitaan viels kuinka hyvin mallin antamat ennusteet osuvat havaittui-
hin vahinkojen lukumé&ariin.

Kuva 5.10. Usean parametrin mallin ennuste vastaan havaittu kuvio.

Ennuste
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Havaittu

Kuvasta 5.10 ndhdiin, ettd mallin antamat ennusteet osuvat paljon parem-
min havaittuihin arvoihin kuin yhden parametrin tilanteessa. Kuvasta 5.10
havaitaan myGs muutamia silmaméirdisesti selviisti poikkeavia havaintoja.
Useammarn parametrin malli mallintaa selvisti paremmin liikennevakuutuk-
sen vahinkojen lukumaéris kuin edelld tutkittu yhden parametrin malli.

Verrataan vield lopuksi ylli Metropolis-Hastings-algoritmilla saatuja pa-
rametrien estimaatteja ja parametrien estimaattien keskihajontoja opinndyte-
ty6sss [11] yleistetylld lineaarisella mallilla saatuihin parametrien estimaat-
teihin ja parametrien estimaattien keskivirheisiin.

37




Taulukko 5.1. Opinnéytetydssd [11] yleistetylld lineaarisella mallilla saadut
parametriestimaatit ja parametriestimaattien keskivirheet sekd Metropolis-

Hastings-algoritmilla saadut parametriestimaatit ja parametriestimaattien

keskihajonnat.
Parametri GLM Estimaatti GLM KV M-H Estimaatti M-H KH
VA% 0,7528 0,0069 0,8626 0,0061
PA -0,0024 0,0006 0,0007 0,0018
PS 0,0020 0,0007 0,0019 0,0024
TN 0,0037 0,0014 0,1492 0,0038

Taulukosta 5.1 ndhdéén, ettd Metropolis-Hastings-algoritmillasaadun va-
kuutusvuosien lukumarin parametriestimaatin keskihajonta on pienempi
kuin yleistetylld lineaarisella mallilla saadun parametriestimaatin keskivirhe.
Muiden parametriestimaattien osalta yleistetyn lineaarisen mallin keskivir-
heet ovat pienempis kuin Metropolis-Hastings-algoritmilla saatujen paramet-
riestimaattien keskihajonnat. Taten Metropolis-Hastings-algoritmilla saatiin
tarkempi parametriestimaatti vakuutusvuosien lukuméarén parametriile.

Metropolis-Hastings-algoritmia kidytettdessd jouduttiin havainfoaineistoa
rajoittamaan, silli Metropolis-Hastings-algoritmia sovellettaessa joudutaan
(hyvéksymistodenndkoisyyttd o madrattiessi) jokaisella iteraatiokierroksella
laskemaan havaintojen lukumééran mukainen méara uskottavuusfunktioiden
tuloja. Kaytannossia SAS®-ohjelmiston laskentatarkkuus ei olisi riittanyt hy-
vaksymistodennékoisyyksien laskemiseen, mikali havaintoaineistoa ei olisi ra-
jattu.

Metropolis-Hastings-algoritmilla pystytddn midrddmain vain numeeris-
ten selittdjien parametriestimaatit. Luokittelevien selittdjien, kuten opin-
néytetyossd [11] kiytetyn vahingon sattumiskuukauden osalta, aineisto pitéisi
Metropolis-Hastings-algoritmia sovellettaessa jakaa osiin ja méaéarata para-
metrien estimaatit jokaiselle osa-aineistolle erikseen.

Vertaamalla Metropolis-Hastings-algoritmilla saatuja tuloksia opinniyte-
tyGssd [11] yleistetylld lineaarisella mallilla saatuihin tuloksiin huomataan,
ettd yleistetty lineaarinen malli soveltuu paremmin vahinkojen lukumaéaérien

arvioimiseen.
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6 Yhteenveto

Tutkielmassa on esitetty ensin luvuissa 2 ja 3 pohjatietoja Bayesilaisestd
analyysistd sekd Markovin ketjuista.

Pohjustuksen jilkeen luvussa 4 on esitelty Markov Chain Monte Carlo
_menetelmien teoriaa sekid erityisesti perehdytty niin kutsutun Metropolis-
Hastings-algoritmin ominaisuuksiin. Luvussa 4 on tutkittu muun muassa
Metropolis-Hastings-algoritmin tarvitsemia ehdotussiirtyméfunktioita seka al-
goritmin konvergenssia. |

Tutkielmassa [11] on tutkittu parametrien estimoimista yleistettyjen li-
neaaristen mallien avulla. Tissa SHV-tutkielmassa esitetty parametrien esti-
moiminen Metropolis-Hastings-algoritmin avulla muodostaa toisen mahdol-
lisuuden timintyyppiseen parametrien estimoimiseen.

Tutkielman viidennessd luvussa on esitetty kiytinnon sovelluksena liiken-
nevakuutuksen vahinkojen lukumadrimalliin tutkielmassa [11] valittujen te-
kijéiden parametrien estimoiminen kiyttien luvun 4 Metropolis-Hastings-
algoritmeja. Kéytannon sovelluksissa parametrien priori-jakaumiksi on valit-
tu normaalijakaumat sekd ehdotussiirtymafunktioiksi tasaiset jakaumat.

Metropolis-Hastings-algoritmit yhdistettyind hierarkkisiin yleistettyihin
lineaarisiin malleihin mahdollistavat monipuoliset mallinnusmahdollisuudet.
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Liite 1. Yhden parametrin Metropolis — Hastings SAS — koodi
/*METROPOLIS-HASTINGS -ALGORITMI*/
Data Metropolis;
Set VahLKM; /*VAHINKOJEN LUKUMAARAT*/
Set Riskimitta; /*VAKUUTUSVUOSIEN LUKUMAARAT*/
Array VahLKM{ &HAV } VahLKM1-VahLKM&HAV; /¥*HAV ON 366KPL*/
Array Riskimitta{ &HAV } Riskimittal-Riskimitta&HAV;
KA = 0.7528; /*PRIORI -JAKAUMAN KESKIARVO*/
VA = 0.0069%0.0069; /*PRIORI -JAKAUMAN VARIANSSI*/
Epsilon = 0.01; /*EHDOTUSSIIRTYMAFUNKTION EPSILON*/
Laskuri=0;
Beta0ld=0.8; /*ALKUARVO PARAMETRILLE BETA*/
BetaNew=0;
Seed = 8546867; /*SATUNNAISLUKUGENERAATTORIN STEMENLUKU*/
Doi=1To &AJOJA; /*AJOJA ON ITERAATIOIDEN LUKUMAARA*/
RU = ranuni(Seed);
/¥*EHDOTUSSIIRTYMA*/
BetaNew = BetaOld - Epsilon + 2*RU*Epsilon;
/*HYVAKSYMISTODENNAKOISYYDEN LASKENTA*/
Alpha=(exp(-(BetaNew-KA)*(BetaNew-KA)/(2*VA)))
/(exp(-(BetaOld-KA)*(BetaOld-KA)/(2*VA)));
Do j = 1 to HAV; /*HAV ON HAVAINTOJEN LUKUMAARA = 366*/
Alpha = Alpha*(exp(Riskimitta(j)*VahLKM(j)*BetaNew - exp(Riskimitta(j)*
BetaNew)))/(exp(Riskimitta(j)*VahLKM(j)*BetaOld - exp(Riskimitta(j)*BetaOld)));
End;
J*TESTATAAN HYVAKSYTAANKO EHDOTETTU SITRTYMA*/
Seedi = 1985367;
TestU = ranuni(Seedi);
If Alpha > TestU Then BetaOld = BetaNew;
If Alpha > TestU Then Laskuri = Laskuri + 1;
Output;
End;

Run;
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Liite 2. Usean parametrin Metropolis — Hastings SAS — koodi
/*KOMPONENTEITTAINEN METROPOLIS-HASTINGS -ALGORITMI*/
Data Metropolis;

Set VahLKM; /*Vahinkojen lukum&éri*/

Set Riskimitta; /*Vakuutusvuosien lukum#ira*/

Set PA; /*Péivéan alin ldmpétila*/

Set PS; /*Péivin sademairi*/

Set TN; /*Tuulennopeus*/

Array Y{&HAV} VahLKM1-VahLKM&HAV;

Array XRM{&HAV} Riskimittal-Riskimitta&HAV;

Array XPA{&HAV} PA1-PA&HAV;

Array XPS{&HAV} PS1-PS&HAV,

Array XTN{&HAV} TN1-TN&HAV;

/*PARAMETRIEN PRIORI -JAKAUMIEN HYPERPARAMETRIT*/
/*KESKIARVOT*/

Array KA{4} KA1-KA4;

KA1 =0.7528; /*VAKUUTUSVUOSIEN PRIORI-JAKAUMAN KESKIAR-
VO*/

KA2 =-0.0024; /*PAIVAN ALIMMAN LAMPOTILAN PRIORI-JAKAUMAN
KESKIARVO*/

KA3 = 0.0020; /*PAIVAN SADEMAARAN PRIORI-JAKAUMAN KESKIAR-
VO*/

KA4=10.0037; /*TUULEN NOPEUDEN PRIORI-JAKAUMAN KESKIAR-
VO*/

Array VA{4} VA1-VA4;

VA1 = 0.0069%0.0069; /*VAKUUTUSVUOSIEN LUKUMAARAN PRIORI
-JAKAUMAN VARIANSSIT*/

VA2 = 0.0006%0.0006; /*PAIVAN ALIMMAN LAMPOTILAN PRIORI -
JAKAUMAN VARIANSSI*/

VA3 = 0.0007*0.0007;/*PAIVAN SADEMAARAN PRIORI -JAKAUMAN
VARIANSSI*/

VA4 = 0.0014*0.0014; /*TUULENNOPEUDEN PRIORI-JAKAUMAN VAR-
TANSSI*/
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/¥*PARAMETRIVEKTORIT*/

Array BetaOld{4} BetaOldi-BetaOldd4;

BetaOld1=:0.80; BetaOQld2=-0.002; BetaOld3=0.001;Beta(1d4=0.002;
Array BetaNew{4} BetaNewl-BetaNew4;

BetaNewl=0; BetaNew2=0; BetaNew3=0; BetaNew4=0;
/*EHDOTUSSIIRTYMAFUNKTIOIDEN EPSILONIT*/
Epsilon1=0.01;

Epsilon2=0.01;

Epsilon3=0.01;

Epsilond=0.01;

Laskuril=0;

Laskuri2=0;

Laskuri3=0;

Laskurid=0;

/*SATUNNATISLUKUGENERAATTORIEN SIEMENLUVUT*/
Seedl = 8546867; |

Seed2= 8957467,

Seed3= 336767,

Seedd= 1765746;

Doi =1 To &AJOJA; /*AJOJA ON ITERAATIOIDEN LUKUMAARA*/
RU1 = ranuni(Seedl);

RU2 = ranuni(Seed2);

RU3 = ranuni(Seed3);

RU4 = ranuni(Seed4);

/*EHDOTUSSIIRTYMAT*/

BetaNew(1) = BetaOld(1) - Epsilonl + 2*RU1*Epsilonl;
BetaNew(2) = BetaOld(2) - Epsilon2 + 2*RU2*Epsilon2;
BetaNew(3) = BetaOld(3) - Epsilon3 + 2*RU3*Epsilon3;
BetaNew(4) = BetaOld(4) - Epsilon4 + 2*RU4*Epsilon4;
/*HYVAKSYMISTODENNAKOISYYKSIEN LASKENNAT*/
Alphal=1;

Alpha2=1;

Alpha3=1;
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Alphad=1;
/*KOMPONENTEITTAINEN ALGORITMI, LIIKUTETAAN AINA VAIN
YHTA PARAMETRIA*/
Alphal=Alphal*{exp(-(BetaNew(1)-KA(1))*(BetaNew(1)-KA(1))/(2*¥*VA(1))
-(BetaOld(2)-KA(2))*(BetaOld(2)*KA(2))/(2*VA(2))
-(BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3)) /(2*VA(3))

-(BetaOld(4)-KA (4))*(BetaOld (4)*KA(4)) /(2¥VA(4))))
/(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/(2*VA(1))
etaOld(2)*KA(2))/(2*VA

-(BetaOld(2)-KA(2))*(B )/ (2))
-(BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3)) /(2*VA(3))
-(BetaOld(4)-KA(4))*(BetaOld(4)*KA(4)) /(2¥VA(4))));
Alpha2=Alpha2*(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/(2*VA(1))

(- )-K
-(BetaNew(2)-KA(2))*(BetaNew(2)*KA(2})/(2*VA(2))
-{BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3))/(2*VA(3))
-(BetaOld(4)-KA(4))*(BetaOld(4)*KA(4)}/(2*VA(4))))
/(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/(2*VA(1))
~-(BetaOld(2)-KA(2))*(BetaOld(2)*KA(2))/(2*¥VA(2))
-(BetaOld{3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3)}/(2*¥VA(3))
-(BetaOld(4)-KA(4))*(BetaOld(4)*KA(4))/(2*VA(4))));
Alpha3=Alpha3*(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/(2*VA(1))
-(BetaOld(2)-KA(2) )

-(BetaNew(3)-KA(3
-(BetaOld(4)-KA(4)

/(exp(-(BetaOld(1

)*(BetaOld(2)*KA(2))/(2*VA(2))
})*(BetaNew(3)*KA(3))/(2*VA(3))’
)*(BetaOld (4)*KA(4))/(2*VA(4))))
)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1)}/(2*VA(1))
-(BetaOld(2)-KA(2))*(BetaOld(2)*KA(2))/(2*¥VA(2))
-(BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)FKA(3)) /(2¥VA(3))
-(BetaOld(4)-KA(4))*(BetaOld(4)*KA(4))/(2*VA(4))));
Alphad=Alphad*(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/(2*VA(1))
-(BetaOld(2)-KA(2))*(BetaOld(2)*KA(2))/(2¥VA(2))
-{BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3))/(2*VA(3))
-(BetaNew(4)-KA(4))*(BetaNew(4)*KA(4))/(2¥VA(4))))
/(exp(-(BetaOld(1)-KA(1))*(BetaOld(1)-KA(1))/ (2*VA(1))
)

_(BetaOld(2)-KA(2))*(BetaOld(2)*KA(2)) /(2*VA (2
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-(BetaOld(3)-KA(3))*(BetaOld(3)*KA(3))/(2*VA(3))
-(BetaOld(4)-KA (4))* (BetaOld (4)*KA(4))/(2*VA(4))));

Do k = 1 to &HAV;

Alphal = Alphal*(exp((XRM(k)*BetaNew(1) + XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+ X TN (k) *BetaOld(4))*Y (k)

- exp(XRM(k)*BetaNew(1)+XPA (k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaOld(4))))/
(exp((XRM(k)*BetaOld(1) -+ XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+X TN (k)*BetaOld(4))*Y (k)

- exp(XRM(k)*BetaOld(1)+XPA (k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaOld(4))));

Alpha2 = Alpha2*(exp({(XRM(k)*BetaOld(1) + XPA(k)*BetaNew(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaOld(4)}*Y (k)

- exp(XRM(k)*BetaOld(1)+XPA (k) *BetaNew(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+ X TN (k)*BetaOld(4))))/
(exp((XRM(K)*BetaOld(1) -+ XPA (k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld (3)+XTN (k) *BetaOld(4))*Y (k)

- exp(XRM (k) *BetaOld(1)-+XPA (k) *BetaOld(2) +
XPS(k)*BetaOld(3)-+XTN (k)*BetaOld(4))));

Alpha3 = Alpha3*(exp((XRM (k)*BetaOld(1) + XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaNew(3)+XTN(k)*BetaOld(4))*Y (k)

- exp(XRM(k)*BetaOld(1)+XPA (k) *BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaNew(3)+XTN(k)}*BetaOld(4))))/
(exp((XRM(k)*BetaOld(1) + XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaOld(4))*Y (k)

- exp(XRM(k)*BetaOld(1)+XPA (k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN (k)*BetaOld(4))));

Alpha4 = Alpha4*(exp((XRM(k)*BetaOld(1) + XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaNew(4))*Y (k)

- exp(XRM (k) *BetaOld(1)+XPA(k)*BetaOld(2) +
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaNew(4))))/
(exp({(XRM(k)*BetaQld(1) + XPA(k)*BetaOld(2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN (k)*BetaOld(4))*Y (k)
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- exp(XRM(k)*BetaOld(1)+XPA(k)*BetaOld (2)+
XPS(k)*BetaOld(3)+XTN(k)*BetaOld(4))));

End;

/*TESTATAAN HYVAKSYTAANKO STIRTYMAT*/
Seedil = 1985367,

Seedi2 = 878376;

Seedid = 735653;

Seedid = 835637,

TestUL = ranuni(Seedil);
TestU2 = ranuni({Seedi2);
TestU3 = ranuni(Seedi3);

TestU4 = ranuni(Seedid);

If Alphal > TestUl Then Do BetaOldl = BetaNewl, Laskuril =
Laskuril + 1;End;

If Alpha2 > TestU2 Then Do BetaOld2 = BetaNew2; Laskuri2 =
Laskuri2 -+ 1;End;

If Alpha3 > TestU3 Then Do BetaOld3 = BetaNew3; Laskuri3 =
Laskuri3 + 1;End;

If Alphad > TestU4 Then Do BetaOld4 = BetaNewd; Laskurid —
Laskuri4 4+ 1;End;

Qutput;

End;

Run;
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