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Abstract

In this study, we analyse univariate (zero-factor) time series models, specifically ARIMA(p,d,q)
models, and their ability to predict Finnish age- and gender-specific mortality rates and period
life expectancies. Recent academic studies have found that time series mortality models can
perform better in out-of-sample back tests than Lee-Carter models. Therefore, we aim to further
study the differences between (zero-factor) ARIMA models and more traditional Lee-Carter and
Lee-Miller mortality models.

Based on time series analysis, we find that the simplest ARIMA model specifications, such
as ARIMA(0,1,1) and ARIMA(1,1,1), usually have the best fit to Finnish log-mortality rates.
However, we also find that the predicted mortality rates and life expectancies (expected values)
are not very sensitive to the choice of model specification (at least when either p > 1 or ¢ > 1).
Instead, mortality rate predictions are more sensitive to the choice of time interval used for the
model fitting as the observed historical mortality trend largely drives the predicted mortality
rates too.

We compare ARIMA(0,1,1) and Lee-Miller predictions using models fitted with Finnish age-
specific mortality rates from 1955 to 2009 which leaves years 2010—2022 for out-of-sample
performance analysis. We find that ARIMA models produce more accurate mean predictions
for females, but Lee-Miller model produces more accurate mean predictions for males. In
addition, ARIMA models produce wider prediction intervals for both genders (especially at
the beginning of the forecast horizon). Therefore, qualitative analysis indicates that ARIMA
models capture the realized out-of-sample rates more often than Lee-Miller models. On the
other hand, some ARIMA prediction intervals appear to be unreasonably wide especially when
compared against the data from the COVID-19 pandemic.

We compare ARIMA(1,1,1), Lee-Miller and Lee-Carter predictions using models fitted with
Finnish age-specific mortality rates from 1960 to 2022. We observe that ARIMA models pre-
dict somewhat lower mortality rates (especially for older age groups) and therefore longer life
expectancies than Lee-Carter or Lee-Miller models. Furthermore, we observe that ARIMA
models have wider prediction intervals than Lee-Miller models but narrower than Lee-Carter
models.

We conclude that ARIMA models seem to be well suited for predicting Finnish mortality
rates and life expectancies. However, we note that there is still much room for improvement
in the (zero-factor) time series modelling framework. For example, by adding dependency
modelling between independent ARIMA models we believe that it is possible to improve the
overall performance of the models. In addition, more out-of-sample statistical testing is required
before the prediction performance of ARIMA models can be properly evaluated.
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1 Johdanto

Tassd SHV-tyossd tarkastellaan suomalaisten miesten ja naisten ikdkohtaisten kuolevuuksien
mallintamista ARIMA eli Autoregressive Integrated Moving Average -malleilla. Lisdksi téssa
tyossa tarkastellaan kuolevuusaikasarjojen tilastollisia ominaisuuksia aikasarja-analyysin nako-
kulmasta. Luotettavia kuolevuusennusteita tarvitaan vakuutusalalla esimerkiksi henkivakuu-
tusvastuiden ja elikemuotoisten vastuiden arvioimiseen. Haastetta kuolevuuden ennustamiseen
on perinteisesti tuonut kuolevuuden laskeva trendi, joka on suomalaisten miesten ja naisten
kuolevuusaikasarjoissa jatkunut vaihtelevalla vauhdilla kiytannossa yli sadan vuoden ajan (pl.
sotavuodet) aina 2020-luvun alkuun asti. Toisaalta aivan viime vuosina eli koronapandemian
aikana kuolevuus on merkittdvisti kasvanut erityisesti yli 80-vuotiaissa, miké tuo téilla hetkelld
uudenlaista epidvarmuutta kuolevuuden ennustamiseen[]

Kuolevuuden ennustamista varten on luotu useita erilaisia tilastollisia malleja. Booth ja
Tickle (2008) [2] toteavat, ettd kuolevuuden mallintaminen suoraan ARIMA-malleilla, eli ns.
nollan faktorin ARIMA-malleilla, on kuitenkin ollut suhteellisen harvinaisia. Nollan faktorin
ARIMA-mallien haasteena on mallikokonaisuuden valtava koko, silld jokainen ikdkohtainen
malli vaatii omat parametrinsa. Lisiksi ikékohtaisten kuolevuusaikasarjojen keskindinen riip-
puvuus ei tule yksiulotteisissa ARIMA-malleissa huomioiduksi, jolloin kuolevuus voi kehittya
epauskottavasti erityisesti pidemmissd ennusteissa. Kuolevuusaikasarjojen keskindinen riippu-
vuus voitaisiin huomioida moniulotteisia aikasarjamalleja kdyttaméalla, mutta tall6in mallin ko-
ko (dimensio) olisi suuri. Edelld mainittujen ongelmien takia ARIMA-malleja onkin yleensi
kiytetty vain osana kuolevuuden faktorimalleja. Faktorimalleissa ikiikohtaisten kuolevuuksien
kehitys jaetaan yhteen tai useampaan faktoriin, jolloin ajassa muuttuvien faktoreiden kehitys-
td voidaan mallintaa ARIMA-malleilla. Niin ikidkohtaisten kuolevuusennusteiden keskinfinen
riippuvuus saadaan mallinnettua ilman, ettd mallin koko paisuu liialliseksi.

Talla hetkelld yleisimpid kuolevuuden tilastollisia mallinnusmenetelmii ovat Lee-Carter -
malli (1992) [8] ja téstd pienilld muutoksilla saatava Lee-Miller -malli (2001) [9]. Malleissa
kuolevuuden kehitys jaetaan kahteen faktoriin, ikd- ja aikafaktoriin, jolloin kuolevuuden iké-
kohtaiset ennusteet saadaan muodostettua ennustamalla aikafaktorin kehitystéd tulevaisuuteen
satunnaiskulkuprosessilla (ks. luku 2.1). Suomessa Lee-Miller -malli on kédytossi esimerkiksi
Finanssivalvonnan ylldpitdméssid henkivakuutuksen K2012-referenssikuolevuusmallissa (Sirén
(2013) [|11]) sekd Tapaturma-, Liikenne- ja Potilasvakuutuskeskuksen yllipitdméssid tyGtapa-
turma, liikenne- ja potilasvakuutuksen K2021-referenssikuolevuusmallissa. Lee-Carter ja Lee-
Miller -mallien tarkemmat tekniset kuvaukset esitetdin liitteesséa

Lee-Carter -malliin liittyvissd varhaisemmassa kirjallisuudessa nollan faktorin satunnais-
kulkumalleja on jonkun verran hyodynnetty vertailukohtana Lee-Carter -mallille. Esimerkik-
si Carter ja Lee (1992) [4] vertasivat nollan faktorin satunnaiskulkuprosessilla muodostettuja
yhdysvaltalaisten miesten ja naisten elinajanodotteiden ennusteita Lee-Carter -mallilla tuo-
tettuihin ennusteisiin. Heid&n tulosten perusteella satunnaiskulkuprosessilla muodostettu en-
nuste pérjasi Lee-Carter -mallin ennustetta huonommin, kun ennustetta verrattiin toteutunei-
siin elinajanodotteisiin. Sen sijaan Bell (1997) [I] mallinsi yhdysvaltalaisten miesten ja naisten
ikdkohtaisten kuolevuuksien logaritmeja (ns. log-kuolevuutta) satunnaiskulkuprosessilla. Bellin
tulosten perusteella yksinkertainen satunnaiskulkumalli pérjisi kiytdnndssd yhtd hyvin kuo-
levuuden lyhyen aikavilin (1-—5 vuotta) ennustamisessa kuin Lee-Carter -malli. Bellin tulos
antaakin tukea sille, ettd yksinkertaisillakin aikasarjamalleilla voidaan saada vertailukelpoisia

'ks. https://www.stat.fi/uutinen /elinajanodote-laski-kuolleisuuden-selvan-kasvun-myota-vuonna-2022



kuolevuuden ennusteita aikaiseksi.

Kiinnostus nollan faktorin ARIMA-malleihin vaikuttaa hieman lisdintyneen 2010-luvun ai-
kana. Esimerkiksi Giacometti ym. (2012) [5] esittivit mallin, jossa ikdkohtaisia kuolevuuksia
mallinnetaan AR-ARCH -mallilla, jossa ARCH-termi (Autoregressive Conditional Heteroske-
dasticity) viittaa kuolevuusaikasarjan volatiliteetin ehdolliseen mallintamiseen. He sovittivat
AR-ARCH -mallin Italian kuolevuusaikasarjoihin ja vertasivat mallin tuottamaa ennustetta
Lee-Carter -mallin tuottamaan ennusteeseen kolmen peridkkiisen vuoden osalta. Vertailun pe-
rusteella AR-ARCH -mallin ennusteet olivat Lee-Carter -mallin ennusteita huomattavasti pa-
rempia. Hieman vastaavasti Syuhada ja Hakim (2021) [12] testasivat yhdysvaltalaisten miesten
ja naisten kuolevuusaikasarjojen tilastollisia ominaisuuksia ja padtyivit tdmén analyysin perus-
teella mallintamaan log-kuolevuuden muutoksia AR-ARCH ja AR-SVAR (Stochastic Volatility
Autoregressive) -malleilla. Tutkimuksessa malleilla toteutettiin kuolevuudelle VaR-riskimitan
tyyliset yhden vuoden riskimitat eli ns. "Mortality-at-Risk"” -mitat.

Lin ym. (2015) [10] vertasivat ikiikohtaisten log-kuolevuuksien AR, AR-ARCH ja AR-
GARCH -mallien (General Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) ennustekykyéd Lee-
Carter -malliin Japanin, Yhdysvaltojen ja Ison-Britannian kuolevuusaineistoilla vuosien 2001—
2009 ajalta. Kaikki mallit oli sovitettu vuosien 1950—2000 aikasarjoihin. Heiddn tulosten pe-
rusteella kaikkien aikasarjamallien ennustekyky oli Lee-Carter -mallia parempi. Liséksi aikasar-
jamallit padsdantoisesti tuottivat Lee-Carter -mallia levedmpid ja paremmin toteutuneen kuo-
levuuden kattaneita ennusteiden luottamusvileja. Valitettavasti tutkimuksessa ei kuitenkaan
vertailtu aikasarjamalleja Lee-Miller -malliin, joka olisi voinut odotetun kuolevuuden osalta
pérjitd Lee-Carter -mallia paremmin (ks. liite . Lisdksi tutkimuksessa ei vertailtu malleja
elinajanodotteiden ennusteiden nidkékulmasta. Tutkimuksen tulokset antavat kuitenkin erit-
tdin positiivisia viitteitd ARIMA-mallien potentiaalista.

Lyhyen kirjallisuuskatsauksen perusteella nollan faktorin ARIMA-mallit vaikuttavat ole-
van potentiaalisia tydkaluja kuolevuuden mallintamiseen, mutta tutkimusta aiheesta on vield
verrattain rajallisesti. Taman SHV-tyon tarkoituksena onkin tarkastella, miten yksinkertaiset
ARIMA-mallit soveltuisivat suomalaisten miesten ja naisten kuolevuuksien ja elinajanodottei-
den ennustamiseen. Tamén tyon luvussa 2 kiydédn lapi yksiulotteisten aikasarjojen ja ARTMA-
prosessien olennainen teoria seké kuvataan ARIMA-mallien valintaan, sovittamiseen ja ennus-
teisiin liittyvad teoriaa. Luvussa 3 kuvataan suomalaisten miesten ja naisten log-kuolevuuden
aikasarjojen tilastollisia ominaisuuksia, valitaan ja sovitetaan ARIMA-mallit ja toteutetaan eri
ARIMA-malleilla kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennusteet. Lisiksi luvussa 3 vertaillaan eri
ARIMA-mallien ennusteita seké keskendin ettd Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien ennusteisiin.
Luvussa 4 tiivistetddn tidmén tyon paatulokset.



2 ARIMA

ARIMA-mallien teoria kuvataan olennaisilta osin téssé luvussa. Aikasarjojen ja ARIMA-mallien
teoria esitetddn Rob J. Hyndmanin ja George Athanasopoulosin (2021) [6] aikasarjamallien kéy-
tadnndn soveltamista R:114 kisittelevin oppikirjan pohjalta sekd Peter J. Brockwellin ja Richard
A. Davisin (2002) [3] aikasarjamalleja teoreettisemmin késittelevin kirjan pohjalta.

2.1 ARIMA-prosessit

Aikasarjamalleja voidaan hyddyntéé tilanteissa, joissa stokastista prosessia {y, : t = 0, £1,£2,...}
(lyhyesti y;) mallinnetaan tilastollisesti prosessin havaittujen arvojen eli aikasarjan (y1, yo, ..., yr)
avulla, missad ¢t = 1,2, ..., T kuvaa aikasarjan havaintohetkii. Stokastisen prosessin voidaan sa-
noa olevan heikosti stationaarinen, mikali prosessin odotusarvo p on ajanhetkesta ¢ riippuma-
ton, eli E[y] = p, ja prosessin autokovarianssifunktio v, ei riipu ajanhetkistd s ja ¢ vaan
ainoastaan naiden erotuksesta h = s —t, eli Cov(ys, Yesn) = Veeen = Yo,n = Y- Koska stokasti-
sen prosessin varianssi on Var[y;] = 7o, saadaan prosessin autokorrelaatio puolestaan kaavalla
pn = Corly, ys + h] = /7. Yksinkertainen mutta hyodyllinen esimerkki heikosti stationaari-
sesta prosessista on valkoinen kohina ¢, jolle piitee Ele;] = 0, Var[e,] = o2 ja Covle,, ;] = 0.

Odotusarvolle, autokovarianssille ja autokorrelaatioille voidaan luonnollisesti laskea otoses-
timaatit. T&lloin otoskeskiarvo ¢ saadaan kaavalla

1 T
y — — E 1

otosautokovarianssi ¢, kaavalla

T—h
1 ~ _
Ch:mZ(yt_y)(yt+h_y)70§h<T (2)
t=1
ja otosautokorrelaatio r, kaavalla 7, = ¢;,/co, jota kutsutaan viipeen h suhteen esitettyni

myds otosautokorrelaatiofunktioksi. Otosautokorrelaation (1 — «)-luottamusvilille pétee ehto

j:Nl,a/z/\/T, jossa Ni_q/2 on normaalijakauman (1 — «/2)-kvantiili. Tall6in otosautokorrelaa-

tion 95%-luottamusvilin tapauksessa o = 5% ja itse luottamusvili on likimain 41, 96/v/T.
Lineaarinen MA (q)-prosessi voidaan mééritelld kaavalla

q
Yy — € —+ Z ejﬁt,j, € ~ sz(O, 02), (3)

j=1

jossa termi "iid"tarkoittaa riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia (engl.
independent and identically distributed). Toisin sanoen, MA(q)-prosessi muodostuu valkoisen
kohinan ¢, realisaatiosta hetkelld ¢ sekii ¢-méarastd prosessin menneitd havaintoja, joiden vai-
kutus prosessin y; arvoon méadrdytyy kertoimien 6;,7 = 1, ..., ¢ perusteella. Vastaavasti AR(p)-
prosessi voidaan méadaritella kaavalla

p
Y = Z Gillp—i + €, €64 ~ iid(oa 02)7 (4)

=1



eli prosessi muodostuu valkoisen kohinan realisaatiosta sekd p-madrasta prosessin y; menneita
realisaatioita, joiden vaikutus arvoon y; madraytyy kertoimien ¢;,7 = 1, ..., p perusteella. Luon-
nollisesti ARMA (p,q)-prosessi méaritellddn edelld kuvattujen prosessien yhdistelméné, jolloin
ARMA (p,q)-prosessia kuvaava yhtilé on muotoa

p q
Y= Z iYr—i + Zejet—j + €, € ~ iid(0,07). (5)
=1 =1

ARMA-prosesseja voidaan esittdd myos niin sanotun viivistysoperaattorin B avulla. Vii-
vistysoperaattori médritelladn prosessille x; yhtalolla Bx; = x;_q, jolloin induktiivisesti pé-
tee myds BFz; = x; ;. Viiviistysoperaattorin avulla esimerkiksi ARMA(1,1)-prosessi, ts. y; =
Y1 + b€ 1 + €, voidaan kuvata yhtdlolld (1 — Bo)y, = (1 + B)e;. Yleisemmin ARMA (p,q)-
prosessi voidaan viivistysoperaattorin avulla kuvata yhtalolla

(1 — zp: gbiB’) Y, = (1 + ijajBﬂ') €. (6)

Edella kuvatut AR-, MA-, ja ARMA-prosessit ovat heikosti stationaarisia prosesseja, eli niil-
14 ei voida mallintaa esimerkiksi trendin sisaltdvia aikasarjoja. Trendin omaavia, tai yleisem-
min epédstationaarisia aikasarjoja voidaan kuitenkin késitelld stationaaristen aikasarjojen me-
netelmilld poistamalla muunnoksilla alkuperiisen aikasarjan epistationaarisuus. Kaytanndssa
yleisin sovellettava muunnos on alkuperiisen aikasarjan muuttaminen muutosaikasarjaksi, ts.
v — yi—1 = (1 — B)y;. Alkuperéiisesté aikasarjasta voidaan ottaa muutos useamman kuin yhden
kerran, jos yhden kerran otettu muutos ei riitd muuntamaan alkuperéistd aikasarjaa stationaa-
riseksi. Useasti otettu muutos voidaan esittiii notaatiolla (1 — B)%y;, jossa muutos on otettu
d-kertaa. Kaytannossa stokastista prosessia y; sanotaan astetta d olevaksi integroituneeksi pro-
sessiksi eli I(d)—prosessiksi, jos d-kertaa otetun muutoksen jalkeen prosessi on (asymptoottisesti)
stationaarinen, mutta (d — 1)-kertaa otetun muutoksen jilkeen ei.

Yleinen esimerkki I(1)-prosessista on satunnaiskulku, jota voidaan kuvata yhtalolla y, —
Y1 = C+ €, jossa € ~ 1id(0,0?). Perikkiisilli sijoituksilla voidaan niyttdé, etté prosessi y;

seuraa talloin yhtaloa
t

yt:y0+ct+26j,t:1,2,..., (7)

J=1

jossa vakio ¢ kuvaa prosessin ¥, deterministisen trendin kulmakerrointa ja 22:1 €; stokastista
heiluntaa deterministisen trendin ympérilld. Prosessin y; odotusarvoksi saadaan E|y,] = yo+ct,

varianssiksi Var|y] = Var[zz.zl ¢;] = o*t ja autokorrelaatioksi Cor[y, yin] = 1/(v/(1 + h/t),
eli prosessin arvot riippuvat ajanhetkestd ¢ (ts. satunnaiskulkuprosessi on selvisti epéstationaa-
rinen prosessi).

Yhdistdmalla I(d)-prosessi ARMA (p,q)-prosessiin saadaan muodostettua ARIMA (p,d,q)-
prosessi, jota voidaan kuvata yhtalolla

(1 — zp: qﬁiBZ) (1— B)%y, = (1 + ijeij) €+ . (8)

=1

Esimerkiksi ARIMA(1,1,1)-prosessin yhtdlo on talloin muotoa
Yo — Y1 = G(Ys—1 — Ye—2) + 06,1+ € + (9)
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Vakiotermin ¢ arvolla ja muutosten maaralld eli d:n arvolla on ARIMA-prosessin kululle merkit-
tavid vaikutus. Seuraavassa listassa esitelliin ARIMA(p,d,q)-prosessien kulkuja d:n vaihdellessa
nollan ja yhden vililla ja c¢:n ollessa nolla tai nollasta poikkeava.

e Jos ¢ =0 ja d = 0, niin stationaarinen prosessi heiluu nollan ympérilla.

e Jos ¢ # 0 ja d = 0, niin stationaarinen prosessi heiluu nollasta poikkeavan keskiarvon ¢
ympaérilla.

e Jos ¢ =0 ja d =1, niin prosessi on epdstationaarinen, mutta ei osoita selvdd trendié.

e Jos ¢ # (0 ja d = 1, niin prosessilla on lineaarinen trendi ct, jonka ympérilla prosessi heiluu
satunnaisesti.

Liitteen [F| kuvassa [10] esitetdén edelld kuvattujen eri ARIMA-prosessien simuloituja kulkuja.

2.2 ARIMA-mallin valinta ja sovittaminen

Sopivaa ARIMA-mallin spesifikaatiota (eli pin, d:n ja ¢:n arvoja) valittaessa ensimméisené
haasteena on yleensi 16ytad I(d)-prosessin d:n arvo. Kadytannossi téssi tyossd rajoitutaan ti-
lanteisiin, joissa d on joko 1 tai 0. Prosessin I(d) testaamisessa olennaisessa osassa ovat tilastol-
liset yksikkojuuritestit. Yksikkojuurien ideasta voidaan lyhyesti todeta, ettd mikali i, ~ AR(p)
ja prosessilla y; ei ole yksikkojuuria, on g talloin asymptoottisesti stationaarinen prosessi ja
d = 0. Sen sijaan yksikkdjuuren olemassaolo viittaa siihen, etté prosessi y; tarvitsee muuntaa
muutosprosessiksi (1 — B)y; = Ay, eli d = 1.

Yksikkojuuren olemassaoloa voidaan testata useiden erilaisten tilastollisten testien avul-
la. Néistd yleisin on taydennetty Dickey-Fuller -testi (engl. Augmented Dickey-Fuller, lyhyesti
ADF) E] Testin nollahypoteesina on yksikkdjuuren olemassaolo ja vastahypoteesina aikasarjan
stationaarisuus tai stationaarisuus trendin suhteen. Toisin sanoen, jos testin nollahypoteesi
jda voimaan, testattu aikasarja sisiltdd yksikkdjuuren ja AR-malli tulee perustaa aikasarjan
muutoksille. Toinen yleinen yksikkéjuuritesti on Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin-testi (ly-
hyesti KPSS) [7], jossa nollahypoteesina on testatun aikasarjan stationaarisuus. Toisin kuin
ADF-testissi, pienet p-arvot KPSS-testissi viittaavat tarpeeseen muuntaa testattu aikasarja
muutosaikasarjaksi[]

MA- ja AR-prosessien sopivuutta ja spesifikaatioita (ts. ¢:n ja p:n arvoja) voidaan arvioida
autokorrelaatiofunktioiden avulla, kun d:n arvo tiedetdin. Otosautokorrelaatioiden liséksi ai-
kasarjoista voidaan estimoida osittaisautokorrelaatiot, jotka mittaavat arvon ¥, ja arvon y,_j
vélistd riippuvuutta puhdistettuna muiden viipeiden (t.s. 1,2,...,h — 1) tuomista vaikutuksis-
ta. AR(p)-prosessin osittaisautokorrelaatiolle voidaan nayttaa patevin, ettd jos y, ~ AR(p),
niin osittaisautokorrelaatio viipeelle p on AR(p)-prosessin parametrin ¢, suuruinen ja ¢; = 0,
kun ¢ > p. Otosautokorrelaatioiden tapaan myos estimoitujen osittaisautokorrelaatioiden luot-
tamusvélit ovat muotoa £Ni_,/2/ VT. Autokorrelaatiofunktioiden avulla tehtivii analyysia
voidaan tiivistda seuraavien ehtojen avulla:

e Mikili otosautokorrelaatiofunktiossa on selvé katkos viipeen ¢ kohdalla ja osittaisautokor-
relaatiofunktio on vaimeneva tai siniaaltoinen, viittaavat autokorrelaatiofunktiot MA(q)-
prosessiin.

2Ks. https://www.rdocumentation.org/packages/aTSA /versions/3.1.2/topics/adf.test.
3Ks. https://www.rdocumentation.org/packages /tseries /versions/0.10-54 /topics /kpss.test



e Mikaili osittaisautokorrelaatiofunktiossa on selvi katkos viipeen p kohdalla ja otosautokor-
relaatiofunktio on vaimeneva tai siniaaltoinen, viittaavat autokorrelaatiofunktiot AR(p)-
prosessiin.

Liitteen [F] kuvassa [11] esitellaéin simuloidun MA(1)-, AR(3)- ja ARMA(3,1)-prosessin otosauto-
korrelaatio- ja osittaisautokorrelaatiofunktiot.

Estimoidut autokorrelaatiofunktiot voivat olla hyodyllisia tyokaluja sopivan AR- ja MA-
spesifikaation etsimisessd, mutta eivdt kuitenkaan aina riittdvid. Erityisesti ARMA-prosessi
tuottaa haasteita, silli autokorrelaatiofunktioiden perusteella ei ARMA-prosessin tapauksessa
aina voida suoraan péételld p:n ja ¢:n arvoja (ks. liitteen [F] kuva [11)). Témén takia erds hyo-
dyllinen keino eri ARMA-spesifikaatioiden vertailussa onkin informaatiokriteerien kiyttaminen.
Tunnettuja informaatiokriteereité ovat esimerkiksi Akaiken informaatiokriteeri (Iyhyesti AIC)
ja korjattu AIC (lyhyesti AICc), joista jalkimméinen rankaisee liian usean parametrin kiytta-
misestd erityisesti, kun mallinnettava aikasarja on lyhyt. ARIMA-malleille AIC:n mééritelma
on

AIC = —2log(L) +2(p+q+ k +q), (10)

ja AICc:n méiritelmé on

p+q+k+1)(p+g+k+2)

2
AlCe = Al 11
Cc C+ A — , (11)

jossa k=0 kun ¢ =0, tai k = 1 kun ¢ # 0, L on ARIMA-mallin uskottavuusfunktio ja log(-)
viittaa luonnolliseen logaritmiin.

Virhetermin ¢; normaalisuusoletuksen alla (ts. ¢, ~ nid(0,0?)) voidaan ndyttid, etti jos
y; ~ ARMA(p,q), niin téillsin vektorille y = (yi,...,yr)" pitee, etti y ~ N(0,0°X), jossa
T x T kovarianssimatriisi ¥ riippuu parametrivektorista 8 = (¢1, ..., ¢p, 01, ...,0,) . Télloin
ARMA-mallin uskottavuusfunktio saadaan multinormaalijakauman tiheysfunktion perusteella
muotoon

exp(—5zy' 2(8)"'y)
V@m)To[Z(B)]

ARMA-mallin parametrit 8 (ja o) voidaan téten estimoida kdyttden suurimman uskottavuuden
menetelméd (engl. Mazimum likelihood method) eli etsimélla parametriavaruudesta se paramet-
rivektori 8%, joka maksimoi uskottavuusfunktion havaitulla aikasarjalla. Taten on ilmeisté, etté
mité pienempi informaatiokriteerin AIC tai AICc arvo on, sita paremmin kyseinen ARMA (p,q)-
mallin spesifikaatio sopii dataan. ARIMA-mallien parametrien tekniseen estimoimiseen ei tassa
tyossd paneuduta tdméan enempéd, vaan lukijaa kehotetaan tutustumaan esimerkiksi Brockwel-
lin ja Davisin (2002) [3] kirjan lukuun 5.2 aiheen osalta.

ARIMA-mallin sovittamisen jélkeen mallin sopivuutta voidaan tarkastella tutkimalla empii-
risten residuaalien eli todellisten aikasarjan havaintojen 1, ja sovitetulla ARIMA-mallilla esti-
moitujen havaintojen j; arvojen erotusta, ts. ¢ = ¥ — y;. Kdytannossa havaittujen residuaalien
tulisi vasta teoreettisten residuaalien oletuksia, eli olla normaalijakauteneita ja riippumattomia
odotusarvolla 0 ja varianssilla o2. Jos sovitetun mallin residuaalit eiviit noudata residuaalien
teoreettisia ominaisuuksia, on ARIMA-mallin sopivuus dataan kyseenalainen.

Téassa tyossa keskitytdan erityisesti residuaalien autokorrelaatioiden eli riippumattomuuden
toteutumisen tarkasteluun. Estimoitujen autokorrelaatioiden merkittavyytta voidaan arvioida

L(B,0%y) = (12)



Ljung-Box -testilld (lyhyesti LB-testi). Testi nojaa oletukseen, jonka mukaan otosautokorrelaa-
tiovektori (71, ..., 7g) on asymptoottisesti multinormaalijakautunut N(0,1/T'), jossaI on H x H
yksikkématriisi. Tamén nojalla voidaan muodostaa LB-testisuure

H 2
r
=T(T+2)> 1% 13
QLB ( +)h1T_h XH (13)
Ljung-Boxin testin nollahypoteesina on, ettd p; = ... = py = 0, eli aikasarja on autokorreloi-

maton, kun taas vastahypoteesina on, ettid aikasarja on autokorreloitunut.

Kéytannossa LB-testilli testataan havaitun aikasarjan (yi, ..., yr) lineaarista riippuvuutta.
Epélineaarista riippuvuutta voidaan sen sijaan testata ottamalla LB-testi neliityjen havain-
tojen aikasarjasta (y, ...,y%). ARIMA-mallin sopivuutta eli residuaalien (€y, ..., é7) lineaarista
riippumattomuutta testattaessa LB-testisuuretta verrataan X%ppfq jakaumaan, kun taas ne-
lidityjen residuaalien tapauksessa verrattava jakauma on edelleen x?,. Mikili testien perusteella
mallin residuaalien todetaan olevan lineaarisesti riippumattomia mutta epélineaarisesti kuiten-
kin riippuvia, tarkoittaa tdmaé sité, etteivit residuaalit myoskdin toteuta normaalijakautunei-
suuden oletusta.

2.3 ARIMA-malleilla ennustaminen

Seuraavassa kuvataan prosessin y; ennustamisen yleiset periaatteet ARIMA(p,1,q)-mallille.
Kaytannossid ennuste tehdiddn ensin muutosprosessille Ay;, jonka perusteella lasketaan puoles-
taan alkuperdisen y;-prosessin ennuste. ARIMA((p,0,q)-mallin ennusteprosessi noudattaa kiy-
tdnnossd samoja periaatteita, mutta suoraan y-prosessille ennustettuna. Ennustamisen ta-
voitteena on ennustee prosessin y; tulevaa arvoa periodilla 1"+ h, eli prosessin y; periodin
T + h ehdollista odotusarvoa hetken T' tiedoilla. Ennustetta merkitddn lyhyesti notaatiolla
gT+h|T = E['!/TJrh’T]-

Ennustamista varten ARIMA(p,1,q)-mallin (p,¢ > 1) yht&lo kirjoitetaan muutosprosessille
Ay, ARMA(p,q)-mallin muodossa, jolloin

P q
Ay =Y ¢y i+ Y e j+e+e, (14)
i=1 j=1

jossa €; ~ nid(0, 0?) eli oletuksena on residuaalien riippumattomuus ja normaalijakautuneisuus.
Talléin muutosprosessin yhden periodin ennuste saadaan yhtalosta

p q
Ajryr =Y ¢idyrii + Y 0iér_j +ec. (15)

i=1 j=1

Ennusteyhtild saadaan tdhdn muotoon, koska prosessin y; ja tédten prosessin Ay, arvot ovat
periodiin 7' asti tunnettuja, residuaaliprosessin ¢; ehdollinen odotusarvo hetkelli 7"+ 1 on
nolla (ts. Eler+1|T] = 0) ja residuaalien menneet arvot ovat havaittujen residuaalien ¢, mu-
kaisia. Luonnollisesti prosessin g; hetken 7" + 1 mukainen ennuste saadaan talloin yhtédlosta
Y7417 = Y7 + AYriqr eli viimeisen havaitun arvon ja ennustetun muutoksen vélisend summa-
na. Esimerkiksi ARIMA(1,1,1)-prosessin ensimmaéisen periodin ennusteen yht&lé on gy =
quAyT + 0€T +c+ Yyr.



Jatkettaessa ennusteprosessia eteenpiin periodille 7'+ 2 muutosprosessin ennusteyhtilo saa-
daan muotoon

p q
Afrar = Gi8Jriar + Y 6idyriva + > Oiér o+, (16)

=2 j=2

jossa p > 2 ja q > 2. Periodin T + 2 ennusteyhtilossd MA-prosessin summa saadaan esitettyyn
muotoonsa, silli Fler o|T] = Eler,1|T] = 0. Toisaalta AR-prosessin osassa periodin T + 1
ennuste Agryir otetaan periodin 7' + 2 ennusteen muodostamiseen mukaan. Néin jatkaen
ennusteprosessia h-periodin verran eteenpéin, paddytdin lopulta tilanteeseen, jossa p < h ja
q < h. Talloin ennusteyhtilé muodostuu pelkiistddn prosessin aiempien periodien ennusteista
sekd vakiotermista ¢, jolloin ennusteyhtilé saadaan muotoon

P
Afrnr = Z & AYrn—iiT + C. (17)
i=1
Luonnollisesti prosessin y; ennusteelle pétee yleisesti, etta gy pr = Gron—1r+A¥rsnr, kun h >
1. Esimerkiksi ARIMA(1,1,1)-mallin toisen periodin ennusteyhtilé saadaan muotoon §r o =
PAYri1yr + ¢+ Yraayr ja kolmannen periodin grysr = ¢AGrior + ¢ + Yoo ﬁ
Edella esitettyja ennusteyhtiloitd voidaan luonnollisesti laajentaa siten, etté periodin 7+ h
ennusteyhtdloon sijoitetaan iteratiivisesti edeltdvien periodin ennusteyhtilot. Téasta esitysta-
vasta on hyoty4 erityisesti mallin ARMA-osan késittelyssd. Esimerkiksi ARMA(1,1)-mallin en-
nusteelle patee (kun h > 2)

AgT+h|T = ¢AQT+h—1\T +c= ¢hA'yT + ¢h7106T + ¢h710 + c. (18)

Mikéili parametrille ¢ pétee |¢| < 1 (ts. prosessi on stationaarinen), niin kerroin ¢" (ja ¢"~!)
ldhestyy nollaa ennustehorisontin i kasvaessa. Toisin sanoen, ARMA(1,1)-mallin ennuste muut-
tuu vakioksi ¢ ennustehorisontin h kasvaessa tarpeeksi suureksi, ts. Agrop,r &~ ¢, jolloin
ARIMA(1,1,1)-mallin ennusteyhtélélle péatee §ripr = ¢+ Jryp_1r. Kéytinnossi voidaan néyt-
tad, ettdi ARMA-prosessin ollessa stationaarinen ennusteen asettuminen vakiouralle yleistyy
kaikille ARMA(p,q)—spesiﬁkaatioille.ﬁ Karkeasti voidaan sanoa, ettd ennusteen vakiouran saa-
vuttamisessa kestdd sitd pidempéén, mitd suurempia p:n ja ¢:n arvot ovat (toki riippuen myos
itse parametrien numeerisista arvoista). Téatd ilmiota kuvataan esimerkiksi liitteen [F| kuvassa
12]

Kaikkien ARIMA-mallien tapauksessa ennusteen ensimmaiisen periodin luottamusvali on
vield yksinkertaisesti méariteltavissd ja muotoa g1y &= 0 Ni_q/2, jossa Ni_q/2 on normaalija-
kauman (1 — a;/2)-kvantiili ja 6 on havaittujen residuaalien €, keskihajonta. Sen sijaan pidem-
pien (h > 2) ennusteiden luottamusvélien kaavat riippuvat ARIMA-mallin spesifikaatiosta eli
p:n ja ¢:n arvoista, joten tarkkojen kaavojen esittiminen ei ole yhté suoraviivaista. Kaytannos-
sd ARIMA-mallien ennusteiden luottamusvélit levenevit ennustehorisontin h kasvaessa, mikali
d > 1. Jos sen sijaan d = 0, niin luottamusvilit konvergoituvat saman suuruisiksi ennusteho-
risontin A kasvaessa tarpeeksi suureksi. Ennusteiden luottamusvileja tarkastellaan tarkemmin
liitteesss Bl

4ARIMA-malli voidaan médritells myds siten, ettd joko p = 0 tai ¢ = 0, jolloin myds ennusteyhtilét ovat
yksinkertaisempia. Esimerkiksi ARIMA(0,1,1)-mallin ensimméisen periodin ennusteyhtdlé on §r417 = Oér +
¢+ yr ja toisesta periodista (h > 2) alkaen ennusteyht&lo on muotoa §rypr = €+ Jrirn—17, eli edeltiviin
periodiin ndhden ennuste muuttuu vain deterministisen lineaarisen trendin kulmakertoimen ¢ verran.

Ks. Brockwell ja Davis (2002) [3] luku 3.1 ARMA-prosessien stationaarisuuden ehtoihin liittyen.




3 Kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennustaminen
ARIMA-malleilla

Tassé tyossd suomalaisten miesten ja naisten ikdkohtaisia kuolevuuksia ennustetaan ARIMA-
malleilla. Mallien pohjalla kiytetaan Human Mortality Database -tietokannan (lyhyesti HMD)
tasoitettua periodikuolevuusaineistoa (ns. Life tables).ﬂ Aineistoa kuvataan tarkemmin liittees-
s [A] ja HMD:n metodiprotokollassa (Wilmoth ym. (2021) [13]). Tilastollisessa aineiston ana-
lysoimisessa sekéd varsinaisessa mallintamisessa kiytetddn R-ohjelmistoa ja erityisesti Rob J.
Hyndmanin forecast-pakettia ARIMA-mallien osalta]

Viestokuolevuuden ennustaminen toteutetaan siten, ettda HMD-tietokannasta kerdttyihin
tasoitettuihin log-kuolevuusaikasarjoihin sovitetaan omat ARIMA-mallit ikiikohtaisesti erik-
seen sekd miehilld etta naisille.ﬁ Toisin sanoen, log(m,;) ~ ARIMA(p,d,q), jossa m,,; on
a-ikdisen michen tai naisen keskikuolevuus vuonna ¢, log(-) on luonnollinen logaritmi ja z =
0,1,2,..., 1104, jossa ikd 110+ sisaltad kaikki yli 109-vuotiaat. Aikasarjamallit sovitetaan siten,
ettd ARIMA-mallien spesifikaatiot (ts. p,d ja ¢) ovat samoja kaikille kuolevuusaikasarjoille,
mutta parametrien (¢, 0, o ja ¢) arvot vaihtelevat aikasarjakohtaisesti. Elinajanodotteiden en-
nusteet lasketaan puolestaan kuolevuuden ennusteiden pohjalta periodiaineistosta liitteiden [A]
ja [D] mukaisesti. Kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennusteet toteutetaan mallien soviteaika-
vilin lopusta 1&htien useaksi vuodeksi eteenpdin (ts. h > 2).

3.1 ARIMA-spesifikaation valinta

Kuten luvussa 2.2 kuvattiin, aikasarjamallintamisen alussa on olennaista hahmottaa ARIMA-
mallin spesifikaatio eli p:n, d:n ja ¢:n arvot. Ensimmaéisessad vaiheessa ilmeinen tapa tutkia so-
pivaa d:n arvoa on tarkastella itse mallinnettavien aikasarjojen kuvaajia. Aikasarjojen tarkas-
teluviliksi valitaan vuodet 19502022 (muutokset 1951-—2022)} Koska aikasarjoja on téssi
tapauksessa yli kaksisataa, kuvassa [l| esitetddn esimerkinomaisesti log-kuolevuuden seka log-
kuolevuuden muutosten aikasarjat vain muutamille eri ikdisille miehille ja naisille. Kuvan pe-
rusteella havaitaan, ettd log-kuolevuuden esimerkkiaikasarjat eivit selvistikdin ole stationaari-
sia, silld molempien aikasarjojen kiyttaytyminen muistuttaa yksikkdjuuren sisaltavai prosessia.
Sen sijaan muutosaikasarjat vaikuttavat silmidmaééraisesti tarkasteltuina stationaarisilta. Namé
havainnot viittaavat siithen, ettd ainakin esimerkkiaikasarjojen osalta d:n arvon tulisi olla 1.

Aikasarjojen yksikkojuuren olemassaoloa testataan tilastollisesti kiyttdmalla ADF-testia.
ADF-testien aikasarjakohtaisten tulosten perusteella havaitaan, ettd log-kuolevuuden ADF-
testin nollahypoteesi eli yksikkdjuuri jid padsaantoisesti voimaan viiden prosentin luottamus-
tasolla, vaikka satunnaisia poikkeuksia esiintyykin erityisesti alle 30-vuotiaissa. Sen sijaan muu-
tosaikasarjojen ADF-testien nollahypoteesit padsadntoisesti kumoutuvat, joten testien tulokset
antavat selvidd tukea sille, etté yleisessd ARIMA-mallin spesifikaatiossa d:n tulisi olla 1. Liitteen
kuvassa (13| esitellain ADF-testien tuloksia (p-arvoja) tarkemmin.

ADF-testien tulosten perusteella lineaarisen ja epélineaarisen riippuvuuden LB-testit teh-

Shttps://www.mortality.org/Country /Country?cntr=FIN

Thttps://github.com/robjhyndman /forecast

8 Analysoitavia aikasarjoja sekd sovitettavia ARIMA-malleja on yhteensi 222 kappaletta.

9Tilastolliseen tarkasteluun on valittu kiiytinnossi sotien jilkeiset vuodet. Aikasarjojen tilastolliset omi-
naisuudet eivit kuitenkaan muutu merkittivisti, vaikka aineiston alku- tai loppupéddsti jatettdisiin muutamia
vuosia pois.



déan log-kuolevuuden muutosaikasarjoille. Testien perusteella suurimmassa osassa aikasarjoja
havaitaan tilastollisesti merkitsevaa lineaarista riippuvuutta viiden prosentin luottamustasol-
la, joskin joitakin poikkeuksia myos loytyy. Sen sijaan nelididyissa aikasarjoissa tilastollisesti
merkitsevad autokorreloituneisuutta havaitaan harvemmin, joten epélineaarinen riippuvuus ei
vaikuta olevan sarjoissa yht# vahvaa kuin lineaarinen['”] Testien tulokset antavatkin tukea sille,
ettd log-kuolevuuden muutoksia voidaan mallintaa ARMA-malleilla. LB-testien tuloksia esitel-
laan tarkemmin liitteen [E] kuvassa [14l

v o]
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3 i — 60-vuotias mies ‘?I g
— E o |
- [fe] = =
= = 7 =}
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Kuva 1: 50- ja 60-vuotiaiden miesten sekd 80- ja 90-vuotiaiden naisten log-kuolevuuden ja log-
kuolevuuden muutosten aikasarjat 1950-luvulta alkaen.

Tilastollisesti merkitsevin autokorreloituneisuuden olemassaolo aikasarjoissa ei riitd viela
ratkaisemaan ARMA-mallin spesifikaatiota eli p:n ja ¢:n arvoja. Tatd varten tarkastellaan log-
kuolevuuden muutosten autokorrelaatiofunktioita. Koska mallinnettavia aikasarjoja on useita
ja tavoitteena on 16ytédd kaikille sarjoille yhteinen ARMA-spesifikaatio, esitetdén liitteen [F] ku-
vassa [15| ikdkohtaisista autokorrelaatiofunktioista lasketut keskiméaraiset otos- ja osittaisauto-
korrelaatiofunktiot miehille ja naisille. Keskiméaaraisten autokorrelaatiofunktioiden perusteella
havaitaan, ettd yksinkertainen ARMA(0,1)-spesifikaatio saa vahvaa tukea, silli sekd miesten

YEpéilineaarinen eli nelidityjen log-kuolevuuden muutosten tilastollinen riippumattomuus useiden aikasarjo-
jen tapauksessa tarkoittaa sité, ettd ehdollisen varianssin GARCH-mallin kiytt6 ei saa varauksetonta tukea
(pl. n. 90-vuotiaat ja vanhemmat naiset, joilla havaitaan tilastollisesti merkitsevaa epélineaarista riippuvuutta).
Toisaalta GARCH-malli vaikuttaisikin kuolevuusennusteissa ldhinné ennusteiden luottamusvileihin.
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ettd naisten otosautokorrelaatiofunktioissa on selvit katkokset viipeen 1 kohdalla ja molemmat
osittaisautokorrelaatiofunktiot ovat vaimenevia.

Sopivan ARIMA-mallin spesifikaation valinta eri aikasarjoille voidaan automatisoida kaytté-
maélld R:n forecast paketin auto.arima -funktiota, jonka algoritmi kuvataan tarkemmin Hyndma-
nin ja Athanasopoulosin (2021) [6] kirjan luvussa 9.7["] Lyhyesti funktion kiyttdmai algoritmia
voidaan kuvata siten, etti ensin valitaan sopivin d:n arvo (0, 1 tai 2) toistetuilla KPSS-testeill4,
jonka jélkeen p:n ja g:n arvot valitaan eri ARIMA-spesifikaatioiden informaatiokriteereité ver-
tailemalla.

Tassa tyossd auto.arima -funktion avulla etsitddn jokaiselle log-kuolevuusaikasarjalle sopi-
vin ARIMA-spesifikaatio. Kaikkiaan miehille tulee valituksi seitseméntoista ja naisilla kahdek-
santoista erilaista spesifikaatiota. Useimmiten sopivimpia ovat suhteellisen yksinkertaiset spe-
sifikaatiot, joissa d = 1. Selvésti yleisin spesifikaatio on ARIMA(0,1,1), joka sopii parhaiten
noin puolelle aikasarjoista. Saatu tulos on tdten linjassa keskimé#iriisten autokorrelaatiofunk-
tioiden tulosten kanssa. Toiseksi yleisin valittu malli on ARIMA(1,1,1), joka on sopivin noin
kolmellekymmenelle aikasarjalle. Tarkemmin auto.arima -funktiolla saatuja tuloksia kuvataan
sukupuolittain eriteltyné liitteen [F] kuvassa

Valitun ARIMA-spesifikaation sopivuutta tarkastellaan sovittamalla sama spesifikaatio kaik-
kiin log-kuolevuuden aikasarjoihin ja testaamalla sovitettujen mallien residuaaliaikasarjojen li-
neaarista ja epilineaarista riippuvuutta LB-testeilld. Testien tulokset ARIMA(0,1,1)-mallille
esitetédn liitteen [F] kuvassa [17] ja residuaalien keskiméériiset autokorrelaatiofunktiot esitetdin
liitteen [F| kuvassa . Tulosten perusteella ARIMA(0,1,1)-spesifikaation residuaaliaikasarjoissa
el padsdantoisesti ole havaittavissa tilastollisesti merkitsevié lineaarista tai epélineaarista auto-
korreloituneisuutta, joten ARIMA(0,1,1)-malli vaikuttaa useimmissa tapauksissa olevan riitta-
vd mallintamaan log-kuolevuuden aikasarjoja. Toisaalta myos poikkeavia testituloksia saadaan
erityisesi noin 20-vuotiaissa ja sitd nuoremmissa ikiluokissa, joille ARIMA(0,1,1)-spesifikaatio
ei vaikuta tiiysin optimaaliselta mallilta[”?] Residuaalien LB-testien tulokset ovat olennaisesti
samoja myos ARIMA(1,1,1)-mallille.

Edeltava aikasarja-analyysi osoittaa, ettei kuolevuuden aikasarjoille 16ydy yhtd yhteista ja
optimaalista ARIMA-spesifikaatiota. Analyysien perusteella kuolevuuden ennusteet kannattaa
kuitenkin toteuttaa ainakin yleisimmilla eli ARIMA(0,1,1)- ja ARIMA(1,1,1)-spesifikaatioilla.
Vertailun vuoksi kuolevuuden ennusteet toteutetaan kuitenkin myos ARIMA(2,1,2)-spesifikaa-
tiolla. Kyseinen malli tulee auto.arima -funktion perusteella valituksi vain muutamia kertoja
sopivimmaksi ARIMA-spesifikaatioiksi, mutta liitteen |F| kuvan [16] (oikea puoli) perusteella ky-
seisen mallin AICc-arvot ovat padsddntoisesti vield suhteellisen hyvélla tasolla. Tastd syysta
ARIMA(2,1,2)-spesifikaatiota kiytetain esimerkkind hieman isomman ARIMA-mallin ominai-
suuksista.

3.2 Ennusteet eri ARIMA-spesifikaatioilla

Téassd luvussa toteutetaan kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennusteet luvussa 3.1 valituil-
la ARIMA(0,1,1)-, ARIMA(1,1,1)- ja ARIMA(2,1,2)-spesifikaatioilla. ARIMA-mallien spesifi-
kaatioiden vertailun lisdksi tdssd luvussa testataan mallien sovittamisessa kiytettdvin aikavéa-
lin vaikutusta kuolevuuden ennusteisiin. Kéytdnnossd mallien sovittaminen toteutetaan R:n

Hhttps://www.rdocumentation.org/packages /forecast /versions/8.21.1/topics/auto.arima
12¥leisesti voidaan todeta, etti ARIMA-mallit sopivat huonoiten juuri nuorempien (n. 30-vuotiaat ja nuo-
remmat) ikdluokkien kuolevuuksien mallintamiseen.
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forecast-paketin Arima-funktiolla| ja ennustaminen saman paketin forecast-funktiolla[”]|

Kuvassa [2[ ndhd&dn, miten ARIMA(1,1,1)-mallin sovittamisessa kiytettdva aikavili vai-
kuttaa kuolevuuden ennusteisiin 65-vuotiaiden miesten ja 90-vuotiaiden naisten tapauksis-
sa. Erityisesti 65-vuotiaiden miesten tapauksessa havaitaan, ettd vuosille 1970—2022 sovitet-
tu ARIMA-malli ennustaa alhaisempaa kuolevuutta kuin vuosille 1950—2022 sovitettu malli.
Syy tdhin eroon on vuosina 1970—1990 tapahtuvassa kuolevuuden jyrkissi pienenemisessé,
jonka vaikutus korostuu 1970-vuodesta sovitetuissa malleissa (ts. trendiparametrista ¢ tulee
voimakkaampi erityisesti miehilld). Toisaalta 1950-vuodesta sovitettujen mallien ennusteiden
luottamusvéleista tulee leveampid kuin 1970-vuodesta sovitetuilla malleilla. Tama johtuu sii-
té, ettd 50- ja 60-luvuilla kuolevuuden ARIMA-mallista poikkeava vaihtelu on ollut suurempaa
kuin myohempinad vuosikymmenind, joten residuaalien keskihajontoihin pohjautuvista ennus-
teen luottamusvaleistd tulee levedmpia.

Sovitteen aloituksen vaikutus ennusteeseen, ARIMA(1,1,1) Sovitteen aloituksen vaikutus ennusteeseen, ARIMA(1,1,1)
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Kuva 2: ARIMA-mallin sovitteen aloitusvuoden vaikutus ennusteeseen, 65-vuotiaat miehet ja
90-vuotiaat naiset.

Kuvassa [3] esitetddn ennusteet samoille 65-vuotiaiden miesten ja 90-vuotiaiden naisten aika-
sarjoille, mutta toteutettuna ARIMA(0,1,1)- ja ARIMA(2,1,2)-spesifikaatioilla. Kuvasta havai-
taan, ettd spesifikaatioiden tuottamat kuolevuuden ennusteet ovat suhteellisen ldhelld toisiaan,
joskin erityisesti 90-vuotiaiden naisten tapauksessa ARIMA(2,1,2)-ennuste heiluu ennustehori-
sontin alussa hieman enemmin kuin ARIMA(0,1,1)-ennuste[""] Ennusteen heilunta noudattaa
luvussa 2.3 ja liitteen [F] kuvassa kuvattua mallien kiyttidytymisti, jonka mukaan useas-
ta menneestd havainnosta riippuvan ARIMA-spesifikaation ennusteella kestdd pidempéédn saa-
vuttaa vakioura kuin pienemmén ARIMA-spesifikaation ennusteella. ARIMA(2,1,2)-ennusteen

Bhttps://www.rdocumentation.org/packages /forecast /versions/8.21.1 /topics/Arima

Mhttps://www.rdocumentation.org/packages/forecast /versions /8.4 /topics/forecast

5Eri ARIMA-spesifikaatioiden ennusteiden luottamusvileissi vaikuttaa olevan enemmén eroja kuin ennustei-
den odotusarvoissa (vertaa erityisesti 90-vuotiaiden naisten ARIMA(1,1,1)- ja ARIMA(0,1,1)-ennusteita). Timé
johtuu osaltaan siita, ettd spesifikaatioiden sopivuus ikikohtaisiin kuolevuusaikasarjoihin vaihtelee, jolloin my6s
eri spesifikaatioiden residuaaliaikasarjojen keskihajonnat vaihtelevat.
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ARIMA-mallin vaikutus ennusteeseen (sovitus 1970-2022) ARIMA-mallin vaikutus ennusteeseen (sovitus 1970-2022)
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Kuva 3: ARIMA-mallin spesifikaation vaikutus ennusteeseen, 65-vuotiaat miehet ja 90-vuotiaat
naiset.

heilunta on vield selvemmin nahtéavilla liitteen [F] kuvasta [I9] jossa esitetdén kuvan [3] mukaiset
kuolevuuden aikasarjat ja ennusteet log-muutoksina.

Taulukoissa [I] ja [2] esitetddn edelld kuvatuilla ARIMA-malleilla ennustetut miesten ja nais-
ten elinajanodotteet vastasyntyneille (O-vuotiaat), 40-vuotiaille ja 80-vuotiaille vuosina 2023,
2050 ja 2070. Lisiksi liitteen [F] kuvissa 20] ja 21] ndytetiin ARIMA(0,1,1)- ja ARIMA(2,1,2)-
spesifikaatioilla toteutetut elinajanodotteiden ennusteet ja luottamusvélit aikasarjoina. Koska
koronapandemian aikana eli vuosina 2021 ja 2022 kuolevuus kasvoi merkittavisti erityisesti
vanhemmissa ikdluokissa, taulukoissa [1| ja [2| esitetdéin vertailun vuoksi my6s ennusteet, joissa
pahimpia koronavuosia ei ole huomioitu. ARIM A-mallit on tall6in sovitettu vuosien 1950—2020
datalle.

Taulukoiden [I] ja [2] ennustetut elinajanodotteet antavat tukea kuvassa [2] havaitulle ilmiolle,
jonka mukaan 70-luvulta alkaen sovitetut mallit ennustavat pidempéé elinaikaa kuin 50-luvulta
alkaen sovitetut mallit. Suurimmat erot havaitaan vuonna 2070 syntyneilla miehilld, joille erot
mallien antamissa elinajanodotteiden ennusteissa ovat runsaan vuoden luokkaa. Naisilla erot
50- ja 70-luvulta sovitettujen mallien vélilla ovat kauttaaltaan miehid pienempié. Koronavuosien
poistaminen (eli mallien sovitus vuosille 1950—2020) odotetusti pidentdé ennustettuja elinaja-
nodotteita, silld esimerkiksi vuonna 2070 syntyneiden miesten ja naisten elinajanodotteet ovat
vajaan vuoden verran pidempid kuin vuosille 1950—2022 sovitettujen mallien tapauksessa.

Taulukoiden [1] ja [2| perusteella eri ARIMA-spesifikaatioilla vaikuttaa olevan vihemmén vai-
kutusta ennustettuihin elinajanodotteisiin kuin mallin sovittamisessa kiytettivalla aikavalilla,
silld ennusteiden véliset erot ovat suurimmillaankin vajaan kolmen kuukauden luokkaa. Té-
mé toisaalta tukee kuvasta [3| saatuja havaintoja, jonka mukaan eri ARIMA-spesifikaatioiden
ennusteiden odotusarvot ovat melko samanlaisia (sen sijaan ennusteiden luottamusvileissi voi
olla enemmén eroja). Myos liitteen [F| kuvissa [20] ja esitettyjen elinajanodotteiden ennus-
teiden aikasarjojen perusteella havaitaan, etteivit ennusteet vaikuta olevan kovinkaan herkkié
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ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1) ARIMA(2,1,2)
lka Vuosi 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020

0 2023 79.32 79.44 79.72 79.35 79.46 79.71 79.36 79.44 79.73
0 2050 83.36 8422 83.9 83.33 8423 83.88 83.15 84.05 83.85
0 2070 85.86 87 56.49 85.83 87.02 86.47 85.64 86.84 86.44
40 2023 40.52 40.65 40.95 40.54 40.66 40.96 40.58 40.65 40.99
40 2050 44.07 44 96 44 65 44.05 44 97 4465 43.87 4479 4481
40 2070 46.36 47.52 47.01 46.34 47 55 47.02 46.15 47.36 46.98
80 2023 8.32 8.35 8.54 8.35 8.38 8.54 8.35 8.36 8.55
80 2050 9.72 9.96 10.04 9.72 10 10.04 97 9.98 10.04
80 2070 10.74 11.08 11.14 10.74 11.11 11.14 10.73 11.09 11.14

Taulukko 1: Miesten ennustetut elinajanodotteet eri ARIMA-spesifikaatioilla.

ARIMA(0,1,1) ARIMA(1,1,1) ARIMA(2,1,2)

lka Vuosi 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020 1950 - 2022 1970 - 2022 1950 - 2020
0 2023 8459 84,58 85.18 84,63 84 .59 85.18 3463 584.56 85.15
0 2050  88.18 88.37 88.88 88.14 88.36 82.88 88 88.21 88.87
0 2070  90.36 90.66 91.11 90.31 90.65 91.11 90.17 90.51 91.1
40 2023 4522 4521 4579 45.26 4523 4579 4525 452 4577
40 2050 4851 48.78 49.19 48.47 48.77 49.19 48.33 48.62 49.18
40 2070 5057 50.96 51.3 50.52 50.95 51.31 50.38 50.81 51.29
80 2023  10.01 10.01 10.37 10.04 10.01 10.38 10.06 10 10.38
80 2050  11.73 11.94 122 17 11.96 12.21 116 11.84 12.21
80 2070  12.92 13.23 13.46 12.89 13.24 13.48 12.78 13.14 13.47

Taulukko 2: Naisten ennustetut elinajanodotteet eri ARIMA-spesifikaatioilla.

eri ARIMA-spesifikaatioille. Esimerkiksi ARIMA(2,1,2)-mallin ominainen ennusteen heilunta ei
juurikaan niy elinajanodotteiden ennusteiden aikasarjoissa.

3.3 Vertailu Lee-Carter ja Lee-Miller -malleihin

Tassd tyossid Lee-Carter ja Lee-Miller -malleja kiiytetdin vertailukohtana ARIMA-malleille.
Mallien vertaileminen toteutetaan siten, ettd mallit sovitetaan saman aikavilin aineistoihin
(HMD-tietokannasta kerétty tasoitettu kuolevuusaineisto ja ikévili 0—110+), jonka jilkeen
mallien tuottamia kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennusteita vertaillaan keskendan. Vertai-
lua tehd&din ennusteiden odotusarvojen ja 95 prosentin luottamusvélien osalta. Mallivertailujen
tavoitteena on tarkastella eroja eri mallien tuottamien ennusteiden vililld. Lee-Carter ja Lee-
Miller -mallien kiytdnnon toteutus tehdddn Sirénin (2013) [II] SHV-tyon liitteessd H kuva-
tulla tavalla hyodyntden Rob J. Hyndmanin demography—pakettia.m Lee-Carter ja Lee-Miller
-mallien lyhyet kuvaukset esitetddn tdmén tyon liitteessa [C|

Mallien tuottamien ennusteiden vertaileminen jaetaan kahteen osaan siten, ettd ensimmai-
sessd osassa vertaillaan vuosivilille 1955—2009 sovitettuja ARIMA- ja Lee-Miller -malleja,
jolloin Lee-Miller -malli vastaa kiytdnnossd henkivakuutuksen K2012-kuolevuustutkimuksen
viestokuolevuusmallia (ks. Sirén (2013) [11]). Vuodesta 2010 alkavia ennusteita verrataan myos
vuosien 2010—2022 toteutuneisiin kuolevuuksiin ja elinajanodotteisiin, jolloin voidaan arvioida

6https://github.com/robjhyndman/demography
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ennusteiden tarkkuutta ensimmiisen kolmentoista vuoden ajaltal’] Jilkimmiisessi osassa ver-
rataan vuosivilille 1960—2022 sovitettuja ARIMA-malleja vastaaviin Lee-Carter ja Lee-Miller
-malleihin. Koska luvussa 3.2 nahtiin, ettd erot eri ARIMA-spesifikaatioiden ennusteissa ovat

suhteellisen pienid (luottamusvilejd lukuun ottamatta), kiytetddn ensimméisessi vertailussa
vain ARIMA(0,1,1)- ja jalkimmé&isessi ARIMA(1,1,1)-spesifikaatiota.

Lee-Miller ja ARIMA(0,1,1)-mallin vertailu Lee-Miller ja ARIMA(0,1,1)-mallin vertailu
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Kuva 4: ARIMA(0,1,1)- ja Lee-Miller -mallien ennustamat kuolevuudet vuosivélin 2010—2022
toteumaan verrattuna, 75-vuotiaat naiset ja miehet. Mallit on sovitettu vuosivélille 1955—2009.

Kuvassa [4] esitetdsin ARIMA(0,1,1)-mallin ja Lee-Miller -mallin tuottamat kuolevuuden en-
nusteet sekd ndiden 95 prosentin mukaiset luottamusvilit 75-vuotiaille miehille ja naisille. Lee-
Miller -mallin luottamusvélit esitetddn myos siten, ettd mallin ikdkohtaisen intensiteetin para-
metri b, on vakioitu ikdvilin 20—110+ maksimiarvoon (ks. liite [C| tarkempien tietojen osalta).
Silmadméadriisesti kuvista ndhddin, ettd odotetun kuolevuuden ennusteet ovat hyvin ldhell&
toisiaan, mutta ennusteiden luottamusvileissid on enemmén eroa. Erityisesti miesten tapauk-
sessa ARIMA-ennusteen luottamusvéli on Lee-Miller -mallin luottamusvilid leveampi ennuste-
horisontin alkupédssi. Toisaalta ennustehorisontin kasvaessa Lee-Miller-ennusteen luottamus-
vali ldhestyy ARIMA-ennusteen luottamusvélid. Naisten tapauksessa ARIMA-ennusteen luot-
tamusvili on ennustehorisontin alussa hieman levedmpi, mutta jdi nopeasti Lee-Miller -mallin
luottamusvilid kapeammaksi horisontin kasvaessa. Seké miesten ettd naisten tapauksessa Lee-
Miller -mallin suurimpaan b,-parametriin perustuva luottamusvali on lopulta levein pitkissa
ennusteissa. Miesten tapauksessa vuosien 2010—2022 toteuma on ollut verrattain lahelld en-
nusteiden odotusarvoja, kun taas naisten tapauksessa kuolevuuden toteuma on ollut ennusteen
luottamusvilin ylarajan tasolla.

1TT5ss4, tyOssd esitettdivit malli- ja toteumavertailut sisdltéviit rajoitteita. Vertailuja toteumaan suoritetaan
vain ensimmaiisen kolmentoista vuoden osalta ja yhdelld aikavililld, joten tulokset eivit valttdmattad sellaise-
naan yleisty pidemmille ennusteille ja muille aikavéleille Lisiksi ennusteiden luottamusvéleji arvioidaan vain
kvalitatiivisesti, joten luottamusvileji ei testata tarkemmin tilastollisesti. Sen sijaan ennusteiden odotusarvoja
tarkastellaan tilastollisesti.

15



Liitteen [F]kuvissa[22] 23] ja[24] esitetddn kuvaald] vastaavia vertailuja 30-, 50- ja 90-vuotiaiden
miesten ja naisten kuolevuuksien ennusteille. Kuvien perusteella havaitaan, ettd néissa ikaluo-
kissa myo0s ennusteiden odotusarvot eroavat hieman toisistaan. Lisdksi Lee-Miller -ennusteiden
95 prosentin luottamusvilien havaitaan edelleen olevan ARIMA-ennusteiden luottamusvileja
kapeampia erityisesti ennustehorisontin alkupéiissi. Kuvien perusteella nidhdaén, ettd kuolevuu-
den toteuman suhteellinen vaihtelu on ollut huomattavan suurta erityisesti 30-vuotiaissa, jolloin
toteutunut kuolevuus on ennusteen ensimmaisen kolmentoista vuoden aikana osunut hieman
useammin ARIMA-ennusteiden leveimpien luottamusviélien siséén.ﬁ Vastaavasti korona-aikana
havaittu selvd nousu 90-vuotiaiden kuolevuudessa jaid ARIMA-ennusteiden luottamusvilien si-
sdan, joskin huomattavan kauas luottamusvilien ylirajoista, kun taas Lee-Miller -ennusteissa
toteumat ylittdvat niukasti luottamusvalien ylarajat. Erityisesti korona-ajan poikkeuksellisten
havaintojen kohdalla on kuitenkin normaaliakin vaikeampaa arvioida, miten toteuman tulisi
suhteutua ennusteisiin [

Tassé esitetyt luottamusvilien vertailut eivit sinédlldédn vield kerro mallien paremmuudes-
ta mitddn, mutta paljastavat kuitenkin mielenkiintoisia eroja mallien ennustejakaumissa. Seka
ARIMA- ettd Lee-Miller (ja Lee-Carter) -malleissa ikidkohtaisten log-kuolevuuksien ennustei-
den luottamusvilit lasketaan normaalijakaumaan perustuen (ks. liite @, mutta mallit eroavat
siind, miten luottamusvélien laskennassa kdytettavat ennustevirheet muodostetaan. Perinteises-
ti Lee-Miller (ja Lee-Carter) -mallin ennusteiden luottamusvéleissi huomioidaan vain kaikille
ikdluokille yhteisen aikafaktorin ennusteen epdvarmuus (ks. liite [C| tarkempien tietojen osal-
ta), silld tamén vaikutuksen on néytetty dominoivan erityisesti pidemmissa ennusteissa.@ Sen
sijaan ARIMA-malleissa ennustevirheen keskihajonta perustuu suoraan ikdkohtaisten mallien
ennustevirheisiin (ks. liite . Namé erot vaikuttavatkin johtavan siihen, ettd ARIMA-mallien
luottamusvileistd muodostuu usein Lee-Miller -ennusteen luottamusvileji levedmpid etenkin
ennustehorisontin alkupiissa.

Kuvassap|esitetdin ARIMA(0,1,1)-mallin ja Lee-Miller -mallin ennustamat elinajanodotteet
sekd néiden 95 prosentin mukaiset ennusteen luottamusvalit vastasyntyneille sekd 80-vuotiaille
miehille ja naisille vuosilta 2010—2022. Kuvasta ndhd&an, etta elinajanodotteiden ennusteiden
odotusarvot ovat hyvin ldhelld toisiaan, mutta ARIMA-ennusteiden luottamusvélit ovat tassé-
kin Lee-Miller -ennusteiden luottamusvilejd levedmpié erityisesti ennustehorisontin alkupéissa.
Naisten tapauksessa suurimman b,-parametrin mukaiset luottamusvélit ovat ennustehorisontin
alkupddssd ARIMA-mallia kapeampia, mutta levenevit muutaman vuoden aikana ldhelle tai yli
ARIMA-ennusteiden luottamusvélien. Miesten tapauksessa ARIMA-ennusteen luottamusvalit
ovat leveimpié koko esitetyn ennustehorisontin (h = 13) ajalta.

18T3ss4 30-vuotiaiden tapauksessa ARIMA-ennusteiden luottamusvilien leveyteen vaikuttaa todennikdisesti
my0s se, ettei kiytetty ARIMA-malli itsessdén sovellu parhaalla tavalla niiden kuolevuuksien mallintamiseen
(eli ennustevirhe kasvaa).

9Voidaan esimerkiksi kysyé, ettd miten ja missd méirin téissi tarkasteltujen tilastollisten mallien tulisi osata
ennakoida koronapandemian kaltaisia tilanteita, silld vastaavaa ei ole tapahtunut mallien sovitusaikavéleilla.

0Lee ja Carter (1992) [8] (670, taulukko B2) arvioivat, ettd Lee-Carter -mallin aikafaktorin k; ennusteen
keskihajonta kattaa runsaan kolmanneksen log-kuolevuuden yhden vuoden ennusteen kokonaiskeskihajonnasta,
kun taas yli kahdenkymmenen vuoden ennusteissa noin yhdeksinkymmenté prosessia keskihajonnasta syntyy
aikafaktorin ennusteesta.

16



0-vuotiaiden miesten elinajanodotteet ja ennusteet O-vuotiaiden naisten elinajanodotteet ja ennusteet
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Kuva 5: ARIMA(0,1,1)- ja Lee-Miller -mallien ennustamat elinajanodotteet vuosivilin
2010—2022 toteumaan verrattuna, O-vuotiaat sekd 80-vuotiaat miehet ja naiset. Mallit on so-
vitettu vuosivilille 1955—2009.

Elinajanodotteiden ennusteiden kuvaajia esitetdin pidemmaéltad aikavililté liitteen [F| kuvas-
sa [25 0-, 20- ja 40-vuotiaille. Téssd kuvassa seki kuvassa [5| nikyy selviisti korona-aikana (vuo-
sina 2021 ja 2022) tapahtuva elinajanodotteiden huomattava laskeminen. Esimerkiksi kuvan
perusteella vastasyntyneiden naisten sekd 80-vuotiaiden miesten ja naisten elinajanodotteet
ovat korona-aikana saavuttaneet Lee-Miller -ennusteiden 95 prosentin luottamusvilien alarajat.
Toisaalta korona-ajan toteumat jaavit selvisti ARIMA-ennusteiden 95 prosentin luottamusvé-
lien sisdén, mutta kvalitatiivisesti arvioiden vielé suhteellisen kauas luottamusvélien alarajoista.
Koska koronapandemia on kuitenkin mallien sovitusaikavéliin ndhden poikkeuksellinen tapahtu-
ma, on pandemiavuosien elinajanodotteiden arvioiminen suhteessa ennustejakaumiin huomatta-
van haastavaa. Lisdksi erityisesti ARIMA-mallien luottamusvélien muodostamisessa kiytetaan
karkeita oletuksia (ks. liite [D]), mikd osaltaan vaikuttaa myds luottamusvilien tarkkuuteen.
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MAPE-vertailu, kuolevuus, 2010-2022, miehet MAPE-vertailu, kuolevuus, 2010-2022, naiset
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Kuva 6: ARIMA(0,1,1)- ja Lee-Miller -mallien MAPE-arvojen vertailu. Mallit on sovitettu
vuosivilille 1955—2009.

ARIMA- ja Lee-Miller -ennusteiden (odotusarvojen) tarkkuutta toteutuneisiin kuolevuuk-
siin ja elinajanodotteisiin ndhden voidaan arvioida MAPE-mitalla (Mean Absolute Percentage
FError), joka lasketaan ikdkohtaisesti kaavalla

Yo, T+h|T — Yo, T+h 7 (19)
Yo, T+h

1 H
MAPE, = —
g2

jossa y,; kuvaaja ikdkohtaista kuolevuutta tai elinajanodotetta. Mitd pienempi ennusteen
MAPE-arvo on, sitd tarkempi ennuste on ollut. Kuvassa [f] esitetdén edelld kuvattujen Lee-
Miller ja ARIMA(0,1,1)-mallien MAPE-arvojen vélisistd suhteista kymmenen ikdvuoden vélein
lasketut keskiarvot vuosien 2010—2022 ajalta (7' = 2009 ja H = 13). Tulosten perusteella Lee-
Miller -mallin ennuste on ollut miehilld keskimaarin ARIMA-mallia tarkempi etenkin elinajano-
dotteissa. Sen sijaan naisilla ARIMA-malli on ollut keskiméirin tarkempi etenkin kuolevuuden
ennusteissa.

18



Lopuksi vertaillaan AR-osan sisiltivid ARIMA(1,1,1)-mallia Lee-Miller ja Lee-Carter -
malleihin siten, ettd mallit sovitetaan vuosivilille 1960—2022. Liitteen [F| kuvasta [26{ ndhd&én,
ettd mallien ennusteet reagoivat eri tavoilla 90-vuotiaiden koronapandemian aikaiseen kuolevuu-
den nousuun. ARIMA-ennusteet palautuvat (epilineaarisesti) vuoden 2022 kohonneelta tasolta
ldhelle mallin sovitusaikavélin mukaista kuolevuuden kehityksen keskiméaériistd uraa. Hieman
vastaavasti Lee-Carter -mallin (lineaarinen) ennuste asettuu etenkin miesten tapauksessa vuo-
den 2022 havaittua kuolevuutta alhaisemmalle uralle, silld mallin ennuste ldhtee viimeisesta
sovitetun kuolevuuden pisteesté (ks. liite [C|ja ns. jump-off -virhe). Lee-Miller -mallin (lineaari-
nen) ennuste pysyy puolestaan korona-ajan mukaisella kohonneella tasolla, silld mallin ennuste
lihtee viimeisestd havaitusta kuolevuuden pisteestd. Luonnollisesti vasta kuolevuuden tuleva
kehitys tulee nayttamadn, mikd ennusteista osuu lopulta parhaiten oikeaan.@

Taulukoissa [3| ja [4] vertaillaan ARIMA(1,1,1)-, Lee-Miller ja Lee-Carter -mallien ennus-
tamia elinajanodotteita sekd ennusteiden 95 prosentin luottamusviilejd (ennusteiden kuvaa-
jia pidemmaéltd ajalta nikee myos liitteen [F] kuvasta 27] 0-, 20- ja 40-vuotiaille). Taulukoiden
perusteella ARIMA-malli ennustaa 2060-vuonna syntyneille miehille noin puolen vuoden ver-
ran ja naisille vajaan vuoden verran muita malleja pidempié elinajanodotteita, kun taas Lee-
Miller ja Lee-Carter -ennusteiden viliset erot jadvit tatd pienemmiksi. Ennusteiden 95 pro-
sentin luottamusvéleji vertailemalla havaitaan, ettd Lee-Miller -ennusteilla on selvasti kapeim-
mat luottamusvilit. ARIMA-ennusteen luottamusvilit ovat puolestaan muita malleja levedmpia
ennusteen ensimmaisind vuosina, mutta horisontin pidentyessi Lee-Carter -ennusteen luotta-
musvilit muuttuvat ARIMA-ennusteita leveimmiksi. Nédiden vertailujen perusteella ARIMA-
ennusteiden luottamusvilit vaikuttavatkin asettuvan suhteellisen jarkeville tasolle Lee-Miller
ja Lee-Carter -mallien véliin.

Tassé tyossa esiteltdvit ARIMA-mallit ovat ikdkohtaisia, jolloin ikidkohtaisten kuolevuusai-
kasarjojen vélisid riippuvuuksia ei (suoraan) mallinneta. Valittu lihestymistapa on kiytannolli-
nen mutta puutteellinen, silld ikdkohtaisten kuolevuuksien vélilld havaitaan riippuvuutta. Esi-
merkiksi liitteen |F] kuvista [28] ja 29| nahdaan, ettd ikdkohtaisten log-kuolevuuksien muutosten
viliset korrelaatiot ovat olleet voimakkaita ja positiivisia juuri vanhimpien ikdluokkien vililla
(n. 80-vuotiaille ja tdtd vanhemmille), kun taas nuoremmille ikéiluokille korrelaatiot ovat olleet
heikompia. Tulevaisuudessa ARIMA-mallikehikkoa tulisikin kehittd4 niin, ettd riippuvuusmal-
linnus otetaan kiyttoon vahintddnkin vanhempien ikdluokkien vilille esimerkiksi moniulottei-
sia. ARMA-malleja (ks. Brockwell ja Davis (2002) 3], luku 7) tai copula-riippuvuusrakenteita
(ks. esimerkiksi Lin ym. (2015) [10]) soveltamalla. Huomioiden téssd tyossd kdytettavit kar-
keat oletukset ARIMA-mallien elinajanodotteiden ennusteiden luottamusvéleihin liittyen (ks.
liite @, riippuvuusrakenteiden tarkempi mallintaminen johtaisi todennékéisesti myos elinaja-
nodotteiden ennusteiden luottamusvélien kapenemiseen (toki lopputulos riippuu paljolti myos
sovellettavasta riippuvuusmallista) @

21 Ennusteiden tulevan (erityisesti lyhyen aikaviilin) tarkkuuden nékokulmasta ratkaiseva tekiji on, ettd jaiko
pandemian aikainen piikki kuolevuudessa hetkelliseksi vai pysyvimmaksi ilmicksi. Téaté tyota kirjoitettaessa ei
ollut vield tarkkaa tietoa siitd, miten kuolevuus tulee kehittyméin koronapandemian jélkeen. Kuitenkin esimer-
kiksi Leen ja Millerin (2001) [9] tutkimuksessa on havaittu, ettd ns. "normaaliaikoina" ennusteen sisdltimi
Jjump-off -virhe on heikentinyt ennusteen tarkkuutta.

2Lin ym. (2015) [10] mallinsivat kuolevuuden ikiikohtaisten AR-mallien vilisti riippuvuutta copula-
rakenteilla. Mielenkiintoisesti he havaitsivat, ettd yksinkertaisin eli staattinen Gaussinen copula sopi heidin
tarkastelemaan aineistoon parhaiten. Lisdksi he havaitsivat, ettd yksinkertaisenkin riippuvuusrakenteen lisaé-
minen AR-malliin pienensi pitkiikiisyysriskin VaR-mittaa.
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Sovitus: 1960 - 2022

ARIMA{1.1,1) Lee-Miller Lee-Carter
lkd Vuosi 2.5% Ennuste 97.5% 2.5% Ennuste 97.5% 25% Ennuste 97.5%
0 2023 7761 7933 8086 7846 7887 7927 7805 7893 7979
2040 79.09 8205 8459 7977 8157 8321 7773 8174 8507
0 2060 8129 8484 8774 8175 8432 8653 7867 8459 8892
40 2023 3931 4054 4174 3974 4011 4047 3942 4021 4097
40 2040 4056 4296 4518 4091 4252 4402 3914 4273 4579
40 2060 4252 4550 4815 4269 4504 4708 3997 4535 4937
80 2023 7.72 8.32 894 T.A8&3 7.96 808 798 8.25 852
80 2040 B8.20 8924 1034 824 8.84 942 T.89 8917 10.41
80 2060 892 1030 M73 890 885 1076 817 1022 121

]

Taulukko 3: ARIMA(1,1,1)-, Lee-Miller ja Lee-Carter -mallien ennustamat elinajanodotteet,
miehet,.

Sovitus: 1960 - 2022

ARIMA{1.1,1) Lee-Miller Lee-Carter
lkd Vuosi 2.5% Ennuste 97.5% 2.5% Ennuste 97.5% 25% Ennuste 97.5%
0 2023 8302 8462 8595 8352 8397 8441 8308 8396 8481
2040 8454 8704 B8921 8439 8636 8812 8233 8636 8954
0 2060 8662 8952 9202 8595 8879 9113 8277 8882 9302
40 2023 4410 4525 4633 4429 4470 4510 4386 4467 4545
40 2040 4538 4750 4947 4508 4691 4857 4318 4689 4999
40 2060 4724 4984 5220 4653 4920 5142 4359 4920 5322
80 2023 948 1003 1059 951 8.71 992 929 8970 10.10
80 2040 1010 11125 1243 990 1086 M77 895 1087 1263
80 2060 11.05 1258 1416 1066 1213 1346 915 1217 1470

]

Taulukko 4: ARIMA(1,1,1)-, Lee-Miller ja Lee-Carter -mallien ennustamat elinajanodotteet,
naiset.
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4 Yhteenveto

Taman SHV-tyon tavoitteena on tarkastella ARIMA-mallien soveltumista suomalaisten mies-
ten ja naisten kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennustamiseen. Lisiksi tassd tyossé vertaillaan
ARIMA-mallien tuottamia ennusteita Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien tuottamiin ennustei-
siin. Muutamissa viimeaikaisissa akateemisissa tutkimuksissa on havaittu, ettd yksiulotteisilla
(nollan faktorin) aikasarjamalleilla toteutetut kuolevuuden ennusteet pérjddvit toteumatesteis-
sé paremmin kuin Lee-Carter -malleilla toteutetut kuolevuuden ennusteet. Tadméan havainnon
jatkotarkastelu toimiikin pédasiallisena motivaationa tidmén tutkimuksen toteuttamiselle.

Aikasarja-analyysien perusteella suomalaisten miesten ja naisten ikdkohtaisia log-kuolevuu-
den aikasarjoja voidaan mallintaa ARIMA(p,1,q)-malleilla. Informaatiokriteerien perusteella
parhaiten aikasarjoihin sopivat yksinkertaiset ARIMA-spesifikaatiot, kuten ARIMA(0,1,1) tai
ARIMA(1,1,1). Eri ARIMA-spesifikaatioiden tuottamia kuolevuuden ja elinajanodotteiden en-
nusteita vertailemalla havaittiin, ettd ennusteiden odotusarvojen viliset erot ovat padsiantoi-
sesti pienid, mutta ennusteiden luottamusvileissd voi olla hieman enemmén eroja. Valittua
ARIMA-spesifikaatiota enemméin kuolevuuden ennusteisiin ndyttadkin vaikuttavan mallien so-
vitusaikavélilld vallitseva kuolevuuden trendi.

ARIMA(0,1,1)-mallia verrattiin Lee-Miller -malliin siten, ettd mallit sovitettiin vuosien
1955—2009 aineistoon, jolloin molempien mallien ennusteita voitiin verrata vuosien 2010—2022
vertailuaikavilin toteumaan. ARIMA-mallilla toteutettujen ennusteiden (odotusarvojen) ha-
vaittiin olleen vertailuaikavililla keskiméarin naisille tarkempia ja Lee-Miller -ennusteiden mie-
hille tarkempia. Yleisesti ARIMA-ennusteiden (95 prosentin) luottamusvilien havaittiin olevan
erityisesti ennustehorisontin alkupéaéssi Lee-Miller -ennusteiden luottamusvileja levedmpia. Té-
mén arvioitiin johtuvan mallien ennustevirheiden erilaisista oletuksista. Kvalitatiivisesti arvioi-
den ARIMA-mallien leveimmét luottamusviilit kattoivat esimerkiksi korona-ajan poikkeukselli-
set havainnot Lee-Miller -mallia useammin, joskin samalla ARIMA-ennusteiden luottamusvalit
vaikuttivat paikoin jo liiankin leveilta.

ARIMA(1,1,1)-mallia verrattiin Lee-Miller ja Lee-Carter -malleihin siten, ettd mallit so-
vitettiin vuosien 1960—2022 aineistoon. Talloin ARIMA-mallit ennustivat, ettd esimerkiksi
90-vuotiaiden kuolevuudet palautuisivat muutamassa vuodessa korona-ajan kohonneelta tasol-
ta takaisin sovitusaikavilin mukaiselle keskimééraiselle uralle. Sen sijaan vastaavat Lee-Miller
-ennusteet pysyivét korona-ajan kohonneella tasolla ja Lee-Carter -ennusteet sijoittuivat kar-
keasti edeltidvien ennusteiden viliin. Lopulta ARIMA-mallit ennustivat esimerkiksi vuonna 2060
syntyville vajaan vuoden verran pidempid elinajanodotteita kuin Lee-Carter tai Lee-Miller -
mallit. Leveytensd puolesta ARIMA-ennusteiden luottamusvilit asettuivat Lee-Carter ja Lee-
Miller -mallien viliin.

Tamaéan tyon tulosten perusteella yksinkertaiset ARIMA-mallit vaikuttavat sopivan hyvin
suomalaisten miesten ja naisten kuolevuuksien ja elinajanodotteiden ennustamiseen, mutta
mallikehikossa on yha myds kysymysmerkkejéd ja kehitettavid. ARIMA-mallien suorituskyvyn
johdonmukainen arvioiminen vaatisi mallien testaamista eri ajankohtina seki pidemmillé aika-
véleilla. Lisdksi ennusteiden luottamusvélien arvioiminen vaatisi tarkempaa tilastollista testaa-
mista. Teknisesti mallikehikkoa voitaisiin kehittda esimerkiksi lisadmélla ikdkohtaisten ARIMA-
mallien vilille tarkempaa riippuvuusrakenteiden mallintamista.
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A Kuolevuusaineisto ja elinajanodotteiden laskeminen

Kuolevuusennusteiden pohjalla kdytetty Suomen periodikuolevuusaineisto on kerdtty Human
Mortality Database -tietokannasta (lyhyesti HMD). Téten aineiston muuttujat on mééritelty
HMD:n metodiprotokollan mukaisesti (ks. Wilmoth ym. (2021) [13], luku 6).

e P(x,t) on populaatio eli vuonna ¢ (tammikuun 1. paivind) elossa olevat z-ikiiset.

e D;(z,t) on vuonna t niiden z-ikidisten kuolleiden lukumé&éré, jotka saavuttivat idn z
vuonna t.

e Dy(x,t) on vuonna ¢ niiden a-ikdisten kuolleiden lukuméird, jotka saavuttivat idn z
vuonna ¢t — 1.

e D(x,t) = Dy(x,t) + Dy(x,t) on z-ikiisten kuolleiden lukumé&érd vuonna t.

o E(x,t) = 3[P(x,t)+P(x,t+1)]+:[Dr(x,t)— Dy(x,t)] on a-ikiisten eletyt vuodet vuonna
t eli altistuma (engl. exposure). Tatd kaavaa kiytetadn, mikili tietoa syntyméajankohdista
ei ole HMD:n aineistossa saatavilla kuukausitasolla. Kuukausitasoisen datan tapauksessa
altistuma lasketaan HMD:n metodiprotokollan kaavojen 50—56 mukaisesti.

& My, = % on z-ikéisten keskikuolevuus vuonna ¢.

Téassi tyossd kuolevuusaineistona kiytetddn HMD:n tasoitettua kuolevuusaineistoa (ns. Life

tables), jossa erityisesti vanhojen ikéluokkien kuolevuuksia on tasoitettu datan rajallisuuden

takia. Naitd tasoitusmenetelmis kuvataan tarkemmin HMD:n metodiprotokollan [13] luvussa

7.

Elinajanodotteet méiaritellaan periodiaineiston pohjalta (ns. periodielinajanodote). Elinaja-
nodotteiden laskenta perustuu oletukseen, ettd kuolinhetket vuoden aikana ovat tasajakautu-
neita. Talloin yhden vuoden selviimistodennikéisyyden aktuaariestimaattori z-ikiiselle vuonna
t saadaan keskikuolevuudesta m, ; kaavalla

2—mm
= 0,2 Mat ) 20
P max( 2+mx,t> 20)

Elinajanodote z-ikiiselle vuonna ¢ saadaan puolestaan kaavalla

1 0o
€xt = 5 + Z kPxts (21)
k=1
jossa
gPzxt = Hl;;%)px—l—n,t- (22)
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B ARIMA-mallien ennusteiden luottamusvalit

Ennusteen luottamusvilien kuvaaminen aloitetaan esittaméilla ARMA-prosessin ennustevirhe,
jonka arvioimisessa olennaisessa osassa on ARMA-prosessin muuntaminen paattymattomaéksi
summaksi eli MA (oo)-prosessiksi. Mikili y; ~ ARM A(p, ¢) téyttdéd stationaarisuuden ehdot,
sille péitee, etté

Yo = Zl/)jﬁt—j; (23)
=0

jossa 19 = 1 (ks. Brockwell ja Davis (2002) [3] luku 3.1 ARMA-mallin stationaarisuuden ehtoi-
hin ja MA(co)-esitykseen liittyen). Téll6in ennusteelle g7, pétee

Jranr = Y Vi€rin—js (24)
=h

Jolloin puolestaan ennustevirheelle yry, — gy patee

o0 e h—1
YT+n — UT4nT = E Vi€iinj — E Vj€iinj = E Yi€rinj- (25)
=0 j=h =0
Ennustevirheen odotusarvo on nolla, jolloin sen varianssi saadaan yksinkertaisesti muotoon
h—1
=V ) =0’ : 26
o, = Varlyrin — Z/T+h\T] =0 wj- (26)
J=0

Talloin normaalijakaumaoletuksen alla, ts. ¢; ~ nid(0,0?), ennusteen luottamusvili saadaan
kaavalla . prENi_a/20h @ Ennustevirheesta lasketun luottamusvélin osalta on hyva huomata,
ettei tdssd huomioida mallin parametreihin liittyvdd epavarmuutta.

Kaytanndssa laskentakaava ennusteen luottamusvélille on helppo esittda vield ensimmaéi-
sen periodin ennusteelle (h = 1), silld luottamusvéli on muotoa gy £ 6Ni_a/2, jossa G on
havaitusta residuaaliprosessista estimoitu keskihajonta. Toisesta ennusteperiodista alkaen luot-
tamusvilin tarkan laskentakaavan esittdminen vaatii summan Z;:& 1/)? avaamista, jonka kaava
puolestaan riippuu ARMA-mallin spesifikaatioista (ts. p:n ja ¢:n arvoista). Kéytdnndssa luotta-
musvilien kdyttdytymisestd voidaan todeta, ettd ARMA (p,q)-mallin ennusteen luottamusvélit
konvergoituvat saman suuruisiksi ennustehorisontin s kasvaessa tarpeeksi suureksi (ks. kuva/7).

ARIMA(p,1,q)-mallin ennusteen luottamusvili on ensimmaéisen periodin osalta sama kuin
ARMA-mallille, ts. g7 17 £ 5 N1_q/2. Sen sijaan ennusteperiodin ollessa tétd suurempi (h > 2)
luottamusvileissd taytyy huomioida prosessin epéstationaarisuus, jolloin myos luottamusva-
lien analyyttinen tarkastelu vaikeutuu. Kéytdnnossd ARIMA(p,1,q)-prosessin epéstationaari-
suudesta johtuen ennusteiden luottamusvilit levenevit ennusteperiodin A kasvaessa. Taméi on
my0s suurin syy sille, ettd log-kuolevuuden ennustaminen toteutetaan nimenomaan proses-
sille log(my,:) ~ ARIMA(p,1,q) eikd muutosprosessille Alog(m,:) ~ ARMA(p,q). Kuvas-
sa 7] esitetddn ARIMA(1,1,1)- ja ARMA(1,1)-ennusteiden luottamusvilien eroja kiyttden 70-
vuotiaiden miesten log-kuolevuuden aikasarjaa esimerkkind. ARIMA-mallin ennusteen luotta-
musvilien tarkemman kuvaamisen osalta lukijaa kehotetaan tutustumaan Brockwellin ja Davi-
sin (2002) [3] kirjan lukuun 6.4.

23Kuolevuuden ennusteen luottamusvéli on siis yksinkertaisesti muotoa Mg 71T €XP(EN1_q/20%).
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Edeltdva malli muunnettuna log-kuolevuuden

log(m_{x.t}) ~ ARIMA(1,1,1) muutosten ennusteeksi
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Kuva 7: ARIMA(1,1,1)- (ylemmét kuvat) ja ARMA(1,1)-malleilla (alemmat kuvat) toteute-
tut log-kuolevuuden ennusteet sekd 80 prosentin ja 95 prosentin luottamusvilit. Ylemmis-
td kuvista ndhdddn, ettd ARIMA-ennusteen (log(mg:) ~ ARIMA(1,1,1)) luottamusvili
levenee ennustehorisontin h kasvaessa. Alemmista kuvista ndhdédén, ettd ARMA-ennusteen
(Alog(myy) ~ ARMA(L,1)) luottamusvili asettuu nopeasti vakiouralle. Mallit on sovitettu
70-vuotiaiden miesten log-kuolevuuden ja log-kuolevuuden muutosten aikasarjoihin vuosivilil-
td 1955—2022. ARIMA-mallin ennusteen pohjalta log-kuolevuuden muutosten luottamusvi-
li lasketaan kaavalla Alog(myg ;) = log(mg ;) — log(,,—1), jossa 1y, vastaa luottamusvélin
mukaista kuolevuuden ennusteen kvantiilia, ts. ¢ = a/2,¢ = 1 — a/2 (a = 20% tai 5%).
Vastaavasti ARMA-mallin ennusteen pohjalta log-kuolevuuden luottamusvéli saadaan kaavalla
log (1 ;) = log (1, ;1) + Alog(rg ;).
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C Lee-Carter ja Lee-Miller -mallit

Lee-Carter -mallissa (1992) [8] kuolevuutta mallinnetaan iké- ja aikakohtaisilla faktoreilla yh-
talolla
log(mm,t) =a; + bxkt + €x,t) (27)

jossa a, on kuolevuuden ikdkohtainen keskimaériinen taso, b, on kuolevuuden muutoksen iké-
kohtainen intensiteetti (ikdfaktori), k; on kuolevuuden suhteellinen taso vuonna ¢ (aikafaktori)
ja €gy ~ nid(0,02,). Mallissa faktorit b, ja k; estimoidaan niin sanotulla singulaariarvohajo-
telmalla (engl. Singular Value Decomposition). Lee-Carter -mallin yli-identifioituvuuden takia
parametreja rajoitetaan ehdoilla », k = 0 ja Y b, = 1. Liséksi alkuperdisessd Lee-Carter
-mallissa k; asetetaan siten, ettd mallilla saadut kuolleiden lukumaéaéirat vastaavat havaintoai-
neiston mukaisia kuolleiden lukumiria >4

Lee-Carter -mallilla ennustaminen tapahtuu faktorin k; avulla siten, etté faktorin oletetaan
noudattavan tassikin tyossi esiteltdavid satunnaiskulkuprosessia (ts. ARIMA(0,1,0)), jolloin

ke =d~+ ki1 + ey, (28)

jossa e, ~ nid(0,07). Termin d estimaatti saadaan yksinkertaisesti yhtélosta d = (kp—ky)/(T —
1) ja ennusteen ke arvo yhtélostéd kpypr = kr-+dh. Talloin Lee-Carter -mallin kuolevuusen-
nuste saadaan yhtilosta

Mg T 4hjT = €Xplay + by (kp + dh)] = explag + bykr] explbydh] = 11, 1 explbydh). (29)

Toisin kuin Lee-Carter -mallissa, Lee-Miller -mallin (2001) [9] ennusteessa sovitetun kuolevuu-
den my, r tilalle vaihdetaan periodilla 7" havaittu todellinen kuolevuus eli me’TE]
Edeltavin ennusteyhtdlon perusteella log-kuolevuuden muutoksen ennusteeksi saadaan

h(kr — ki)

T 1 (30)

log(mI,TJrh‘T) — log(mLT) = bmdh == b17
Ennusteen liikkuessa yhden periodin verran eteenpéin, log-kuolevuus muuttuu aina vakiokertoi-
men b,d verran. Kuolevuuden ennusteen kehitys perustuu tiaten kuolevuuden suhteellisen tason
k; sovitusperiodilta (1,...,T) havaitun keskimuutoksen d ja ikikohtaisen intensiteetin b, vili-
seen tuloon. Kuvasta [8| ndhdéén, ettd Lee-Miller -mallin ennustama log-kuolevuuden muutos
asettuu heti ennustehorisontin alussa vakiouralle.
Lee ja Carter (1992, 699-670) [8] esittiviit, ettd Lee-Carter -mallin log-kuolevuuden ikékoh-
taisen ennusteen epavarmuus eli ennustevirheen varianssi 0?5;:51 4, saadaan yhtalosta

2 _ 2 2 2 2 2 2 2
Oparih = Ocarin T Oaz + 00k in + O (Kpp + Ohrin), (31)

jossa varianssit o2, ja oj, viittaavat parametrin a, ja ikifaktorin b, estimoimiseen littyviin
bl b
epivarmuuteen. Varianssi oz 4, Viittaa puolestaan aikafaktorin £; ennusteen epdvarmuuteen,

24T5ss8 tutkimuksessa téité ehtoa ei kuitenkaan sovelleta, jolloin Lee-Carter -malli toteutetaan kuten henki-
vakuutuksen K2004-referenssikuolevuustutkimuksessa (ks. Sirén (2013) [I1], luku 4.2).

250n hyvi huomata, ettei ennusteyhtilddn tehtiivi korjaus ole ainoa ero Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien
vililld, vaan eroa syntyy myds parametrin k; sovittamisessa. Kaytdnnossd Lee-Miller -mallissa parametrit k;
sovitetaan siten, ettd mallin mukaiset periodikohtaiset vastasyntyneiden elinajanodotteet vastaavat ldhtoaineis-
tosta havaittuja vastasyntyneiden elinajanodotteita.
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joka itsessddn on summa satunnaiskulkuprosessin virhetermin e; varianssista seké trenditermin
d estimoimiseen liittyvistd nelididystd virheestd, eli 03,5, = ho? + h*o}.

Lee ja Carter (1992, 699-670) [8] arvioivat, ettd pidemmissi eli yli kahdenkymmenen vuoden
ennusteissa aikafaktorin ennusteen epidvarmuus tuottaa noin yhdeksinkymmenté prosenttia tai
enemmain koko ennusteen epdvarmuudesta. Sen sijaan yhden vuoden ennusteissa aikafaktoriin &;
liittyvan epdvarmuuden arvioitiin kattavan runsaan kolmanneksen koko ennusteen epavarmuu-
desta. Koska Lee ja Carter tarkastelivat tutkimuksessaan padsiantoisesti pitkida kuolevuuden
ennusteita, huomioivat he ennusteissaan vain aikafaktorin ennusteeseen liittyvin epavarmuu-
den. Talla oletuksella Lee-Carter -mallin ennusteen luottamusvilit saadaan muotoon

nt’T+h‘T exp |::|:N1a/2bx (hO'g + hQO'Z):| . (32)

Tamén tyon yhteydessd Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien luottamusvilit tuotetaan vastaavasti
kdyttden vain aikafaktorin k; ennusteeseen liittyvda epdvarmuutta. Vertailun vuoksi luottamus-
vilejd arvioidaan kuitenkin myos siten, etté ikikohtaisen kertoimen b, tilalla kiiytetdan kerroin-
ta bpax = max(bgg, ba1, ..., b11o4) eli ikédvilin 20110+ suurinta kerrointa (ks. Sirén (2013, 31)

[11]).
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Log-muutosten ennuste, Lee-Miller, 65-vuotiaat miehet Log-muutosten ennuste, Lee-Miller, 90-vuotiaat miehet
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Kuva 8: Log-kuolevuuden muutosten ennusteet ja 95 prosentin luottamusvélit Lee-Miller -
mallilla (K2012), 65- ja 90-vuotiaat miehet ja naiset. Kuvista ndhdéén, ettd Lee-Miller -mallin
ennusteesta laskettu log-kuolevuuden muutoksen ennuste asettuu vélittomasti vakiouralle. En-
nusteiden vakiourat ovat esimerkkitapauksissa ldhes samoja kuin sovitevéliltd havaitut keski-
médriiset log-kuolevuuden muutokset (kuvissa musta katkoviiva). Log-kuolevuuden muutosten
luottamusvilit lasketaan kaavalla Alog(iny, ;) = log (] ;) — log(1h,4—1), jossa 1, vastaa luot-
tamusvilin mukaista kuolevuuden ennusteen kvantiilia ts. ¢ = «/2,q = 1 — /2 (o = 5%).
Kuviin on piirretty myds log-kuolevuuden muutosten toteumat vuosilta 2010—2022.
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D Elinajanodotteiden ennusteiden luottamusvalit

Téassé tyossi elinajanodotteiden ennusteiden luottamusvilit lasketaan siten, ettd kaikkien iké-
kohtaisten kuolevuuksien oletetaan realisoituvan samanaikaisesti ennustejakaumien kvantiilien
¢ mukaisille tasoille. Toisin sanoen, kaikille mallinnetuille ikdkohtaisille kuolevuuksille patee

m;TJrh = mI7T+h eXp(Nqam), (33)

jossa N, on standardinormaalijakauman g-kvantiili, 1, 745 on ikdkohtaisen kuolevuuden en-
nustettu odotusarvo vuonna 1"+ h, 0,5 on ikdkohtaisen ennustevirheen keskihajonta vuonna
T + h. Tallgin elinajanodotteiden ennustejakaumien ¢-kvantiilit égyT 45, 2-ikdisille ennusteen
vuonna 1"+ h saadaan liitteen [Al mukaisilla kaavoilla

92 _ 5 q
HY =max | 0, —I Th ; 34
px,T+h ( 2 _|_ ~ x7T+h ( )
o rih = + Zk:px T4h (35)
ja
kng,T—&-h Hk %)15334-71 T+h (36)

Esitetyn ldhestymistavan hyvé puoli on se, ettd elinajanodotteiden luottamusvilit saadaan
muodostettua samoilla yksinkertaisilla ja vertailukelpoisilla kaavoilla kaikille tissa tyOssa tar-
kasteltaville malleille. Lisdksi tekniikka vastaa Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien oletusta, jon-
ka mukaan ennusteiden epdvarmuus syntyy kaikille ikévuosille yhteisen aikafaktorin ennusteen
kautta (ks. liite @ Toisaalta ARIMA-mallikehikon nidkékulmasta esitettyd menettelytapaa
voidaan pitda karkeana, silld tdmén tyon ikdkohtaisessa ARIMA-mallinnuksessa ei lahtokohtai-
sesti tehda oletuksia mallien vilisista riippuvuuksista. Taten ARIMA-mallikehikossa elinajano-
dotteiden ennustejakaumia voitaisiin todennékoisesti parantaa, ja sovellettavasta riippuvuusra-
kenteesta riippuen todennékoisesti myds kaventaa, mikali ikikohtaisten ARIMA-mallien vilille
lisattaisiin tarkempaa riippuvuusmallinnusta.

26Elinajandotteiden ennusteiden luottamusvéileji perustellaan tarkemmin Leen ja Carterin (1992) [8] tutki-
muksen liitteissd A ja B.
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E Rullaava ARIMA-ennuste

Luvussa 3 esitetyt kuolevuuden ja elinajanodotteiden ennusteet on toteutettu usean vuoden en-
nustehorisontille (h > 2). Sen sijaan téssé liitteessé esitetdén kuolevuuden ja elinajanodotteen
ennusteet toteutettuna siten, ettd yhden vuoden ennuste tehdiddn vuosittain uudelleen lahtien
viimeisestd havaitusta pisteestd (h = 1). Kdytdnnossi niin toteutettuja rullaavia ennustei-
ta voitaisiin kiyttad esimerkiksi vastuuvelan kuolevuus- ja pitkiikdisyysriskid arvioitaessa (ts.
yhden vuoden value-at-risk). Talloin ennustejakauman volatiliteetin mallintamisessa voitaisiin
puolestaan hyodyntaé esimerkiksi GARCH-malleja.

Kuvassa [J] on esitetty 80-vuotiaiden miesten ja naisten kuolevuuden ja elinajanodotteiden
rullaavat ennusteet ja ennusteiden 95 prosentin mukaiset luottamusvélit ARIMA (1,1,1)-mallilla.
Mallit on sovitettu vuosivélille 1955—2009 ja ennusteita verrataan vuosien 2010—2022 toteutu-
neita havaintoja vastaan. Kuvaajista ndhdaéan, ettd rullaavasta luonteestaan huolimatta ennus-
teet ovat suhteellisen vakaita. ARIMA-mallien rullaavat ennusteet eivét ole pystyneet ennakoi-
maan korona-aikana havaittua merkittdviaa kuolevuuden kasvua ja elinajanodotteiden laskua,
joskin havaitut arvot ovat pysyneet kutakuinkin ennusteen luottamusvilien sisalla.

Rullaava ennuste, ARIMA(1,1,1), 80-vuotiaat miehet Rullaava ennuste, ARIMA(1,1,1), 80-vuotiaat naiset
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Rullaava ennuste, ARIMA(1,1,1), 80-vuotiaat naiset
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Kuva 9: Rullaava ARIMA(1,1,1)-ennuste 80-vuotiaiden miesten ja naisten kuolevuudelle ja
elinajanodotteelle.
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Kuva 10: Simuloituja esimerkkeji ARIMA(1,d,1)-prosesseista.
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Kuva 11: Esimerkkeja simuloitujen MA(1)-, AR(3)- ja ARMA(3,1)-prosessien estimoiduista
otosautokorrelaatio- ja osittaisautokorrelaatiofunktioista luottamusvileineen. MA(1)-prosessin
otosautokorrelaatiofunktiossa on selvd katkos viipeen 1 kohdalla ja osittaisautokorrelaatiofunk-
tio on siniaaltoinen. Sen sijaan AR(3)-prosessin otosautokorrelaatiofunktio on siniaaltoinen ja
osittaisautokorrelaatiofunktiossa on selvd katkos viipeen 3 kohdalla. ARMA(3,1)-prosessin ta-
pauksessa autokorrelaatiofunktioista ei voida selvésti péételld sopivaa p:n ja ¢ arvoa (jos
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jotain, niin funktiot jopa viittaisivat AR(2)-prosessiin téssi tapauksessa).
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Kuva 12: ARMA-mallin spesifikaation vaikutus ennusteeseen. Kuvaajista ndhdian, ettd sta-
tionaarisen prosessin tapauksessa ennuste (punainen) palautuu sitd nopeammin vakiouralle ¢
(punainen katkoviiva), mitd vihemmé&n mallissa on parametreja eli mitd pienempid ¢:n ja eri-
tyisesti p:n arvot ovat. Sekd MA- ettd AR-prosessien parametrit on asetettu arvoiksi -0.7, 0.4,
0.5 ja -0.1 (téssi jarjestyksessd). Teoreettisen vakion ¢ arvo on puolestaan 2.
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Log-kuolevuuden ADF-testi Log-kuolevuuden muutosten ADF-testi
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Kuva 13: Log-kuolevuuden seké log-kuolevuuden muutosten yksikkéjuuren ADF-testien iké-
kohtaiset p-arvot miehille (sininen viiva) ja naisille (punainen viiva). Musta katkoviiva kuvaa
viiden prosentin luottamustasoa.
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Kuva 14: Log-kuolevuuden muutosten lineaarisen ja epéalineaarisen autokorreloituneisuuden LB-
testien ikikohtaiset p-arvot miehille (sininen viiva) ja naisille (punainen viiva). Musta katkoviiva
kuvaa viiden prosentin luottamustasoa.
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Keskimaarainen autokorrelaatifunktio, miehet Keskimaardinen osittaisautokorrelaatifunktio, miehet
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Keskimaardinen autokorrelaatifunktio, naiset Keskimaardinen osittaisautokorrelaatifunktio, naiset
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Kuva 15: Log-kuolevuuden muutosten keskiméaérdiset otosautokorrelaatio- ja osittaisautokorre-
laatiofunktiot. Keskiméaariiset autokorrelaatiofunktiot on laskettu sukupuolittain yli kaikkien
ikdikohtaisten aikasarjojen autokorrelaatiofunktioiden. Siniset katkoviivat kuvaavat yksittdisten
autokorrelaatioiden 95 prosentin luottamusvéleja.
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16: Sopivimmat ARIMA-mallit auto.arima -funktion ja AICc-informaatiokriteerin perus-
teella. Vasemmanpuoleisissa kuvissa ndytetdan, kuinka usealle kuolevuusaikasarjalle kyseinen
spesifikaatio oli sopivin. Oikeanpuoleisissa kuvissa mustat viivat kuvaavat sopivimman ARIMA-
mallin AICc-arvoa ja virilliset pallot valitun vertailumallin eli ARIMA(2,1,2)-spesifikaation
AlCc-arvoa. Y1haélla siniselld kuvataan tulokset miehille ja alhaalla punaisella tulokset naisil-
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ARIMA(0,1,1)-residuaalien LB-testi Nelioityjen ARIMA(0,1,1)-residuaalien LB-testi
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Kuva 17: ARIMA(0,1,1)-mallin residuaalien lineaarisen ja epilineaarisen autokorreloituneisuu-
den LB-testien ikiikohtaiset p-arvot miehille (sininen viiva) ja naisille (punainen viiva). Musta
katkoviiva kuvaa viiden prosentin luottamustasoa.
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Autokorrelaatio

Autokorrelaatio

Kuva 18: ARIMA(0,1,1)-mallin residuaalien keskimé#irdiset otosautokorrelaatio- ja osittaisauto-
korrelaatiofunktiot. Keskiméariiset autokorrelaatiofunktiot on laskettu sukupuolittain yli kaik-
kien ikdikohtaisten residuaaliaikasarjojen autokorrelaatiofunktioiden. Siniset katkoviivat kuvaa-
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vat yksittdisten autokorrelaatioiden 95 prosentin luottamusvéileja.
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Log-muutosten ennuste, ARIMA(0,1,1), 65-vuotiaat miehet
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Kuva 19: Log-kuolevuuden muutosten ennusteet ja 95 prosentin luottamusvélit ARIMA(0,1,1)-
mallilla ja ARIMA(2,1,2)-mallilla, 65-vuotiaat miehet ja 90-vuotiaat naiset. Kuvista ndhdaan,
ettd ARIMA(0,1,1)-ennuste asettuu nopeasti vakiouralle, kun taas ARIMA(2,1,2)-ennusteessa
on miesten tapauksessa havaittavissa pienté heiluntaa vield 2030-luvulla ja naisten tapauksessa
jopa 2040-luvulla. Ennusteiden vakiourat vastaavat sovitevileiltd havaittuja keskiméaréisia log-
kuolevuuden muutoksia (kuvissa musta katkoviiva). Log-kuolevuuden muutosten luottamusvi-
lit lasketaan kaavalla Alog(in] ;) = log(in],) — log(1h,,—1), jossa Mg, vastaa luottamusvélin
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mukaista kuolevuuden ennusteen kvantiilia ts. ¢ = a/2,¢ =1 — a/2 (a = 5%).
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Elingjanodote

Elinajanodote

Miesten elinajanodotteet ja ennusteet, ARIMA(0,1,1)
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Miesten elinajanodotteet ja ennusteet, ARIMA(2,1,2)
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Kuva 20: Elinajanodotteen ennusteet miehille eri ARIMA-spesifikaatiolla.

Naisten elinajanodotteet ja ennusteet, ARIMA(0,1,1)
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Kuva 21: Elinajanodotteen ennusteet naisille eri ARIMA-spesifikaatiolla.
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Lee-Miller ja ARIMA(0,1,1)-mallin vertailu Lee-Miller ja ARIMA(0,1,1)-mallin vertailu
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Kuva 22: ARIMA(0,1,1-) ja Lee-Miller -mallien ennustamat kuolevuudet vuosivilin 2010—2022
toteumaan verrattuna, 30-vuotiaat naiset ja miehet. Mallit on sovitettu vuosivélille 1955—2009.
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Kuva 23: ARIMA(0,1,1)- ja Lee-Miller -mallien ennustamat kuolevuudet vuosivéilin 2010—2022
toteumaan verrattuna, 50-vuotiaat naiset ja miehet. Mallit on sovitettu vuosivilille 1955—2009.
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Kuva 24: ARIMA(0,1,1)- ja Lee-Miller -mallien ennustamat kuolevuudet vuosivilin 2010—2022
toteumaan verrattuna, 90-vuotiaat naiset ja miehet. Mallit on sovitettu vuosivilille 1955—2009.
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Kuva 25: Elinajanodotteen ennusteiden vertailu, ARIMA(0,1,1) ja Lee-Miller. Mallit on sovi-
tettu vuosivilille 1955—2009.
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Miesten kuolevuus, 90-vuotiaat

Lee-Miller, Lee-Carter ja ARIMA(1,1,1)-mallin vertailu
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Kuva 26: ARIMA(1,1,1)-, Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien kuolevuus, 90-vuotiaat miehet ja

naiset. Mallit on sovitettu vuosivalille 1960—2022.
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Kuva 27: ARIMA(1,1,1)-, Lee-Carter ja Lee-Miller -mallien elinajanodotteet miehille ja naisille.
Mallit on sovitettu vuosivilille 1960—2022.
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20-110+ -vuotiaiden miesten log-kuolevuuden muutosten véliset korrelaatiot, 1950-2022
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Kuva 28: Log-kuolevuuden muutosten korrelaatiomatriisi 20—1104 -vuotiaille miehille esti-
moituna vuosivaliltd 1950—2022. Kuvasta nidhdiin, ettd korrelaatio on selvisti voimakkainta
vanhempien ikdluokkien vililla (erityisesti n. 90—110+ -vuotiaissa), kun taas nuoremmissa iké-
luokissa korrelaatio on heikompaa.
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20-110+ -vuctiaiden naisten log-kuolevuuden muutosten véliset korrelaatiot, 1950-2022
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Kuva 29: Log-kuolevuuden muutosten korrelaatiomatriisi 20—110-+ -vuotiaille naisille estimoi-
tuna vuosivaliltd 1950—2022. Kuvasta ndhdain, ettd korrelaatio on selvisti voimakkainta van-
hempien ikdluokkien vélilld (erityisesti n. 90—110+ -vuotiaissa), kun taas nuoremmissa ikéluo-
kissa korrelaatio on heikompaa.
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