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ABSTRACT

In this paper it is studied how the stochastic variance of the
forces of interest and mortality change the formulae of dis-
counting, prolognation and term insurance derived with the de-
terministic model. The stochasticity of the mortality of Finnish
life insurance has only a neglible effect on the formulae, but the
stochasticity of the force of interest has a large effect
especially in the long discounting and prolognation periods. This
stochasticity increases the average discounting and the
prolognation factor, the more so as the variance of the force of

interest and discounting period grow.

The expected values have been derived by integrating over all the
forces of interest on the infinite-dimensional Banach space of the
continuous functions. The used Gauss measure of the space repre-
sents a process where the force of interest on a certain moment of
time is normally distributed, the average being the force of
interest of the previous moment when a finite number of moments is
studied. When the number grows infinitely one gets the required
expected value. The result is based on the functional analysis.
In addition the integration with respect to the gamma measure on
finite-dimensional spaces is studied. However, no respective
result as for the Gauss measure can be derived for the gamna

measure on any infinite-dimensional space.

The force of mortality is a different kind of process than the
force of interest and therefore it cannot be integrated with
respect to the same Gauss measure. The expected values containing
the mortality can be more easily derived than those for the force
of interest. However, the derived formulae are more complex.

The above-mentioned results for the force of interest and
mortality cén be compared to the expected values derived by
stochastic differential equations. In the comaparison it is found
what kind of processes the forces are in the theory of the
stochastic differential equations. At the same time an
interpretation of the formula for the term insurance is developed.







SISALTO

MERKINTOJA

JOHDANTO v vvnevonoenseseonneoeessssnnnnnnsanennanss 1

1. TODENNAKOISYYS BANACH - AVARUUDESSA ....veuvven- 3

2. GAUSSIN MITTA vvuvvrnnmnssnsananeananssnssnsesan- 7

3. ATKAKORKO s vvvcvnneeanannnsssecasnsnnnssnansooens 13
3.1. KORKOTUVUUS JAKAUTUNUT NORMAALISTI ........ 13

3.2. VERTAILU STOKASTISEN DIFFERENTIAALIYHTALON

RATEAISUUN .. civveerrneaerssnsssaoanscesransens 16
3.3, GAMMAJAKAUMA ...vvccvetavsrsronsnnsoncsssns 17
4, BLINKORKO ... vvvevvrrrsencnssnssssscsacssenenssens 20

4.1. DISKONTTAUS SUOMALAISELLA

LASKUPERUSTEKUOLLEISUUDELLA +.vvvevuvesnnns 22
5. KUOLEMANVARATURVA .. vvvvvenneansccnnnsoannnnsnans 24
6. PROLOGNOINTI vvvevunsrenesccnnononnsassnnnnssnnns 25
YHTEENVETO &+ v vvvvnnenneeeoooeosnosonnessannnnnnsss 27
LIITE: FUNKTIONAALIANALYYSIN TERMINOLOGIAA ........ 28
KIRJALLISUUS - vt vvseennnnnnnnneesnonansnnnnnennses 30
MERKINTOJIA

Jos f on jakautunut jakauman F mukaiseti, merkit8&n f =+ F.

Jos aiemmin esiintym&tén funktio f halutaan midritell&d funktion g

avulla, merkitddn £ = .

Olkoon (X,t)‘topologinen avaruus. B on funktori, joka 1liittdi to-
pologiseen avaruuteen sen Borel-joukot eli B{X) on joukkoperheen t

generocima g-algebra.
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TJTOHDANTO

Deterministisessid teoriassa diskonttaustekijd on

T
(0.1} D(6,U,x%,%+tT) = exp -j ( §(t) + p(x+t) ) dt
0

Taman kiytté tarkkana diskonttaustekiijéni edellyttda Xoko ajalta
tarkkaa tietoa sekd korkoutuvuudesta ettd kuolevuudesta. Kuiten-
kin vaikka korkoutuvuuden § keskiarvon kayttdytymiselle olisi
tarkka malli, korkoutuvuus vaihtelee satunnaisesti keskiarvonsa
ympdrilla. Korkoutuvuutta voidaan kayténndssa mitata l&hes jatku-
vasti. Kuolevuus p ercaa korkoutuvuudesta siten, ettd sitd ei pys-—
tyts mittaamaan jatkuvasti. Populaation koon mukaan kuolevuus on

" havaittu vuoden tai viiden vuoden ikdrvhmissd ja interpoloitu jat-
kuvaksi funktioksi. Eri vuosina kustakin ik&ryhméstd saadaan eri-
laisia kuolevuuksia ja siten kunkin ikiryhmén kuolevuuden jakauma.

Fdelld oleva diskonttaustekijia on johdettu vastuuvelan V Thielen
differentiaaliyhtaldsté

(0.2) VI(t) = (§(t) + u(x+t) ) V(E) + ...

Stokastisen differentiaaliyhtdlén teorialla on sama l&htdkohta,
mutta se lisia yhtaléén korkoutuvuudelle ja kuolevuudelle satan-

naispoikkeamina Brownin liikkeet Wg 3a W,

(0.3) VI(t) = (8(t) + Wg(t)+ p(x+t) + W, (t)) V() + ...
ja tamid yhtilé ratkaistaan.

Tissd tydssd lihtokohta on kuitenkin toinen. Thielen differentiaa-
livht#ldsta (0.2) ratkaistun diskonttaustekijén (0.1} arvo riippuu
siitd, miten korkoutuvuus ja kuolevuus kehittyvit a‘jan mukana.
Kutakin satunnaista funktioparia (§,p) vastaa jokin diskonttauste-
kijdn arvo D(§,u,x,x+t). Taten diskonttaustekiiid on satunaismuut-
tuja. Sen momentteja pystytdsn laskemaan integroimalla sitd parien
(6,1) muodostaman funktioavaruuden jonkin todenndkdéisyysmitan

suhteen.




Adretdnulotteisten avaruuksien integointiteoriéa on kédsitelty tés-
58 tydssd kayttéden lihteend pidasiassa Laurent Schwartzin kirjaa
[1]. Se kdsittelee integrointia mielivaltaisessa topologisessa
avaruudessa ja siten sen lihestymistapa on liian yleinen témén
esityksen kannalta, johon riitt&&d vain mitat Banach-avaruudessa.
Schwartzin esityksestd onkin karsittu témén tydén Kannalta epé-
oleellisia topologisen avaruuden kdsitteiden md&ritelmid Jja omi-
naisuuksia. Kaksi muuta tdssd tydssi kdvtettyd teosta, jotka kE-
sittelevdt integrointia &d&retdnulotteisessa avaruudessa, on ollut
Skorohodin [2] sekd Ledoux ja Talagrandin [3]. Ne puolestaan ovat
tarvittavilta osin té@mdn tyén kannalta liian suppeita eivdtkd anna
kaikkia tarvittavia vastauksia. Ndiden kolmen teoksen ymmirtémi-
seksi pité&d hallita funktionaalianalyysid siin& mé&rin kuin siti
esitetdsn missi tahansa funktionaalianalyysin, topologian ja mit-
ta- ja integraatioteorian alkeiskurssilla ja lis&ksi siten kuin
sitd on esittényt esimerkiksi Kari Ylinen Turun yliopiston luen-
tosarjassaan, joka on sisdltényt mitta- Jja integraatioteoriaa to-
pologisissa avaruuksissa [4] ja topologisia vektoriavaruuksia [5].

Tosin tasti tydstid voi olla hydtyd myds sellaiselle, joka ei viite-
si selvitt&dsd, mistd kaikesta teoriassa on kyse. Tédllainen lukija
voi huoletta hypdtd ensimmiisen luvun vli ja lukea toisestakin
vain merkinndt. Teorian esityksen Jj&lkeen sen sovellukset ovat hy-
vin laskennallisia ja ne ovat hallittavissa tavallisen analyysin

tiedoin.

Taman tydn tarkastelukulma on yksi vakuutus, jolloin maksun ajan-
kohtaa voidaan pit#id sovittuna. Jos tarkastelukulmaksi valittai-
siin yhtién nakékulma, pitdisi maksun tuloajankohtakin olla satun-
naissuure. Tami lihtokohta on esimerkiksi Norbergin artikkelissa
[6]. Tam&n nikdékohdan lisd&minen té&mén tydé né&kdkulmaan on teoreet-
tisestil - el valttamiatts laskennallisesti - yksinkertaista, jos
oletetaan, ettd maksu, korkoutuvuus Jja kuolevuus ovat keskenaéan

riippumattomia satunnaissuureita.




1 - TODENNAKOISYYS BANACH #—
AVARUUDESSA

Miadritelmd 1.1. Olkoon X Banach-avaruus. Avaruuden X todenndkdi-
syysmitta P Borel-o-algebrassa B(X) on Radonin todenndkéisvys(mit-
ta}, jos jokaista lukua € > 0 ja mitallista joukkoa Y € B(X) kohti
on olemassa sellainen avaruuden X kompakti joukko K & Y, ettd

(1.1) P{ XK ) < €,

Eri l&htdkohdista l&dhtien Radonin mittoja tutkitaan esityksissé
[11, (3] ja [4]. Ylisen [4] esityksestd on huomattava, ettad se ra-
joittuu lokaalisti kompakteihin Hausdorffin avaruuksiin, joita so-
vellusosassa tutkittavat avaruudet eivdt ole. Mutta Schwartz tote-
aa ([l], .60), ettd oletus on nienndisesti liian vahva ja se voi-
daan korvata lievemmi#lld oletuksella, ettd avaruus on tdysin sédn-
ndllinen, joita sovellusosan avaruudet puolestaan ovat. Tamd Kor-
vausmahdollisuus perustuu ensinndkin siihen, ett& jokainen téysin
sianndllinen avaruus X voidaan upottaa kompaktiin avaruuteen avoi-
meksi joukoksi stone-Cechin kompaktifikaatiolla {71, ja ettd kom-
paktin avaruuden avoin joukko on lokaalisti kompakti; sekd@ toisek-
si siihen, ettd avaruuden X ja sen Stone-Cechin kompaktifikaation
alijoukkoon X keskittyneiden mittojen v&1illd on bijektiivinen
vastaavuus. Taten kompaktifikaatiossa ei synny uusia mittoja.
Siten Ylisen esityksen tulokset ovat kéyvtettévisssd tédssd tydssi.

Olkoot X ja Y mitta-avaruuksia ja f mitallinen kuvaus X -> Y sekd
P avaruuden X mitta. f(P) on avaruuden Y mitta, Jjonka arvo joukol-

la A € B(Y) on (£(P))(a) = p(£~1(ay).

Olkoon jatkossa I suunnattu joukko ja i —> X3, i € I, vihenevi
verkko Banach-avaruuden suljettuja aliavaruuksia.

Merkitddn luonnollista surjektiota X -> X/Xj, X -> ¥ + Xj, merkin-
ndlld 7; ainé, kun i € I. Olkoon X4, j € I, toinen suljettu ali-

avaruus, joka sisdltyy avaruuteen X;, elil xj<g,xi. Ruvaus 754 méi-
ritelldén kuvauksena X/X4 -> ¥/Xj, X + X5 —> % + X3. Talldin sel-

vésti w; = L REET kun 1 £ 7.




Mairitelmd 1.2. Olkoon X Banach-avaruus, {(X,)pcp Vdheneva verkko
avaruuden X #drelliskodimensioisia sulijettuja aliavaruuksia ja Pp
tekijdavaruuden X/X, Borel-c-algebrassa By, = B(X/Xp) méddritelty
todennakdéisyys. Jos m < n eli X, 2 X, ja on voimassa yhteensopi~
vuusehto Py = 7p(Pn), sanotaan perhettd (Pp,X/Xplner tai lyhyemmin

vain kuvausta (Pp)per Svlinteritodenndkéisyvs(mitaksi).

Selvitetdsn termin sylinteritodenndkdisyys alkuperd. Joukon A X
sanotaan olevan svlinterijoukko, jos on olemassa Banach-avaruuden
X sellainen #irelliskodimensioinen suljettu aliavaruus Xj ja

B & X/X;, ettd A = Wi_l(B). T41l6éin sylinteri A on ne avaruuden X
vektorit a, joilla a + Xj = B. Joukkoa B nimitet&&n joukon A poik-
kileikkaukseksi tai kannaksi. M3aritellisdn sylinterille A "toden-
nékdisyysmitta" P(A) = P3(B) eli sylinterin "mitta" on sen poikki-
pinta-ala. Yhteensopivuusehdon avulla voidaan todeta helposti,
ettd P(A)} el riipu parista (Xj,B). Edelld lainausmerkit korostavat
sitd, ettd P ei valttamdttd ole mitta siinid mielessd kuin kyseisté&

kasitettd kaytetdsdn mitta- ja integraatioteorissa.

Todetaan, ettd edellisen mi#sritelmdn sylinteritodennékéisyys méé-
rittelee proiektiivisen systeemin todennikéisyysavaruuksia

{ (X/X1,Bi,Pi,Mi5) | i,3 € T } ([8]1, s.14). Toteamiseksi vaadi-
taan, ettd seuraavat kolme ehtoa toteutuvat:

(1) ﬁij“l(Bi) ¢ B3, kun i £ j, koska 734 on jatkuva.

(i1) w3k = Ti5© Tk kun 1 £ j < k eli X532 X3 2 Xy . Tdmd seuraa
suoraan kuvausten 7, mddritelmdsta.

(iii) Py = ﬂij(Pj) sisaltyy sylinteritodenndkéisyyden médritel-
maan. .

Schwartz kaytt#i po. systeemille lisdadjektiivia tarkka ([1l],
s.74).

Luonnollinen kysymys on, milloin on clemassa Banach-avaruudessa X
Radonin todennidkéisyys, josta saadaan &&rellisdimensioisten teki-
jiavaruuksiensa todennékéisyydet luonnollisella surjektiolla eli
kaavalla 7(P}) = Pp. Seuraava teoreema antaa vialttimattdémén Ja

riittividn ehdon.

Teoreema 1.3. (Prohorov) Olkoon X Banach-avaruus ja
{ (X/Xi,Bi,Pi,wij) [ 1,7 € T} projektiivinen systeemi todenndkéi-

syysavaruuksia. VAlttémdtén ja riittdva ehto sille, ettd on ole-




massa avaruuden X sellainen Radonin todenndkdisyys P, ettd mn(P) =
P, aina, kun n ¢ I, on, ettd jokaista lukua 0 < € < 1 kohti on

olemassa sellainen avaruuden X kompakti joukko K., ettd Pp(7mK.) 2
1 - ¢ aina, kun n € I. Jos verkko (Xj)jer on sellainen, ettd kuva-
ukset (7p)per erottavat avaruuden X pisteet, P on yksikédsitteinen.

Todistus. Yleisess# lokaalisti konveksissa Hausdorffin avaruudessa
Schwartz ([1], s.81) ija Hilbertin avaruudessa eréds versio Skorohod

(121, s.5). -

T4llaisenaan t&mid teoreema el ole kovin helposti sovellettavissa,
mutta on keskeinen teorian kehittelyn kannalta ja antaa k&sityksen
Radonin todennikéisvyden olemassaolosta ja sen keskittyneisyydes-
ti. Seuraava nmidritelmid erittelee erilaisia keskittymisen tyyppe-

ja.

Madritelmd 1.4. Olkoon X Banach-avaruus, (Pp,X/Xplper Sen sylinte-
ritodenndkéisyys, A € B(X) ja 0 < € < 1.

(a) Sanotaan, ettd (Pp)per ©on sylinterisesti Xeskittynyt lukuun €
asti joukkoon A, jos Pp(mpA)} =2 1 - € jokaisella n € I.

(b) Se on littesisti® keskittynyt lukuun e asti joukkoon A, jos
Ph{mpA) > 1 — € jokaisella suljetulla hypertasolla Xp.
(c) Olkoon I kokecelma Borel-o-algebran B(X) joukkoja. Sylinterito-

denndkéisyys on keskittynyt kokocelmaan £ sylinterisesti (litteés-—

ti), jos jokaista € > 0 kohti on olemassa sellainen A € I, etti
(Pplner On Sylinterisesti (littedsti) keskittynyt lukuun € asti

joukkoon A.

Seuraava lause antaa riittivén ehdon Radonin todenndkdéisyyden ole-

massololle sylinterisesti keskittyneisyyden avulla.

Lause 1.5. Olkoon (Pp)per refleksiivisen Banach-avaruuden X sylin-
teritodenndkéisyys, joka on sylinterisesti keskittynyt avaruuden X
palloihin. Silloin se mdirittelee Radonin todenndkdisyyden avaruu-

dessa X.

Todistus. Schwartz ([1], s.204). B

* moymi on suomemnettu Ledouxin ia Talagrandin termista flat concentration. Schwartz kayttad termid scalar
concentration. Koska hypertasoa vastaa vksikisitteinen funktionaali, termien sisdllét ovat samat, mutta termi

1litted havainnollisempi.




Tamsd lause on kuitenkin liian heikko. Esimerkiksi sylinteritoden-
nakéisyys, josta saadaan Gaussin todenndkéisyys jokaiseen avaruu-
den X &drellisulotteiseen aliavaruuteen, ei ole sylinterisesti

keskittynyt palloihin, sillé jokaisella R > 0

R
(1.2) ( i exp ( —%tz) dt yt -> 0 ,

kun dimensio n -> «, joten koska jokainen pallo siséltyy johonkin
kuution [-R,RIM, tarvittavaa palloakaan ei 1&ydy. Tésté huolimatta
ko. sylinteritodenndkdisyys midrittelee Radonin todenndkdisyyden.
Edellisestd lausekkeesta (1.2) nakyy, ettid ko. sylinteritodenni-
kdisyys on littedsti keskittynyt palloihin ja siten myds kompak-
teihin joukkoihin, £ill#d littedsti keskittyneisyyden ehdossa riit-
t33 olla n = 1, joten valitsemalla R tarpeeksi suureksi saadaan
integraali mielivaltaisen ldhelle ykkésta. ‘

Seuraava lause antaakin Radonin todenndkdisyyden olemassaclolle
jatkuvien funktioiden avaruudessa ehdon littedsti keskittyneisyy-
den avulla. Sitd ennen midritelldsn kuitenkin uusi suppenemiskési-

te.

Madritelmd 1.6. Olkoon X tdysin s&inndllinen topologinen avaruus
ja (Py) verkko avaruuden X &8rellisid Radonin mittodja. Sanotaan,

ettd (P,) suppenee kapeasti (narrowly) kohti &3rellistd Radonin
mittaa P, jos PL(F) suppenee kohti lukua P(F) aina, kun F on jat-
kuva ja rajoitettu funktio X -> R. Mddritelmdn mukaan kapea topo-

logia on karkein topologia, jonka suhteen darellisten Radonin mit-
tojen muodostaman vektoriavaruuden Ml(X) verkkojen suppeneminen on
pisteittdistsd suppenemista rajoitetuissa funktioissa. Ndinollen
avaruuden M1(X) nolla-alkion kapean topoclogian mukainen ympéristo-
kanta muodostuu joukoista U(Fp, ..., Fixi €) = {u [ u ¢ M (X)),
[u(Fj)] < e, 1< i<k}, jossae>0 ja Fy, ..., Fx ovat jatkuvia
ja rajoitettuja funktioita X -> R.

Jause 1.7. Olkoon K kompakti topoleginen avaruus, C(K) siind jat-
. kuvien funktioiden Ranach-avaruus tasaisen suppenemisen topologian
suhteen (kaava (2.5)), (Pplper Sen sylinteritodennidkéisyys, A toi-
nen suunnattu joukko ja (Pzlaea Sellainen verkko avaruuden C(K)
projektioita suljetuille aliavaruuksille, joka suppenee tasaisesti
jokaisessa avaruuden C(K) kompaktissa joukossa kohti kyseisen kom-
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paktin joukon identiteettikuvausta. Jos (Pp)pcy on littedsti kes-
kittynyt avaruuden C(K)

(a) tasaisen suppenemisen suhteen kompakteihin alijoukkoihin tai
(b} konvekseihin ja heikosti kompakteihin alijoukkoihin,

niin (P,)pey méérittelee Radonin todenndkéisyyden P avaruudessa
C(K) s.j.v.s.k. verkko Radonin todenndkéisyyksié& (pz(P))aea Sup-
penee kapeasti kohti Jjotain Radonin mittaa Q. T4116in P = Q.

Todistus. P on madaritelty sivulla 4 madritelmén 1.2 j&lkeen.
Schwartz on esittinyt lauseen yleisille topologisille avaruuksille

(ri1}, =.253). B

Edellinen lause ei ole niink&&n hyddyllinen Radonin todenna@kéisyy-
den olemassaocloa todistettaessa, vaan integraalia laskettaessa
silloin, kun muuta kautta tiedet#in, ettd Radonin todennékéisyys P

on olemassa. T&116in nimittdin kapea suppeneminen merkitsee, ettd

(1.4) lim f F(£)d(pga(P)(£)) = f F(£)dP(F)
aeA ¥, X

aina, kun F: C{K) -> R on jatkuva ja rajoitettu. Jos Radonin to-
denniékéisyys on olemassa, sen integraalit saadaan raja-arvoina 8-

rellisulotteisissa avaruuuksissa lasketuista todenndkéisyyksisté.
Raja-arvo kannattaa muodostaa kdyttden suunnatun joukon alijonoa.

2. GAUSSIN MIT'TA

2.1 Merkintéijd. Kidytetddn seuraavia merkintdija.

T ¢ R ,
K=f0,T1,

(2.1) ty; =1 T/2" , ne Njai=0, 1,...,20 = N,
Oy = { tpy | £ =0, ..., 20},

C{K) = X = vdlill& K jatkuvat reaalifunktiot,




Reaaliluvun T merkitys tassi tydssid on, ettd se edustaa ajanhet-

ked, josta diskonttaus suoritetaan nykyhetkeen 0. Vdlin K jakopis-
teet O, jakavat jakopisteiden 9,_; madrittémat osavalit siten, et-
t4 kukin osavdli jaetaan kahteen vhtésuureen osavdliin. Téssid esi-
tyksessd korkoutuvuus katsotaan Jatkuvaksi funktioksi v&1illa K,

vaikka se vol olla mahdollisesti hyvinkin voimakkaasti heilahtele-~
va kuten Brownin liike. Toinen mahdollisuus olisi valita korkoutu-
vuusfunktio jonkin ehdon tdyttavaksi mitalliseksi funktioksi. Kum-
pikin valinta on puolustettavissa reaalisaatiota ajatellen; onhan
kumpikin vain approksimaatio todellisuudesta, jossa korkoutuvuus

havaitaan ja mddratadn vain &&drellisen monta kertaa.

aAvaruuden X projektio miaritellddn jokaiselle vdlin K direlliselle
osajoukolle 0 = { O=ty, tq, ..., tp-3, =T }, missd tj.q < ti, 1
=1, ..., n. Olkoon f ¢ X. Projektio ppf on joukon { (t, f(t)) [

t € N )} pisteet yhdistdvd murtoviiva

f(t;) = £(t3-1)
(2.2) Pn: f - pnf = [t -> - (t - ti_l) + f(ti_l)} '
i - tia

kun t € [tj-3,tj]1. Merkitdén
{2.3) Xa={ppf | £feX),

joka on &#rellisulotteinen ja dim Xg = n, kun alkuarveoa £(0) pi-

detidsn kiintednd. Erityisesti merkitédén

2.4 = ja Xo = Xn-
( ) ‘ P, Pn ] 0, “n
C(K) = X on Banach-avaruus normin

(2.5) [1£]|w = sup gex [£(E)]

suhteen. Tamidn normin middréddmid topologiaa kutsutaan myds tasaisen
suppenemisen topologiaksi. Toinen topologia, Jjota avaruudessa X
kiaytetddn on heikko topologia o(X,X’) eli karkein topologia, ‘jonka
suhteen kaikki kuvaukset pn’ ¢ X7, £ ->JKF(t) du(t) ovat jatkuvia,

missd p on valin K Radonin mitta (Rieszin esityslause). Radonin
mittojen kannalta on samantekevdd, kumpaa nidistd topologioista




kéytetéén, 21113 kummankin topologian suhteen avaruuden X Radonin
mitat, mitalliset joukot ja niiden mitat ovat samat ([1]1, s.162).

2.2 Gaussin mitta ddretdnulotteisessa avaruudessa. Madritelléédn

kuvaus J kaavalla

t

(2.6) J: Lp(K) => X, g ->[ t -> f g(ul) du ]
o)

Kuvaus on hyvin m3aritelty ja itse asiassa J(g) on jopa absoluut-

tisesti jatkuva [9]. Merkit&én
(2.7) H = J(Ly(K)).

Koska J(g)’ = g Lebesguen mitan suhteen melkein kaikkialla (m.k.)
[9], J on isomorfismi avaruuksien L,(K) ja H v&lilld. Avaruudessa

H voidaan ma&ritelld sisédtulo

(2.8) (f,9) = f £0(t) g/(t) dt = (37t(e), 3719 .

K

Koska L,(K) on Hilbertin avaruus, niin myds H on.

Jokaisessa avaruuden H &direllisulotteisessa avaruudessa Hg, dim Hg
= d, voidaan maddritelld Gaussin mitta

(2.9) exp -7 [x]® ax ,

jossa |.| on euklidinen normi avaruudessa H, ja dx Lebesguen mit-
ta. Nami riippuvat siitd, millaista isomorfisimia Hy -> RY tarkas-
tellaan. Schwartz todistaa ([1], s.364), ettd on olemassa sellai-
nen Radonin mitta G avaruudessa X ns. Wiener-Lévyn mitta, joka
projisoituna avaruuden H &#rellisulotteisiin aliavaruuksiin on
Gaussin mitta (2.9). Yksiulotteisen tiheysfunktion (2.9) odotusar-
vo on nolla Jja varianssi 1/27. Eksponentissa olevan kertoimen
kiinnittaminen luvuksi -7 ei ole oleellista. Se tehtiin, jotta
eksponentin kerroin olisi avaruuden dimensiosta riippumaton.

2.3 Caussin mitta d8rellisulotteisessa avarundessa. Projisoidaan

funktio f ja mitta &&rellisulotteisiin avaruuksiin X, (2.4). Sita




io0

varten tarkastellaan ensin avaruuden L, (K) ortonormeerattuja vek-

toreita, Nditd ovat kuvaukset

L
(N/T)2 , kun t € [tpi-3,tnji]
(2.10) @snit K-> R, t -> ’

0 , muulloin
£illd niiden nelién integraalit yli v&lin [tni-l:tﬁi] ovat
(N/TY(T/N) = 1. Integraalikuvauksessa J nami kuvautuvat avaruuteen

H kuvauksiksi

0 , ’ t € [O,tni_ll
(2.11) ewni(t) = J(epni)(t) =4 (t-tpij-1)//(T/N} , t € [tpi-1,tnj]
J(T/N) r L€ [tnj_rT]

Olkoon £ ¢ X Jja f(ty,;) = fni. Kaavan (2.2) mukaan

N
(2.12) (Pnf)(t) = 1//(T/N} T (fni-fni-1) €wnilt)

1=1
Merkitadn t, = t; - t,i-1- Tém&n normin nelié kaavan (2.8) mukaan
sek& vektorien (2.10) ortonormaalisuuden ja ominaisuuden epni’ =

esni (Mm.k.) takia on

=

2 2
(2.13) Henfll® = 2 (£p1 - fni-1) /7 ty
1=1
Kuten kaavan (2.2) jdlkeen todettiin, Lebesgquen mitta avaruudessa
RN riippuu isomorfismista, nyt X, —> RN, Raksi isomorfismia on

Fi: ppf => 1/J/ty (fn1s En2~fnisr fn3~fnas -o. an’an—l)T ja
Fp: ppf -> (£p1: £no R A S L

missad T merkitsee transpoosia. Ndiden v&1i113 on yhteys F,(ppf) =
AF,5(ppf), kun A = (Sjk'aj—l,k)/Jtn' missé 5jk on Kroneckerin del-
ta, i,J =1, ..., N jJa éox = 0. Kuvausten vdlinen Jacobin funktio-
naalideterminantti on det A = t,~%N. Nainollen lausekkeen (2.9)
mukaan Jjatkuvan ja rajoitetun funktion F: X -> R odotusarvo ava-

ruudessa X, vastaten normia (2.13) on

(2.14)  EGp(F) = t, 3N lNF(pnf) exp [-7 S(fni = fni-1)’ / tp Ix
1

xdfpy ., dfpN -
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Lause 2.4. Jatkuvan ja rajoitetun funktion F e C(C(K)) avaruuden
C({K) Gaussin Radonin mitan G suhteen laskettu odotusarvo EG(F)

voidaan laskea raja=arvona
(2.15) EG(F) = lim pewe EGR(F)
Merkinnidt on esitetty edelld kohdissa 2.1 = 2.3.

Todistus. Laussen viite seuraa lauseesta 1.7, kKun on todettu seu=

raavat seikat.

(1) Hilbertin avaruudessa H projektioiden p, avulla voidaan mdadris=
tella Banach=avaruuden C(K) sylinteritodenndkdisyys, koska Hilber-
tin avaruudessa projektioita p, vastaa k&&ntéen yksikdsitteisesti
s3rellisdimensicisten teki‘jdavaruuksien luonnolliset surjektiot X
=> X/¥n, miss# X, on suljetun aliavaruuden X, ortogonaalikomple-

mentti.

(ii) Sylinteritodennidkdisyys on littedsti keskittynyt avaruuden
C(K) kompakteihin alijoukkoihin. (Ks. kaavan (1.2) jdlkeinen huo=

. mio.)

(iii) Olkoon F < C(K) kompakti. Todistetaan, ettd projektiocjono
(pn) sSuppenee tasaisesti kohti identiteettikuvausta joukossa F.
8it4 ennen todistetaan kuitenkin, ettd F on tasaisest] tasa=astei=
sesti datkuva eli jokaista lukua € > 0 kohti on olemassa sellainen
luku § > 0, ettd sup g.p |£(t) = £(u)| < € aina, kun t ja u € X

sekd [t=u]| < §:

Joukon F kompaktiudesta seuraa, ettd on olemassa sellaiset funks

tiot £f4, ..., fp € ¥, ettd

hcd

F =
i

B(fi,€/3) ,
1

missd B(fj,e/3) = { £ € X | | [£=£f;]]|w < €/3 }. Toisaalta, koska
joukon X funktiot ovat tasaisesti jatkuvia, on olemassa sellaiset
luvut 64, 1 =1, ..., m, ettd |£5(t) = £5(u)| < €/3, kunhan |t=u|
< §3. Merkitésn é§ = min { &3 | i=1, ..., m}. Olkoon sitten f ¢
F ja i sellainen indeksi, ettd f € B(fj,¢/3). T&lldin
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|£(t) - £(u)| < [£(t) = £4(0)] + [£i(¥) - £5(w)] + [£3(0) - £(u) |

< e€/3 + €/3 + €/3 = € ,

kun |t-u| < &. //

Olkoon n niin suuri, ettd |[tpi~tpi-1] < 6§, t € K ja i sellainen
indeksi, ettd t € [thi.,tpil- T&116in

lpnf(t) - £(£)] < lppf(t) = £(tpi-1)| + |£(tpi-1) - f(ty| <

< [[£(tni) = £(tni-1)1(t = tni-1)/(tni - tni-1)| + € < 2¢

riippumatta funktiosta f ¢ F ja argumentista t ¢ K. N&inollen

| lonlF - id|F||eo, 7 = SUP feF SUP teK |ppf(t) - £(t)] < 2¢e ,

kun n on riittavin suuri siten kuin edelld on mainittu, ||.||ew,F
on tasaisen suppenemisen normi joukossa F ja id tarkoittaa identi-

teettikuvausta. !

2.5 Gammamitta. Avaruudessa Xg (kaava (2.3}) gammamitan suhteen

laskettu funktion F(ppf) odotusarvo on

n
(2.16) Elq(F) = j F(pptf) 7 Biai fiai—lexp(—ﬁifi)/r(&i) dfl...dfn ’
rn i=1

missa a; ja B; ovat muuttujien £; odotusarvoista ja variansseista
riippuvia parametreid. Kirjallisuusluettelon teoksissa tidta el ole
kdsitelty. Tatd el pysty laajentaamaan ddretoénulotteiseen avaruu-
teen vhta luonnollisesti kuin Gaussin mitan kaavalla (2.9). Se,
caadaanko tdstid mitta Banach-avaruuteen C(K), on vaikeusasteeltaan
sellainen ongelma, ettei se kuulu tdhdn tydhdén. Tarve ongelman
ratkaisulle kyll& on, koska Gaussin mitan kayttd kuolevuuteen on
luonnotonta,“sillé se antaa mahdollisuuden negatiiviseen kuolevuu-
teen. Tosin Kalevala tuntee Vdin&dméisen, joka syntyi 30-vuotiaana,
mutta tatd ei voi pitda hyvianid perusteluna negatiivisen kuolevuu-

den hyvédksymiselle.
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3. ATKAKORKO

Tarkastellaan edellisen kappaleen tuloksia valinnoilla £ = § = v&-
1i11a K jatkuva korkoutuvuus Jja F = v mé8ritell&sn kaavalla
T

(3.1) v(§)(T) = exp —f §(t) 4at.
o

rT
Kuvaus § —> ] §(t) dt on Borel-funktio ({1}, s.140). Koska f —>
o
exp -f, £ € X, on Jjatkuva, niin mydés v on Borel-funktio ja siten
sita voi integroida. Se on myds rajoitettu. Argumentti T merkin-
nédssad v(4§)(T) on vain muistuttamassa, mihin asti integrointi ulot-

tuu. T on kiinted eikd muuttuia.

Merkitdidn korkoutuvuuden alkuarveoa Jja hajontaa Jjakeopisteisséd (2.1)

seuraavasti.

8o = 8(tpe) Ja
(3.2)
0ni = 0(8(tpil).

Cdotusarvo avaruudessa Xn on

N
(3.3) Ep(v) = j exp [;Elﬁ(tni)(tni—tni_l)] arP(é(tpil))
jossa integrandin potenssi on laskettu kaavasta (2.2) puolisuunni-
kassdinndlla ja itse asiassa tehty pieni virhe lausekkeen yksin-~
kertaistamiseksi j&tt&m#lli potenssista pois -%8,, Jja lisd&mialléd
sinne %6ny. Virheen voi korjata myds m@frittelemalla projektio pp
hieman toisin kaavassa (2.2) ja toteamalla, ett& lauseen 2.4 paik-

kansapitavyys el ole kiinni tésté&.

3.1. KORKOUTUVUUS JAKAUTUNUT NORMAALISTI
Merkitdsdn t = ty; - tpij-1 ja oletetaan, etta

(3.4) §(tni) + N(8(tni1),0n3i/E)(8) =
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é’ .
= (27opy £)7F f exp [=(8(tni)=6(tni-1)) /(20n; t)1 A6(tni)-

—-00

vaikka t#ma ei olekaan jakauma N(0,1/2r), voidaan t&hén soveltaa
lausetta 2.4, =illad tulokset ovat riippumattomia siitd, tutkitaan-
ko muuttujia §(tn;) vai (8(tp;)=8(tpi-1)) /(2mon;*). Nyt

(3.5) Bn(v) = (2mop; £) 73N

[24]

N N
j[ exp -{ T [8(tpi)t + (8(tni)=8(tnio1)) /(200; €)1 }RT as(thy) -
=1

— i=1

Tehd&sn translaatio z; = &(tpn;)-8(tphij-1), Jonka Jacobin funktio-
naalidetrminantti on yksi, joten

Ep(v) = (2W0ni2t)_Nfzg

28]

N i N
X j exp -{ 2 [t (= zj+60) + ziz/(20nizt)} yom Ad(tpk)
—o0 i=1 j=1 k=1

Integroidaan mittojen d§(t,)) suhteen jarjestyksessd k = N, N-1,

.. ,2, 1. Talldin [12]

En(v) = (2m0n; t) " N/2 . (2mop; "t)N/2. e780T

xexplti2oyit/4] expl{2t)?20y_1°t/4] ... expl[ (Nt)2204,%t/4] =

N
— exp [ =8§oT + t3/2 T [oj(N+1-1)1" 7 .
i=1

Jos oletetaan, ettd o; = o0 kaikilla indekseilld i, niin [12]
(3.6) En(v) = exp [ =8,T + (6273 /2R3) N(N+1) (2N+1}/6 ]

ja lauseen 2.4 mukaan Wiener-Lévyn mitan suhteen laskettu odotus-

arvo on

(3.7) E(v) = liMp-se En(V) = exp [ —§oT + 02T3/6 ]
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Deterministisessa teoriassa ¢ = 0 ja muutenkin tunnetusti E(v) =
exp —-§,T, joten exp 02t3/6 aiheutuu korkoutuvuuden satunnaisuudes-

ta.

Fsimerkki 3.1. Olkoon T = 10 ja varianssi Koko alkana ¢°T = 4 % ?.
{Esimerkiksi kaavasta (3.4) voi todeta, ettd lausekkeen 02T dimen-
sio on sama kuin lausekkeen §2.) Poikkeama deterministisell& teo-

rialla lasketusta aikakorosta on

o

exp (1/6-16-10"%.10%) - 1 = 2,70

Esimerkki 3.2. Olkoon T = 30 ja varianssi koko aikana 02T = 6 % ?,

niin poikkeama deterministiselld teorialla lasketusta aikakorosta

on
exp (1/6:36-107%4.9:102) - 1 = 71,6 %

Esimerkeista nikee, ettd vakuutusten vastuisiin tarvittavat vara-
usten lisdykset deterministiselld teorialla lasketuista kasvavat
hyvinkin paljon, jos huomicidaan koron hajonta. Mitd pidempiaikai-

nen vastuu sitd suurempi vastuun liséys.

vakuutuksen riski on sitd suurempi, mitd suurempi on sen varians-
si. Vinous ja kurtosis ovat myds olennalsia arvioitaessa aikakoron
jakaumaa. N&itd varten lasketaan aikakoron momentit. Ne ovat yk-

sinkertaisia

(3.8) E(v(m§)) = exp (-m§,T + m3g?T3/6 )
T4ten varianssi on

(3.9) var(v) = exp (-26oT + 02T3/3 ) (exp 0273 - 1).

Esimerkki 3.2 jatkuu. Esimerkin oletuksin ja lis8oletuksin é,5 = 6%
Varf{v) = 1,974 .




3.2 VERTAILU STOKASTISEN DIFFERENTIAALIYHTALON RATKAISUUN

Normaalisti -jakautunut korkoutuvuuden heilahtelu voidaan esittéd
myds stokastisen differentiaaliyhtdlén avulla. Vertaillaan t&lla
menetelmdlld saatavaa tulosta tulokseen (3.7). Tdssd tydssd ei kid-
sitelld stokastista differentiaaliyhtildd matemaattisen tarkasti,
silld se ei ole tam&n tydén tarkoitus ja tarkka esitys veisi témén
tyén kannalta liian ison osan. Eksaktiin esitykseen tarvittavat
oletukset 1léytyvat esimerkiksi esityksistaé [10], [13] ja [14].

Oletetaan, ettd
T

(3.10) d(j&(u)du) = §odt + N(L)AW(t},
0

missd W on Brownin liike ja 2 sen hajonta. T4116in kaavan (3.1)
funktio v(§)(T) toteuttaa Itén differentiocintikaavan mukaan diffe-

rentiaaliyhtdlén [13]
(3.21)  A(v(8)(t)) = {[-85 + % Q(t)*] dt - Q(t) dW(t)} v({§)(t)

tarpeeksi vleisin oletuksin, joihin téssé ei puututa. Yhtalosta

saadaan
(3.12) A(In(v(8)(t)) = [~85 + % R(t)*] dt - a(t) aW(t) ,
josta integoimalla alkuarvolla v(4)(0) =1

(3.13) v(8)(T) = exp [-65T + % f Q(t)zdt ]
K

silla J Q(E)awW(t) = O.
K
Brownin liikkeen wvarianssina

(3.14) Q{t)? = o*t , o » 0,
joten saadaan

(3.15) E(v) = exp (=6oT + % o' T ).
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T4m& on kerrointa % vaille saman nék&inen kuin kuolevuuden jakau-
masta §(tpi) + N(6,5,0) saatava (4.5), jos varianssit oletetaan
olevan vht&d suuria Jjoka pisteessd. Korkoutuvuuden jakauman §(tnh3)

+ N{§(tpj-1)/7) mukainen kaava (3.7) saadaan valinnalla
{3.16) a(t): = o2t* , 0 > 0 .

Tuloksen (3.15) saa myds Dufresne [10] samaa kerrointa % vaille
olettamalla korkoutuvuudelle jakauman (H&n kadyttiad korkoutuvuu-

delle eril normeerausta.)
1
(3.17) §(tpi) * 8o + NZ(8(t11) = &5) .

Nainollen Wiener-Lévyn mitta kuvaa erilaista prosessia kuin useim-
miten tissd yhteydessid esitetty stokastinen differentiaaliyhtald;
mitan kuvaaman prosessin korkoutuvuus on jakautunut normaalisti
edellisen ajanhetken arvon ymparilld ja stokastisen differentiaa-
1iyht&dlén kuvaama korkoutuvuus odotusarvon ja lisdksi oletetaan
korkoutuvuuksien riippumattomuus, mitd mitan tapauksessa ei tehdi.

3.3. GAMMAJAKAUMA

Oletetaan, etté

(3.18) §(tni) + Bpi®ni 8(tpi)®mi~! exp(~-Bpis(tni)) / T'(ani) .
= I'(eni Bni, é(tni))

nissd apy ja Bpi ovat reaalilukuja. Tunnetusti

E(6(ni)) = oni / Bpni 7Ja
(3.19)
Oni’ = Var(s(ni)) = @ni/Bni’ = E(6(ni))/Bni = E(8(ni)) /@ni-

Jos satunnaiémuuttujat §(tpi) ovat keskendan riippunattomia, niin
(3.3) faktorisoituu, jolloin riittda laskea yksi sen tekijd, joka

on lvhennysmerkinnéin

o iean 0 A B RPN e T Fi ‘ -



isg

oo
/e [

(3.20) o8t ga-l o=BS g5

P(e) -w

Tam& on I-jakauman momentit generoiva funktio ja yhtd kuin
(8 / (B + £))*. Siten

=2

(3.21) En(v) =7 (Bpi / (Bpi + tni - thi-1))%ni.
1=1

If

Oletus keskiniisistd riippumattomuuksista ei valtté&mattd pida
paikkansa, mutta se ei ole valttam&ttd kovin vadrdkaan. Ilman téata
oletusta ongelma k&visi liian monimutkaiseksi. Isco-Britanniassa
noin 50 vuoden ajalta havaitut perdttiisten vuosien korkoutuvuudet
ovat keskendin ldhes korreloimattomia. Sen sijaan kahden vuoden
vilein havaitut korkoutuvuudet korreloivat selvésti [11].

Jos muuttujat { §(tp;) | i=1,...N } ovat jakautuneet siten, ettad

niiden odotusarvot ja varianssit ovat samoja jokaisella osavdlilléa
k1

[tpi-1:tpil | i=1,...N ), voidaan alaindeksi i jattad pois (api

—~—

= an ja Opi = Op)- Merkitddn myés vdlin K parametrejd o« = a3 Jja B
= B, seka ol = a/B2 ja 85 = a/B = ap/By. Jos korkoutuvuudelle ole-

tetaan jakauma (3.17), niin

- (3.22) opi. = No© ,
ija
N .
(3.23) [ £ op;° 1% = No
i=1

T&ll&in kaavan {(3.19) mukaan
@ = (6o / ),
(3.24) B =6g/0 =(an/ Bp)n/ (ag/ By ) =nBy IJa

a = 6B = §onBy = nop

Edelleen tidst& saadaan




(3.25) En(v) = (Bn / (Bp + T/n))™%n = (B / (B + T))% =

(1 + T/B)~® = (1 + azT/ao)-(So/O)2

Merkitdidn suhteellisen poikkeaman nelién k&énteisarvea h =

(6o/0)%, jolloin
(3.26) Eo(v) = (1 + §oT/h)™H .

Téamd el itse asiassa riipu indeksistd n. Kun poikkeama ldhestyy
nollaa eli h &&retdéntd, malli lihestyy deterministist& mallia ja

(3.27) En(v) -> exp =§,5T ,
nmikd on deterministisen mallin tulos.

Tisssd tydssd ei voida todistaa, ettd lauseke (3.26) olisi mink&én
avaruudessa C(K) mairitellyn mitan suhteen laskettu odotusarvo.
Mutta se on odotusarvo sen &d3rellisulotteisissa avaruuksissa. Kos-
ka todellisuudessa havainnot tehd&&n J&relliselld m&dralla ajan-
hetkid, kaava (3.26) kuvaa likimA&drédisesti todellisuutta. Kvantti-
fysiikassa Feynmanin kvantisointi funktionaali-integraalilla kéayt-
t44 hyvékseen samanlaisia &&rellisulotteisissa avaruuksissa las-
kettuja intergraaleja, joissa annetaan avaruuksien dimension kas-
vaa rajatta. Raja-arvona saadaan muillakin menetelmilld saatu aal-
tofunktio. Lisdksi funktionaali-integraalimenetelmillad saadaan
uwusia fysikaalisen systeemin approksimaatiomenetelmi&. Kuitenkaan
ei ole voitu osoittaa, ettd po. raja-arvo eli aaltofunktio olisi
perdisin mistd&n avaruuden C(K) mitasta [2], ja siit& huolimatta
menetelmi kuvaa todellisuutta. N&isti huomiosta herdi yleisempikin
kysymys, tarvitseeko yleens&k#dsn todistaa, ettd &irellisulottei-
sissa avaruuksissa laskettujen odotusarvoijen raja-arvo on jonkin
avaruuden C{K) mitan suhteen laskettu odotusarvo.

I'-jakaumalla” odotusarvoa (3.26) ei voi jakaa keskiarvosta ja toi-
saalta hajonnasta riippuviin tekijdihin kuten normaalijakaumalla
(3.7), joten kdsiteltdvin mallin poikkeama deterministisen mallin

aikakorosta riippuu mydés keskiarvosta §,. Té&m& poikkeama on
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(3.28) (1 + 6§,T/h)™0  exp 6,T.

Psimerkki 3.3. Jos § = 10 %, T = 30 ja o = 3 %, niin (3.28) antaa
poikeamaksi deterministisestd kaavasta 1,411.

Gammajakauman esimerkkivertailua Gaussin jakaumaan ei voida antaa,
51114 prosessit ovat erilaisia, kuten kappaleessa 3.2 todettiin.

Muita tilastollisia suureita varten lasketaan momentit. Helposti

saadaan
(3.29) E(e™™t) = (1 + ms,T/h) B
Titen esimerkiksi

(3.30) Var(v) = (1 + 28oT/m)™R - (1 + 2857/h)72R = o(h™%).

a . PELINKORKO

Fdellisessi luvussa tarkasteltiin diskonttausta huomioiden vain
korkoutuvuus ja siten se on sovellettavissa muuhunkin taloudelli-
seen toimintaan kuin vain henkivakuutustoimintaan. Henkivakuutuk-
sessa diskonttauksessa oleellinen tekijd on myds vakuutettujen

kuolevuus.

Olkoon w(x) vakuutetun kuolevuus 1dssé x. T4116in diskonttausfunk-

tio on
(4.1) D(&,n(x))(t) = v(8)(t) uln(x))(t}) ,
missé
t
(4.2) u(p(x))(t) = exp -f pixty) dy =

(@] L3

todenndkéisyys, ettd x-vuotias eldd vield

(x+t)-vuotiaana.




Olkoon p satunnaisfunktio, Jjonka odotusarvo ja hajonta tunnetaan.
Koska 6§ ja u ovat keskenddn riippumattomia, D hajoaa kahdeksi
ndistd erikseen riippuvien funktioiden tuleksi ja toista néista,
funktiota v, kisiteltiin edellisess& luvussa, joten riittaad nyt

tarkastella enidd funktiota u.

Jaetaan vidli K = [0,T] taas 20 = N:&é&n osaviliin kaavan (2.1) mu-
kaan. Samoin toteamuksin kuin kaavan (3.3) vhteydessi saadaan nyt

N
(4.3) Ep(u} =.N1 j exp [—u(x+tni)(tni—tni_l)] dP(p(xt+tni))
1= :

jossa kirjain P on otettu kayttosén merkitsemidn myds kuolevuuden

jakaumaa.

Korkoutuvuuden ollessa kyseessid jakauma P madrdytyl mallista, jon-
ka mukaan siirtymé& §(tp;) - §(tpi-;) on jakautunut normaalisti.
Téllainen malli ei kuvaa perédttdisten vuosien kuolevuutta, koska
p{x+tni) el riipu kuolevuudesta p(xX+tyj_j) suurissa vakuutettuijen
joukoissa. Jos riippuvuutta on, niin se esiintyy pienissa Jjoukois-
sa ja on sellaista, ettd jos jonain ajanjaksona on kuollut normaa-
lia enemmdn niin seuraavana jaksona samasta ikdluokasta todenna-
kdisesti kuolee normaalia vidhemm&n, koska ik&luokka oli pienenty-
nyt aikaisemmin normaalia pienemmé&ksi. Kuolleisuuden ollessa ky-
seessd oleellinen muuttuija ei ole siirtymd, vaan poikkeama normaa-
lista eli u{x+tpi) - Knir JOSSa Hpij on kuolleisuuden p(x+tpji} odo-

tusarvo,

Taten, jos u(xttnpi) + N({piSnil: odotusarvo (4.3) avaruudessa Xj,

on

=

(4.4) En(u) = 7 (278p3 )77 »
i=1

2]

YJ exp ;{ u(tni)(tni”tni-l} + fu(tni)'uni)z/(2sniz) }du(tni)-

-0

Tarkastellaan vhtd néistd tekijoéistd ja jatetd#in alaindeksit pois

vksinkertaisuuden vuoksi, merkitdin keskiarvoa pni = Hg ja
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t = tni'tni—l' Tehdaan translaatio p(tpy) = 2 + Hg, Jolloin yksi

tekidd on
o)

(2wsz)'% e~Hot 5 exp —( zt+zz/2s2 ydz = exp (-pot + ra?t? .
)
Viimeiseen vhtaldisyyteen on kaytetty kaavaa kaavakokecelmasta

[12]. T&ten

N
(4.5) Ep(u) = exp -Z ppi(tpi~tpni-1) exp 5
i=1 i

2 2
lsni (thi=tni-1) .

Iz

Tassi kaavassa el voi olettaa, ettd odotusarvot p,i Ja hajonnat
sp;i olisivat yhtasuuria ja toiseksi tpj~tpj-3 on ka@ytdmndssa 1 ...
5 vuotta, joten ndistd syistd rajalle n -> o k&ynti el ole helppo

eikad tarpeellinen.

Varianssi voidaan laskea samasta tilastosta kuin keskiarvokin. Va-

rianssi on
Varp(u) = E(u?) - E{(u)? = exp -2T/n ¥ sp X
(4.6)

x{exp 2(T/n}* T spi® - exp (T/n)* Z sSpji’},

koska tpi-tpi-1 = T/n.

Jos taas

(4.7} M(tni) + P(anianifu(tni)) r
N

(4.8) En(u) =7 (Bpi / (Bpi + tpi - tpi-1))%ni ,
i=1

mika johdetaan samoin kuin kaava (3.21}.

4.1. DISKONTTAUS SUOMALAISELLA LASKUPERUSTEKUOLEVUUDELLA

Laskennallisena esimerkkini tarkastellaan sitéd, millaisen numeeri-

sen arvon odotusarvo (4.5) saa, kun arvot otetaan suomalaisessa
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henkivakuutustoiminnassa kdvytetystd laskuperusteesta [15]. Kéytet-
tivdssa tilastossa kuolevuus on havaittu 5 vuoden pituisissa iké-
rvhmissd 15-19, 20-24, ... , 65-69 eli T/n = 5., Havaintoja on teh-
ty y1li 70-vuotiaillekin, mutta jédtetdin ne téstd késittelysta
pois. Havainnot ké&sittévat 13 tilivuotta 1972 - 1984. Kaytetaan
havaintoikdni# osav&lin keski-ik&s eli 17,5, 22,5, ... , 67,5.

Tilastoista laskettavat keskiarvot ja hajonnat ovat alla olevan
taulukon mukaisia. Hajonta on laskettu suoraan kaavalla

i [my - E(u)]z, missd mj on tilaston vuotuinen kuolevuus, eiké
siind ole huomiotu kuolevuuden alenevaa trendid. Oikeampi tapa
laskea olisi korvata E(u) sellaisella keskiarvolla, jossa on huo-
mioitu aleneva trendi. Koska témin tyén tekijd ei tiedd, miten
aleneva trendi on laskettu, eikd sen huomioiminen vaikuta j&ljem-
pidnid olevaan pd&telmédidn, kaytetddn taulukon hajontaa.

Tké E(y) 10”3 g 10~3 » 106 g 10-3
15-19 0,7477 0,1607 0,32 0,5382
20-24 0,9785 00,1786 0,40 00,5896
25-29 0,8892 0,2068 0,53 0,6865
30-34 0,9877 0,1157 0,17 . 0,8690
35-39 1,3823 0,2483 0,77 1,2128
40-44 2,5315 0,8523 9,80 1,8603
45-49 4,4085 1,1653 16,97 3,0801
50-54 7,1269 1,4426 26,02 5,3777
55-59 12,2123 2,0668 53,40 9,7057
60-64 21,6046 4,0700 207,06 17,8580
65-69 49,9085 9,8029 1201,22 33,2140

Taulukko 3.1. Vuosien 1972-1984 tilastokertomuksien
vuosittaisten kuolevuuksien keskiarvot (E(p)), hajonta
(c), hajonnan aiheuttama suhteellinen poikkeama-1 deter-
ministisestsd teoriasta (=) sekd tilastosta johdettu las-
kuperustekuollevuus ilman varmuuskerrointa laskettuna
valinsd keski-isssd (p). Laskuperustekuolleisuudessa on
huomioitu tilaston osoittama aleneva trendi [151.

Suhteelliset poikkeamat - 1 ovat
(4.8) Z; =exp 3 054 5 -1

ja erittdin pienid. Suurin 30 vuoden aikana syntyva suhteellinen
poikkeama deterministisestd teoriasta on ik#vdlilléd 40 - 70 ja se

on

67,5
(4.9} T (L +323)=1+0,15 %
i=42,5
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Taten voidaan sanoa, ettd kuolevuuden varianssista aiheutuva vas-

tuuvelan varauksen kasvattamistarve on olematon.

5. KUOLEMANVARATURVA

Edellinen johto diskonttaustekijadlle D ((3.1), (3.3), (4.1} ja
4.3)) on el&minvaraturvan vastuukertamaksu. Johdetaan tédssi luvus-
sa esimerkkind ja sovelluksena kuolemanvaraturvan vastuukertamak-
sun kaava. Muidenkin turvien vastuukertamaksut voidaan johtaa,

mutta niihin paneutuminen ei ole tdmé&n tydn tarkoitus.

Vvakuutus otetaan iissd x ja perillisille maksetaan Kkorvauksena 1
rahayksikk®d, jos vakuutettu kuolee ennen ikaa w. T4ll1l6in vastuu-

kertamaksu on
(5.1) A(K,x,w) = E¢E(V) ,

miss& Ef on odotusarvon otto vli ikavalilld [x,w] mahdollisestil
tapahtuvan kuolinhetken. Olkoon p(x,x+t) x~ikdisen wvakuutetun
j&aljelld olevan i&n Jjakaumafunktio. T4116in kaavan (3.7) mukaan

W=X

(5.2) A(K,x,w) = f exp [-6,t + 1/6 o2t37 dp(x,x+t)
! .

Jos §(tni) + N(8(tnj-1),0) Ja w(tni) + N(#ni,Sni), niin kaavan

(4.5) mukaan

p(x,x+t) = 1 - exp [ ~(t/N) Stpj + % (£/M)° T spy’1 =
(5.3) 1 i
=1 - 1(x,x+t) .
., Nainollen
wW—X
(5.4) A(K,%,w) = - f dlexp [-8ot + 1/6 o2t3] 1(x,x+t)} dt -

o




[§¢]
in

- J(&o-%aztz) exp [-épt + 1/6 02t3] L{x,x+t)dt.
o}
Merkit&én

(5.5) D(x,x+t) = exp [-§ot + 1/6 02t3} 1(x,x+t) =

Do(x,x+t) exp [1/6 o2t3 + (t/n)2 2 snizl .
i

misséd D, on deterministisen teorian diskonttaustekijd, sekd elin-

korkoa
w=X
(5.6) a(x,w) = f D(x,x+t) 4t
0
T&118in

w=X

(5.7) A(K,x,w) = 1 - D(x,w) - §pa(x,w) + %o0?[ t?D(x,x+t) dt.
o
0

Jos téssd o = s = 0, jadljelle jaavad vastuukertamaksu on determi-
nistisen teorian. Termi é,a(x,w) on korkoutuvuuden diskontattu
odotusarvo ja viimeinen termi, integraali, on puolet korkoutuvuu-
den stokastisessa differentiaaliyht#léssd esiintyvdn varianssin

odotusarvosta valilld [x,w] kaavan (3.16) mukaan.

6. PROLOGNOINITTL

Deterministisessd korkoutuvuuden mallissa prolognointi saadaan
vksinkertaisesti merkin vaihdolla -6, -> &, ja prolognointitekijé
on diskonttaustekijén kainteisarvo. Stokastisessa teoriassa pro-

lognointitekijd on

(6.1) E(v(-§)(T)) = E(V(8§)(-T)) ,
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eli prolognointitekijd saadaan diskonttaustekijédsta ajankd&dnnsélla
-7 —> T. (Saadaan myés deterministisessd teoriassa.) T&116in kaa-
van (3.7) mukaan normaalisti jakautuneen korkoutuvuuden prolo-

gnointitekijd on (ks. myds [10])
(6.2) E(v(-8)(T)) = exp ( 65T + 1/6 02T3).

Esimerkki 6.1. Jos ajan T kuluttua maksettavaan yksikkésuorituk-

seen varaudutaan korkoutuvuudella § + N(§5,05), niin varaus on
exp ( —-6gT + % Udsz)- Jos tamin varauksen kehittymist& ennuste-

taan korkoutuvuudella § + Nfap,ap), niin kasvaneen varauksen odo-

tusarvo on
(6.3) exp [(8p=8q)T + 1/6 (0p2+ad2)T3].

Jos ennustekorkoutuvuus §, = §4, niin odotusarvo on suurempi kuin

yksi.
Jos taas § =+ I'{e¢,B), niin kaavan (3.25) mukaan
(6.4) E(v(-8§)(T)) = (1 - T/B)™% .

Fdellisissa luvussa 2 diskonttauksen vhteydessd on l&hdetty siiti,
ettd varainmenoa varten tehtdvin varauksen suuruus lasketaan Thie-
len differentiaaliyhtéléésé esiintyvlld diskonttaustekijadlld, jol-
loin tulos on, ettd stokastisen mallin varauksen on oltava tekijén
exp 1/6 02t3 verran suurempi kuin deterministisen mallin. Jos taas
varauksen suuruus lasketaan vaatimuksesta, ettd varauksen pitéi
kasvaa tiettyyn arvoon tietylld korkoutuvuudella, niin kaavojen
(6.2) ja (6.4) mukaan varaukseksi riittds pienempi kuin determi-
nistisen mallin varaus. Tamid on siitd merkillinen tulos, ettéd sto-
kastisuuden tuominen mukaan prolognointiin luulisi suurentavan va-
rausvaatimusta: Onhan perittédisiltd vuosilta saatavat tuotot suu-
rempia, Jjos vuotuiset tuotot ovat kesken#dn vhtasuuria (esimerkik-
si 10 % ja 10 %) kuin, jos ne vaihtelisivat siten ett&# keskiarvo

sdilyy (esimerkiksi 0 % ja 20 %). Ndinollen diskonttauksella saa-
tava varaus vastaa varauksen suuruutta koskevaa ennakkokédsitysta.
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YHTEENVEXO

Tissd tydssd on tarkasteltu, miten korkoutuvuuden ja Kkuolevuuden
satunnaiset vaihtelut muuttavat diskonttauksen, prolognoinnin ja
kuolemanvaraturvan lausekkeita deterministisen teorian lausekkei-
hin verrattuna. Kuolevuuden satunnaisuuden merkitys suomalaisessa
henkivakuutustoiminnassa todetaan mit&ttémiaksi. Sen sijaan korkou-
tuvuudella on suuri merkitys erityisesti pitkilld tarkasteluajan-
jaksoilla. Satunnaisuuden mukaan tuominen diskonttaukseen suuren-
taa keskimdariistid diskonttaus- Jja prolognointitekijdd sitd enem-
mén, mitd suurempi varianssi ja pidempi diskonttausvéli ovat.

Kaytetyt korkoutuvuuuden odotusarvot on johdettu olettamalla kor-
koutuvuuden olevan tarkasteltavalla ajanjaksolla fjatkuva funktio
4a integroimalla Jjatkuvien funktioiden &&retdnulotteisessa Banach-
avaruudessa vli kaikkien mahdollisten korkoutuvuuksien Gaussin mi-
tan suhteen. Avaruuden mitta edustaa prosesslia, jossa korkoutuvuus
jonain hetkend on norméalisti jakautunut keskiarvona edellisen
ajanhetken korkoutuvuus, kun tarkastellaan &darellistd mdaraa ajan-
hetkis. Ajanhetkien m&irdn annetaan kasvaa rajatta, jolloin saa-
daan haluttu odotusarvo. Odotusarvon kaavan johto pohjautuu funk-
tionaalianalyysin tuloksiin. Lis#ksi tutkitaan integrointia gamma-
mitan suhteen &d&rellisulotteisissa avaruuksissa. Ei voida todis-
taa, ettd néissd avaruuksissa saatujen lausekkeiden raja-arvot
olisi Jjohdettavissa mink&an &&retdnulotteisen avaruuden mitan
avulla. Siitd huolimatta tuloksille saadaan tyydyttdva tulkinta.

Kuolevuus ei ole samanlainen prosessi kuin korkoutuwvuus, joten si-
td ei voi integroida Gaussin mitan suhteen. Itse asiassa kuolevuu-
den =isiltavit odotusarvot on helpompi johtaa kuin kuin korkoutu-
vuuden, mutta niiden kohdalla joudutaan tyytymdan monimutkaisemmin

laskettaviin lausekkeisiin.

Korkoutuvuuden Jja kuolevuuden integroimalla johdettuja tuloksia
pystytédan vértailemaan stokastisen differentiaaliyhtdlén avulla
saatuihin odotusarvoihin ja éelvittéméén, millaisilla prosesseilla
korkoutuvuus ja kuolevuus on kuvattavissa stokastisen differenti-
aaliyht&lén avulla. Samalla 1éytyy tulkinta Xuolemantapausturvan

vastuukertamaksun lausekkeelle.
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LILTITE

Tissd liitteessd esitetdsdn lvhyesti téssd tydssd esiintyviad funk-
tionaalianalvysin kdsitteitd 1&hinnd muistinpalautukseksi sellai-
sia 1lukijoita wvarten, <otka tuntevat ennest&in funktionaaliana-

lvysia.

Banach—avaruus on normiavaruus, joka on norminsa generoiman met-

riikan suhteen tédydellinen.

Hilbert-avaruus on sisdtuloavaruus, Jjoka on norminsa genercoiman

metriikan suhteen tiydellinen.

Topologinen avaruus on Jlokaalisti kompakti, jos sen jokaisella
pisteelld on kompakti ymparisté. Normiavaruus on Ilokaalisti kom-

pakti, jos ja vain jos se on &d&drellisulotteinen.

Topologinen avaruus on X taysin s#83nnéllinen, jos sen Jjokaisella
pisteelld x ja pisteen x ymparistélld U on olemassa sgellainen
jatkuva kuvaus f: X -> [0,11, ettd f(x) = 0 ja £(X-U) = { 1 }.

Vektoriavaruuden alijoukko € on konveksi, jos kaikilla alkicilla
x,y € CJja 0 <t <1, tx + (1-t)y ¢ C. Vektoriavaruus on lokaalis-

ti konveksi, jos sen jokaisella alkiolla on konveksi ympiristd.

Banach-avaruuugs on refleksiivinen, 5jos se on algebraisomorfinen

biduaalinsa kanssa. Biduaali on duaalin duaali.

Banach-avaruuden X heikko topologia o¢(X,X’) on karkein topologia,
jonka suhteen sen kaikki funktionaalit ovat jatkuvia.

Olkoot A ja B joukkoija. Funktiojoukko { £: A -> B } erottaa joukon
A pisteet, jos jokaista paria (x,y) ¢ A? kohti on colemassa joukon
sellainen funktio f, ettd £(x) + £(v).

(I,<) on suunnattu joukko, jos < on joukon I sellainen bindérire-
laatio, ettd se on (i) transitiivinen, (ii) refleksiivinen ija
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(iii) joukon I -jokaisia alkioita m Ja n kohti on olemassa sellai-

nen alkio p, ettd m < p ja n £ p.

Jos A on joukko, I suunnattu joukko ja f: I -> A kuvaus, sanotaan

kuvausta f verkoksi Jja merkit&@dn (fp)per-
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