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Abstract

The purchasing power of Finnish statutory earnings-related pensions is
maintained by making annual index adjustments, which depend linearly on
inflation and the development of general earnings levels, to accrued pension
rights. A key part of the financial planning of pension systems is to forecast
the time series of annual pension expenditure E(t). As index adjustments
have a direct impact on pension expenditure, assumed future index devel-
opment is commonly used as a parameter in a pension expenditure forecast
model.

This exercise presents a formula by which the effect of assumed future
index adjustments on a pension expenditure forecast can be determined out-
side the forecast model. The determination of the quantities present in the
formula itself is approached from the perspective of an inverse problem and
a solution is presented to it.

While the problem set up deals with index adjustments, the solution
leads to a number of interesting side results. From the quantities present in
the formula, it can be deduced how pension rights develop in the forecast
model. This information can be used both in the analysis of the forecast
model and, for example, in examining the impact of the earnings trend of
the forecast population. The quantities also provide a way of examining the
intergenerational effects of changes in pension laws. The formula itself can
also be applied to the study of the stochastic behaviour of index dependence.
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1 Johdanto

Vuodesta 2005 alkaen lakisdateiset tyoeldkkeet ovat karttuneet vuosittaisista an-
sioista tyouramallin mukaisesti, eli kunkin vuoden ansioista lasketaan karttunut
nimelliseldke. Tahén yleisperiaatteeseen on lukuisia poikkeuksia, kuten tyokyvyt-
tomyyseldkkeiden tulevan ajan elakkeen laskenta, jossa tarkasteltavat vuodet kiin-
nittyvait vasta elaketapahtuman myota muistuttaen eldkepalkkaan ja eldkeaikaan
perustuvaa laskentatekniikkaa. Lisdksi eldkkeen alkumaaradn maaran voi vaikut-
taa varhennusvahennyksen tai lykkayskorotuksen kaltaiset aikasidonnaiset tekijét.
My6s maksussa oleva eldke voi muuttua esimerkiksi tyokyvyttomyyseldkkeen ker-
tokorotuksen tai leskeneldkkeen vihennyksen myota.

Eldkkeiden ostovoima sailytetddn tekemalld eldkeoikeuksiin vuosittain indeksi-
tarkistukset, jotka riippuvat lineaarisesti inflaatiosta ja yleisen ansiotason kehityk-
sestd. Indeksitarkistuksilla on suora vaikutus eldkemenoon.

Eldkejarjestelmien rahoitussuunnittelussa keskeinen osatehtédvd on ennustaa
vuosittaisen eldkemenon aikasarja E/(t) valituilla indeksioletuksilla, eli oletuksilla
indeksilukujen tulevasta kehittymisestd. Ennuste laaditaan yleensé eldkemenoen-
nustemallilla, jolle indeksioletukset annetaan parametreina. Ajoittain eldkeme-
noennustetta on tarve tarkastella muuttuneilla indeksioletuksilla tai joskus tarkas-
telun kohteena saattaa olla nimenomaan eldkemenoennusteen indeksiriippuvuus.

Téassé harjoitustyossé késitelladn tata kaytannon ongelmaa esittamalld kaava,
jolla elakemenon indeksitarkistukset voidaan siirtdd ennustemallin ulkopuolelle.
Kaavassa esiintyvien suureiden maérittdmisté lahestytdan inversio-ongelman na-
kokulmasta ja siithen esitetdédn ratkaisu. Menetelmé pyritaan esittdméan konkreet-
tisena, mutta samalla riittdvan yleiselld tasolla.

Osiossa 2 kisitellddn tyoeldkkeiden indeksitarkistuksia ja niihin liittyvéa lain-
saddantoa. Osiossa 3 madritellddn, mitd téssd tyossd tarkoitetaan eldkemenoen-
nustemallilla seké esitelladn eldkemenoennusteen faktorisaatiokaava (4), joka on
keskeinen oletus téssa tyossa.

Harjoitustyon varsinainen paétulos on osiossa 4 esiteltdva menetelmad, jolla fak-
torisaatiokaavassa esiintyvat suureet voidaan laskea. Menetelmé perustuu lineaa-
riyhtaloryhmén ratkaisuun, mutta asetelma on jonkin verran normaalia monimut-
kaisempi. Tamén vuoksi menetelmén perustelu esitetddn liitteessa B, mutta siihen
tutustuminen ei ole menetelmén soveltajalle vélttdméatonta. Sen sijaan osiossa 5
kuvataan menetelméan soveltamista keinotekoiseen, mutta varsin todenmukaiseen,
esimerkkiin perustuen. Esimerkki antaa hyvian kasityksen menetelmén toimivuu-
desta.

Kaavan sovelluksia késitelladn osiossa 6. Suureista voidaan paétella, miten elé-
keoikeudet kehittyvat ennustemallissa. Téatéd informaatiota voidaan hyodyntéaa en-
nustemallin analysoinnissa. Myo0s eldkejarjestelmékohtaisen keskiméaéréisen ansio-
tasokehityksen (ansioiden skaalaus) vaikutus voidaan siirtdd ennustemallin ulko-
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puolelle.

Kaavaa voidaan soveltaa myos indeksiriippuvuuden stokastisen kdayttaytymisen
tarkasteluun, mika on ollut varsinainen motiivi menetelman kehittamiselle. Nykyi-
set indeksimaaritelmat mahdollistavat yksinkertaisella tavalla tarkastelun raken-
tamisen inflaation ja yleisen ansiotasokehityksen mallinnuksen ympérille, miké luo
jo hyvéin pohjan monipuoliselle Asset/Liability -mallinnukselle.

2 Tyoelakkeiden indeksitarkistukset

Tyoeldkkeiden indeksitarkistukset ovat lakisdéteisid, mutta indeksointia koskevat
sddnnot ovat muuttuneet vuosien varrella. Alun perin TEL-jarjestelméssd seké
vastaisia eldkeoikeuksia ettd maksussa olevia eldkkeitd tarkistettiin vain TEL-
puolivéli-indeksilla. Myohemmin néiden kahden ryhmaéan indeksitarkistukset eriy-
tyivat.

Tassé tyossa tarkastellaan selkeyden vuoksi voimassa olevan lainsdadannén mu-
kaisia indeksejé.

2.1 Indeksitarkistusten maaritelmat lainsaadannossa

Tyoeldkkeisiin sovellettavien indeksien maaritelmista ja vahvistamisesta saddetaan
tyontekijan elakelain (395/2006, TyEL, [1]) 6 luvussa. Muualla ty6eldkelainsdddén-
nossé viitataan TyEL:n maaritelmiin.

TyEL 96 § mukaan eldketta laskettaessa vuosiansiot tarkistetaan eldkkeen alka-
misvuoden tasoon palkkakertoimella, jossa palkkatason muutoksen painokerroin on
0,8 ja hintatason muutoksen painokerroin on 0,2. Palkkakertoimella tarkistetaan
my6s muut TyEL:n ansiorajat, rahaméarat ja rajaméaérit seké osittaisen varhen-
netun vanhuuseldkkeen jilkeen maksettavaa muuta eldkettd tai osittaisen varhen-
netun vanhuuselikkeen jalkimmaéista eldkeosuutta laskettaessa osittaisen varhen-
netun vanhuuselékkeen perusteen viela myontamatta oleva elakeosuus.

TyEL 98 § mukaan maksussa oleva elike tarkistetaan vuosittain tammikuun
alusta lukien tyoeldikeindeksilli, jota laskettaessa palkkatason muutoksen paino-
kerroin on 0,2 ja hintatason muutoksen painokerroin on 0,8.

TyEL 97 § ja 99 § mukaan palkkakertoimen ja tyoeldkeindeksin perusteena kay-
tetadn Tilastokeskuksen laskemien ansiotaso- ja kuluttajahintaindeksin vuotuisia
muutoksia edellisen kalenterivuoden kolmannella vuosineljanneksella.

TyEL 100 §:n mukaan sosiaali- ja terveysministerio antaa asetuksella palkkaker-
toimen ja tyoelakeindeksin kullekin kalenterivuodelle viimeistdan kaksi kuukautta
ennen sen kalenterivuoden alkua, josta niitd sovelletaan.

Palkkakerrointa ja tyoeldkeindeksia kutsutaan TyFEL-indekseiksi.
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2.2 Indeksilukujen laskenta ja vahvistaminen

TyEL-indeksit ovat pistelukuindeksejé, jotka johdetaan alla méaritellyilld kaavoilla
(1) ja (2) Tilastokeskuksen julkaisemasta kuluttajahintaindeksisti ja ansiotasoin-
deksista. Tarkastelussa on mainittujen indeksien suhteellinen vuosimuutos edelté-
van vuoden kolmannen neljanneksen tilanteessa. Kaytédntona on, ettd Eldketur-
vakeskus suorittaa indeksilukujen laskennan ennen sosiaali- ja terveysministerion
paatosta asetuksen antamisesta. TyEL-indeksien laskennassa ansiotason muutos
perustuu aina ennakolliseen tietoon. Mahdollinen ennakollisen tiedon tarkentumi-
sesta syntyva virhe tulee tavallisesti korjatuksi laskettaessa TyEL-indeksilukuja
seuraavalle vuodelle. [4]

Esityksen yksinkertaistamiseksi otetaan pistelukuindekseille kiyttoon vuotta v
koskien seuraavat merkinnét:

W, vuoden v — 1 kolmannen neljanneksen ennakollinen ansiotasoindeksi
P, vuoden v — 1 kolmannen neljanneksen kuluttajahintaindeksi

IV vuoden v palkkakerroin

I”  vuoden v tydelikeindeksi

Edellé olevilla merkinnoéilla palkkakerroin toteuttaa yhtélon

v W, P,
— =0,8 - 0,2 ’ 1
IgKl e Wv*l e P’vflj ( )

Ir w, P,
— =0,2 — 40,8 - 2
]’L{D—l e Wv—l e P’u—l ( )

Némaé yhtélot toimivat myos indeksilukujen rekursiivisina maéritelminé vuodesta
2017 alkaen, jolloin I3, = 1,389 ja I, = 2534. Ennen vuotta 2017 indeksilu-
kujen laskennassa huomioitiin myo6s tyontekijan tydelakevakuutusmaksun muutos,
miké jossain méérin vaikeutti mallintamista |6, s. 62].

Palkkakertoimen ja tyOelakeindeksin ja palkka- ja hintainflaation keskinéisiin
riippuvuuksiin palataan stokastisen eldkemenoennusteen yhteydessa osiossa 6.4.

2.3 Elakkeen indeksitarkistus

Tasmennetaan jatkoa varten terminologia ja merkinnét. Indeksilla I tarkoitetaan
pistelukuindeksia I, vuosille v = 0,...,T. Vuotta v = 0 sanotaan [dhtévuodeksi ja
pistelukua [y indeksin ldhtéarvoksi. Jakolasku- ja muiden ongelmien valttdmiseksi
oletetaan, ettd kaikki indeksiluvut ovat positiivisia lukuja.
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Indeksin perusteella voidaan maaritelld vuosille v = 1,...,T wndeksi-inflaatio
1, ja indeksitekijd 1 + 1, kaavoilla
I, I,

—1 ja 144, = _
Iv—l Ja T Iv—l

1y =

Indeksi-inflaatiot ja indeksitekijit ovat lukujonoja. Kun kyse ei ole yksittéisen
vuoden v tarkastelusta, vaan koko lukujonosta, merkitdan néitda symboleilla 7 ja
1 +.

Indeksi-inflaation ja indeksitekijan vélinen yhteys on ilmeinen. Kun indeksin
lahtoarvo Iy tunnetaan, saadaan myos alkuperédinen indeksi I kumulatiivisesti kaa-
valla

L=1Ty- (1+41) (1 +14,).

Kun pisteindeksi I tunnetaan, suureen F indeksoinnilla vuodesta x vuoteen vy,
missa x,y = 0,...,T tarkoitetaan suureen F kertomista indeksointikertoimella

I . .
r(z,y, 1) = ]—y = (1 +dgs1) - (1 41y).
Indeksoinnissa lahtoarvo I supistuu pois, joten indeksointi voidaan maéritella,
kun tunnetaan ¢ tai 1 + 1.

Tyoeldkkeiden indeksitarkistukset ovat kaksivaiheisia. Tyoeldke lasketaan eri
vuosien x tasoisista tiedoista. Eldkkeen laskennan yhteydessa kaikki eldkkeeseen
vaikuttavat ansiot, rahamaarat ja rajamaarat korotetaan elakkeen alkamisvuoden
y tasoon palkkakertoimella I". Témén jilkeen eliketts korotetaan maksuvuoden
t tasoon tyoelikeindeksilla I¥. Tamé johtaa tarkastelemaan kaksivaiheisia indek-
sointikertoimia

W TP L' 1f w w P P
y . . . .
r(z,y,t, 1", 17) = WP = (T tigyy) - (T4, ) - (L) (1+4). (3)
x ty
Tassdkin tapauksessa indeksointikerroin maaraytyy yksikésitteisesti, kun tunne-
taan i ja if tai 1 +4i" ja 1+ 4%,

3 Elakemenoennusteet

Elékejérjestelmien rahoitussuunnittelussa keskeinen osatehtdva on ennustaa vuo-
sittaisen eldkemenon aikasarja E(t). Eldkemenoennustetta tarvitaan lyhyelld ai-
kavililla esimerkiksi budjetoinnissa ja likviditeetin hallinnassa. Pitkdn aikavélin
elikemenoennustetta voidaan kiayttdd osana maksutason suunnittelua tai eldkeoi-
keuksiin liittyvien paddoma-arvojen arvioinnissa.
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3.1 Elakemenon ennustemalli

Eldkemenoa voidaan pitdd monen eri ennalta tuntemattoman osatekijan vaiku-
tuksesta syntyvana stokastisena suurena. Kaytannon syyt ajavat yleensa tarkaste-
lemaan elikemenoa kuitenkin valittuihin perusoletuksiin, tunnettuun lainsdadén-
toon ja kiytossa oleviin ldhtotietoihin liittyvand deterministisenéd suureena. Ole-
tusten valintaan liittyva herkkyys saadaan esiin varioimalla oletuksia.

Téassd harjoitustyossé ei ole tarvetta antaa juurikaan ylld kuvattua tarkem-
paa maaritelmaé elakemenon ennustemallille. Kéytannossa ennustemalli on tieto-
koneohjelma, joka tuottaa lahtotietoihin, oletuksiin ja tunnettuun lainsdadantéon
liittyvan elakemenoennusteen. Ennustemallit ovat tyypillisesti monimutkaisia, mi-
ké johtuu seké eldketurvan rakenteesta etté lahtotietojen laajuudesta. Nykypéaivan
laskentatehosta huolimatta yksittdinen ajo voi kestaé joitain sekunteja, minuutteja
tai pidemmankin aikaa.

Ainoa ennustemallille asetettava vaatimus on, ettd TyEL-indeksioletuksia on
voitava vapaasti muuttaa. Menetelméan soveltamista helpottaa, jos ennustemallin
tulokset kullakin indeksioletuksella voidaan tuottaa erdajona yhteen taulukkoon.
Ajojen suorittaminen yksitellen ja tulosten manuaalinen kokoaminen on tyolaam-
pad, mutta haittaa siita ei ole.

3.2 Indeksitarkistusten vaikutus elakemenoennusteeseen

Tarkastellaan elakemenon ennustemallia F, joka tuottaa annetulla indeksioletuk-
sella I = (I, IF) vuosittaisen elikemenon E(t,1) = E(t, I, I?) vuosille t =
0,...,T muiden oletusten sailyessa ennallaan. Indeksioletuksella tarkoitetaan tés-
sé palkkakertoimen ja tyoeldkeindeksin pistelukujen vuosien v = 0,...,T ennus-
teiden muodostamaa lukujonoparia (I}V, IT). Jakolasku- ja muiden kisitteellisten
ongelmien véalttdmiseksi sovitaan edelleen, ettd kaikki pisteluvut ovat positiivisia
lukuja.

Oletetaan, ettd on olemassa suureet E(z,y,t), joilla ennustemallin tuottama
elikemenoennuste voidaan kaikilla indeksioletuksilla I = (I IT) esittdi muodos-
sa

Et,I)= >  E(x,yt) r(zy.tI), (4)

0<z<y<t

missé r(z,y,t,1) = r(z,y,t, 1", I”) on méiritelty kaavassa (3).

Suuretta E(x,y,t) kutsutaan téssi tyossd indeksoimattomaksi elikemenokom-
ponentiksi ja sen voidaan intuitiivisesti ajatella tarkoittavan sitd osaa vuonna ¢
maksettavasta eldkemenosta, joka on karttunut vuonna x ja alkanut vuonna y.
Suure r(z,y,t, ) vastaa méaritelménsd perusteella indeksioletukseen [ liittyvaa
indeksointikerrointa, jolla vuonna x karttunut, vuonna y alkanut nimelliseldke in-
deksoidaan maksuvuoden ¢ tasoon.
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Kaavaa (4) kutsutaan téssé tyossa faktorisaatiokaavaksi. Tarkastellaan ensin
sen rakennetta ja merkitystd. Kaavassa kutakin lukua ¢ vastaavien summattavien
madra on kolmioluku

n(t+1)=(t+1)(t+2)/2.

Kaavassa esiintyvit suureet E(z,y,t) eivit riipu tarkasteltavasta indeksioletuk-
sesta [. Toisaalta kaavassa esiintyvit indeksointikertoimet voidaan suoraviivai-
sesti laskea mille tahansa indeksioletukselle I kaavalla (3). N&in ollen, jos suu-
reet F(z,y,t) tunnetaan, kaavan (4) avulla voidaan myos E(t, I) laskea mille ta-
hansa indeksioletukselle I. Suureiden E(x,y,t) lukumééra koko tarkastelujaksolla
t=0,...,T on tetraedriluku

m(T+1) = (T+ 1)(T+2)(T + 3)/6.

Kaavassa indeksioletuksina annetaan myos lahtévuoden ¢ = 0 indeksit ja kaava
tuottaa eldkemenon myos lahtovuodelle. Kayténnossd ensimmaéinen ennustevuosi
ont =1 javuoden ¢t = 0 elakemeno ja indeksien ldhtdarvot ovat entuudestaan tun-
nettuja. Vuosi ¢ = 0 on siséllytetty kaavaan eheyden vuoksi, mutta valttaméatonta
se ei ole. Sen sijaan valttamatontd on, ettd suureet E(x,y,t) voidaan maarittaa
myo6s, kun z = 0. Suureen E(0,y,t) tulkitaan tarkoittavan lahtévuoteen mennessa
karttunutta eldkettéd, ja kun myos y = 0, eldkkeen tulkitaan olleen jo lahtohetkella
maksussa.

Téssa tyossa kaavaa (4) pidetddn nimenomaan oletuksena, miké tarkoittaa, et-
ta tulokset on kunkin eldkemenoennustemallin kohdalla erikseen validoitava. Ole-
tus on heuristisesti jokseenkin perusteltavissa eldkkeenlaskentaa koskevien saanto-
jen perusteella, jotka eldkemenoennustemallikin pyrkii huomioimaan. Laskettaes-
sa yksittaiselle henkil6lle maksettavaa eldkettd, ansiot ja vapaakirjat muunnetaan
elikkeen alkuvuoden tasoon palkkakertoimella ja siitd eteenpéin eldkettéd indeksoi-
daan tyoeldkeindeksilla. Myos tyokyvyttomyyselakkeen tulevan ajan ansiot indek-
soidaan palkkakertoimella, kuten myos muut rahamaarat.

Suureet F(z,y,t) kuvaavat koko elikemenoa. Siksi perinteinen mielikuva hen-
kilotason eldkekarttumasta voi johtaa vadriin ennakkokasityksiin — etenkin juu-
ri tyokyvyttomyyseldkkeiden osalta. Erdissd tilanteissa jotkin suureista E(x,y,t)
saattavat olla myoOs negatiivisia, mité ei pida tulkita virhetilanteeksi.

Kuten ylla todettiin, kaavaa (4) kiyttaen elakemenoennuste voidaan laskea toi-
silla indeksioletuksilla ennustemallin ulkopuolella. Tama mahdollistaa indeksiole-
tusten nopean muuttamisen esimerkiksi taulukkolaskentaohjelmistolla. Muita so-
velluskohteita ovat esimerkiksi elikemenon laskentatehokas simulointi useilla eri
indeksioletuksilla. Liséksi suureen E(x,y,t) tarkastelu voi auttaa tarkastelemaan
itse mallin toimintaa esimerkiksi animoimalla. Voidaan tavallaan ajatella, etta 1ah-
totiedot ja muut perusoletukset kuin TyEL-indeksioletukset koodautuvat néaihin
suureisiin. Sovelluskohteisiin palataan myShemmin téssé tyOssé.

8 (26)



4 Elakemenokomponenttien laskenta

Suureiden F(z,y,t) laskenta on mahdollisesti otettu huomioon ennustemallia jo
suunniteltaessa tai niiden laskenta voidaan mahdollisesti kevyella testaustyolla tuo-
da mallin sisélle, jolloin niité ei tarvitse laskea mallin ulkopuolella.

Téssa harjoitustyossa esiteltavi paatulos on menetelmé, jolla kaavassa (4) esiin-
tyvéit suureet E(x,y,t) voidaan laskea ennustemallia mitenkéén muuttamatta, kun
tunnetaan ennustemallin tulokset sopivilla indeksioletuksilla. Tehtavaa lahestytaan
siis inversio-ongelman nékokulmasta [8]. Ongelma on samankaltainen kuin poly-
nomifunktion kertoimien méarittdminen: jos polynomin arvot tunnetaan sopivassa
pistejoukossa, polynomin kertoimet voidaan laskea. Léhestymistavassa on myos sel-
vid yhtymékohtia koneoppimiseen, jota on sovellettu Asset /Liability -mallinnuksen
tehostamiseen [5.

Vaihe 1. Kertakorotuskanta. Suureiden E(x,y,t) laskennassa apuna kéytetta-
vat indeksioletukset on syyta valita siten, ettd ne ovat mallin normaalin sovellusa-
lueen piirissd, jotta ennustemallin tulokset ovat luotettavia. Niiden on katettava
koko laskentajakso, eli vuodet v = 0,...,T. Myos kiytettavien indeksioletusten
méadraan kannattaa kiinnittdd huomiota.

Valitaan! @ > 0. Vuoteen t = 0, ..., T kohdistuvalla kertakorotuksella tarkoite-
taan tdssd tyossd sellaista indeksid If, joka voidaan johtaa muotoa

v

4 a, josO<t=w
——
0, muulloin

olevasta indeksi-inflaatiosta ja indeksin lahtéarvosta I§. Silloin, kun kertakorotus
kohdistuu lahtovuoteen ¢ = 0, indeksi on lahtoarvon tasolla koko tarkastelujakson.

Muodostetaan seuraavaksi kertakorotuksien avulla jokaista lukuparia (X,Y),
missa 0 < X <Y < T, kohti vuosille v = 0,...,T indeksioletus I xy), jonka
palkkakerroin Ijy ) = I ja tybelikeindeksi I/} = I". Néin muodostettua
indeksioletusperhetta I xy) kutsutaan téassa tyossa kertakorotuskannaksi ja sen
jasenten lukumééra on kolmioluku n(7 + 1).

Vaihe 2. FEldkemenokomponenttien laskenta. Tavoitteena on esittdd kaikilla
0 <z <y <t <T kaava suureille F(z,y,t). Kiinnitetdén tarkastelu yhteen
vuoteen t = 0, ..., T ja merkitdan kyseisen vuoden ¢ eldkemenoa indeksioletuksella
I x vy laskettuna lyhyesti

E(t, I xy)) = B(X,Y).

Parien (z,y) ja indeksioletusten vilille saadaan merkintéjen kautta luonnollinen

Luku a voi olla esimerkiksi 2/100, joka ei asettane millekiiin elikemenoennustemallille las-
kennallisia haasteita.
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vastaavuus (z,y) <> (X,Y). Maaritellaan tata vastaavuutta hyodyntéden

E(z,y,t) = s(z,y,t)/a?, (5)

missé apusuure s(z, y, t) méadritellddn neljdssé eri tapauksessa alla esitetyin lausek-
kein. Menetelméan perustelu esitetdén liitteessa B.

Tapaus 1°: x <y < t.
EX)Y)-FEX, Y+ 1)+ EX+1,Y+1) - EX+1,Y).
Tapaus 2°: z =y < t.
EX,Y)—EX,)Y+1)+(1+a)(E0,Y +1)— E(0,Y)).
Tapaus 3°: z <y =t.
EX,)Y)-EX+1L,Y)+(1+a)(E(X+1, X+1)—E(X,X)+E(0,X)-FE(0,X+1)).
Tapaus 4°: x =y =t.
a((14a)E(0,0) — E(X,Y)).

5 Esimerkki

Tarkastellaan menetelmén soveltamista keinotekoisen eldkejarjestelmén euromaa-
raiseen eldkemenoennusteeseen vuosille 2021-2100; merkitdan naitd ¢ = 1,.. ., 80.
Ennusteen lahtovuosi on 2020; merkitdén sitd ¢ = 0. Pyséytetdan aluksi ennuste-
populaation ansiokehitys, jotta menetelmén joustavuus tulee paremmin ilmi.

Vaihe 1. Erdajo kertakorotuksilla. Valitaan parametri a = 1. Muodostetaan
ennustemallin erdajon ohjaustiedosto osiossa 4 maéritellyn kertakorotuskannan ja-
senisté /(x yy, missd 0 < X <Y < 80. Niité jasenid on yhteensd 81-82/2 =3 321
kappaletta. Yksittdinen jdsen I xy) vastaa indeksioletusta, jossa palkkakerroin
kaksinkertaistuu lahtovuoden tasosta vuonna X ja vastaavasti tyoeldkeindeksi kak-
sinkertaistuu lahtovuoden tasosta vuonna Y. Jos kuitenkin X =0 tai Y = 0, vas-
taava indeksi on koko ennustejakson ajan lahtovuoden tasolla.

Erdajon tulostaulukossa T1 rivit 1-3 321 vastaavat eri indeksioletuksia ja sa-
rakkeet 1-80 vuosia t = 1,...,80; toisin sanoen jokaisella rivilla on yksittédisen
elakemenoennusteen euromaardinen aikasarja. Taulukossa on yhteensa 3 321-80 =
265 680 solua, mutta seuraavassa vaiheessa suureiden E(x,y,t) laskentaan naista
tarvitaan vain 81 - 82 -83/6 — 1 = 91 880 solua. Luku poikkeaa osiossa 3.2 mééri-
tellystéd tetraedriluvusta m(81) yhdelld siksi, etté lahtovuoden ¢ = 0 elikemenoa
el nyt tarkastella.
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Liitteessd A esitetddn taulukosta T1 lyhennelmé, joka rajoittuu vain vuosiin
20212024, jotka vastaavat vuosia t = 1, ..., 4. Taulukossa muuttujat on numeroi-
tu kayttaen todellisia vuosia. Liséksi lyhennelméan on olennaisen korostamiseksi
rajattu vain ne solut, joita seuraavassa vaiheessa tarvitaan suureiden E(z,y,t) las-
kentaan. Taulukon rivit on jarjestetty nousevaan jarjestykseen ensin Y-muuttujan
ja sitten X-muuttujan suhteen, jotta taulukosta muodostuu yhtenéinen. Talloin
taulukon ensimmaéinen rivi vastaa indeksioletusta o), jossa eldkemenoennuste on
koko ennustejakson ajan lahtévuoden indeksitasossa. Muilla riveilld eldkemeno on
parametrin ¢ = 1 valinnasta johtuen karkealla mittapuulla noin kaksinkertainen.

Vaihe 2. Elikemenokomponenttien laskenta. Lasketaan taulukkoon T2, esimer-
kiksi taulukkolaskentaohjelmistossa, jokaiselle £ = 1, ..., 80 ja jokaiselle kolmikolle
(,y,t), missd 0 < x <y <t suure E(x,y,t) osiossa 4 esitetyn kaavan (5) ja tau-
lukon T'1 arvojen perusteella. Kaavassa (5) esiintyvin apusuureen s(z, y, t) lauseke
valikoituu kolmikon (z,y, t) osoittaman tapauksen 1°~4° perusteella. Lausekkeesta
riippuen, F(z,y,t) on enintddn kuuden taulukon T1 arvon lineaarikombinaatio,
mistd johtuen arvojen laskenta on huomattavan nopeaa.

Taulukon T2 lukujen tulkinnasta ja kayttotarkoituksesta on kerrottu jo osios-
sa 3.2 kaavan (4) yhteydesséd. Tarkastellaan lyhyesti asiaa kuitenkin myos tdmén
esimerkin lukujen avulla. Liitteessd A taulukosta T2 esitetdin lyhennelmé, jonka
rakenne vastaa taulukon T1 lyhennelméa. Jokainen taulukon T2 lyhennelmén lu-
ku on myos laskettavissa taulukon T1 lyhennelmén luvuista (ja toisinpéin), mika
ilmentéa taulukoiden T1 ja T2 vilista dualiteettia.

Taulukon T2 sarakesummat esiintyvéit taulukon T1 ensimmaiselld rivilla, joka
vastaa eldkemenoennustetta lahtovuoden indeksitasossa. Taulukon T2 ensimméi-
sen rivin lukujen voi puolestaan intuitiivisesti ajatella tarkoittavan eldkemenoen-
nustetta, joka liittyy lahtévuoden lopun korvausvastuuseen, eli ennen ensimméista
ennustevuotta alkaneisiin eldkkeisiin. Koska luvut ovat taulukon muihin lukuihin
niahden suuria, voi téastd paatelld, ettd téssd keinotekoisessa esimerkissd on ky-
se varsin pitkdan toimineesta eldkejarjestelmésta. Ensimmaéisen rivin aikasarja on
myo6s vasemmalta oikealle laskeva, mika kielii siita, etté eldkekannassa elakkeiden
paattyvyys dominoi eldkemenoa korottavia tekijoitd, kuten mahdollisia tyokyvyt-
tomyyseldkkeiden kertakorotuksia.

Taulukon T2 jokaisella muulla rivilla arvo, joka on ensimmaéisend vasemmalta,
on suuruudeltaan noin puolet seuraavasta. Tamé johtuu siitd, ettd ensimmaise-
nd maksuvuotena elike on maksussa keskiméérin vain noin puolen vuoden ajan.
Vastaavasti taulukon T2 jokaisen sarakkeen alin luku on selvésti pienin. Néaissa
elakemenokomponenteissa elidkkeet ovat sekd karttuneet ettd maksussa vain osan
vuotta, jolloin meno muodostuu luonnollisesta syysta pienemmaéksi.

Taulukon T2 rivien jérjestyksestd johtuen seassa on myo0s riveja, joissa luvut
ovat huomattavasti muita suurempia. Nailla riveilla x = 2020, eli ne liittyvét
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elikemenoon, joka on karttunut ennen ensimmaéista ennustevuotta; paasaantoisesti
siis usean vuoden ajan.

Ennustemallin analysointiin palataan mychemmin luvussa 6.3, jossa on myos
kuva taulukon T2 sarakkeesta, joka liittyy vuoteen 2070.

Vaihe 3. Tulosten tarkastelu. Menetelmén soveltaminen edellyttda aina vali-
dointia, silld kéytetty eldkemenoennuste ei vilttamétta toteuta kaavaa (4). Vali-
dointi voidaan suorittaa esimerkiksi vertaamalla tuloksia ennustemallin tuloksiin
toisilla indeksioletuksilla. Muilta osin menetelmélld on matemaattinen perusta,
joka on dokumentoitu taman harjoitustyon liitteesséa B.

Ennusteen laadintahetkelld palkkakertoimen ja tyoeldkeindeksin odotettiin vuo-
sina 2021-2024 kehittyvan taulukon T3 mukaan. Koska lahtovuoden 2020 palkka-
kerroin (1,446) ja tyoelédkeindeksi (2617) tunnetaan, voidaan indeksointikertoimet
r(x,y,t, I) helposti muodostaa ja esittaéd taulukkoa T2 vastaavassa rakenteessa.

Indeksointi voidaan suorittaa ennustemallin ulkopuolella kaavan (4) avulla, eli
kertomalla taulukon T2 arvot vastaavilla indeksointikertoimilla ja laskemalla néin
saadusta taulukosta sarakesummat. Taulukossa T3 on esitetty ndmé tulokset ja
verrattu niitd ennustemallilla samoilla indeksioletuksilla muodostettuun eldkeme-
noon, joka esitetddn sarakkeessa “Indeksointi mallissa”. Vuosien 2021-2024 osalta
sarakkeen “Indeksointi ulkopuolella” tulokset on laskettavissa liitteessd A esitetyn
taulukon T2 lyhennelmén lukujen ja indeksointikertoimien avulla. Taulukossa on
myos esitetty vastaavat tulokset jokaisen vuosikymmenen 2030-2100 alussa, mut-
ta ndiden laskentaan tarvitaan koko taulukko T2 ja koko validoinnissa kdytetty
indeksioletus.

Eldkemenomallinnukseen liittyy aina epavarmuutta, eika todellisiin eldkejérjes-
telmiin liittyvia laskentatuloksia yleensa késitelld téssa keinotekoisessa esimerkis-
sé kéytetyssa eurosenttien tarkkuudessa. Taulukon T3 tulosten vertailu osoittaa,
ettd ero on tdman esimerkin tapauksessa lyhyella aikavélilla mitaton, mika viit-
taa siithen, ettd kyseinen ennustemalli toteuttaa kaikilta osin kaavaa (4) koskevan
oletuksen. Pidemmén aikavilin erot syntynevit pienistd kumuloituvista epatark-
kuuksista ennustemallin lukuisissa liukulukuoperaatioissa. Joka tapauksessa erot
ovat moniin kiyttotarkoituksiin riittdvan pienié.

Huolimatta siita, ettd esimerkki késittelee keinotekoista eldkejarjestelméad, lu-
kujen taustalla on huomattavan yksityiskohtainen eldketurvan mallinnus. Luvut
on laadittu kiyttden apuna julkisten alojen eldketurvaa toimeenpanevan Kevan
laatimaa valtion eldkejarjestelmén eldkemenoennustemallia, joka sisdltda kaikki
elakelajit kattavan tyoeldkejarjestelman perusturvan ohella julkisen sektorin lisée-
laketurvan ja sotilaseldkejirjestelman mallinnuksen. Ennustemalli esimerkiksi huo-
mioi kaikki johdanto-osion ensimmaéisessa kappaleessa esimerkinomaisesti luetellut
elaketurvan piirteet.

Menetelma osoittautuu siis varsin sovelluskelpoiseksi ainakin Kevan kyseisen
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elakemenoennustemallin tapauksessa. Havaittua laskentatarkkuutta voitaneen pi-
tda hyvané ja samalla on saatu empiirista lisinayttoa ennustemallin johdonmukai-
sesta toiminnasta indeksoinnissa.

6 Sovelluksia

Tarkastellaan lopuksi eriitd kaavan (4) kiytdnnonsovelluksia. Néistd merkittavin
lienee stokastinen eldkemenoennuste. Téssa tyOssa esiteltyjen sovellusten lisdksi
kaavalla on my6s muita sovelluksia, joista mainittakoon esimerkiksi eldkevastuun
kehitysennuste seké siihen liittyva stokastinen tarkastelu.

6.1 Indeksioletusten muuttaminen

Eldkemenoennusteet laaditaan vakiintuneeseen tapaan muun ulkopuolisen tahon,
esimerkiksi Elaketurvakeskuksen tai valtiovarainministerion, laatimien indeksiole-
tusten mukaisesti. Indeksitarkistusten siirtdminen varsinaisen eldkemenoennuste-
mallin ulkopuolelle taulukkolaskentaohjelmiston puolelle tuo joustavuutta ennus-
teiden péaivittdmiseen, silld se ei endéd vaadi osaamista eldkemenoennustemallin
suorittamisesta.

6.2 Ennustepopulaation ansiokehitys

Ansiot vaikuttavat suoraan vuosittaiseen eldkekarttumaan. Eldkemenoennusteen
laadinnassa voidaan huomioida esimerkiksi ikd- ja ammattirakenteen muuttumi-
nen ja sen vaikutus ennustepopulaation ansiokehitykseen. Ennustepopulaation an-
siokehitykseen voi vaikuttaa myos yleinen ansiotasokehitys. Tatéd palkkainflaatiota
kuvastavaa kehitystéd voidaan mallintaa skaalaamalla ansioita yleisella ansiotasoin-
deksilla tai ennustepopulaatioon voidaan soveltaa muutakin vuosittaista ansioiden
skaalaustekijiaa S = S,,.

Osion 5 esimerkisséd ennustepopulaation ansiokehitys oli pyséytetty. Riittdvaa
olisi ollut, ettd ennustepopulaation ansiokehitys olisi sdilytetty samana eri indek-
sioletuksilla, vaikkakaan ei valttdmatta pysdhtyneend. Ennustepopulaation ansio-
kehitys voidaan kuitenkin vield tésséd vaiheessa palauttaa toisella tavalla.

Vaihe 4. Ennustepopulaation ansiokehitys. Koska suureessa F(z,y,t) para-
metrin z tulkitaan liittyvin vuonna x karttuvaan elikemenoon, paadytaan popu-
laation ansiokehityksen osalta eldkemenoennusteeseen, joka on muotoa E(t,I,5)
ja toteuttaa yhtalon

E(t,1,5) = Z E(z,y,t) -r(z,y,t,1)-S,. (6)

0<z<y<it
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Kaavassa (6) suureet E(x,y,t) ovat samat kuin kaavassa (4), mikili S on annettu
suhteessa alkuperdiseen ansiokehityksen oletukseen.

Esimerkkitilanteessa elakemenokomponentit F(z,y,t) oli laadittu pysaytetylla
ansiokehityksella. Ennusteen laadintahetkella kyseisen keinotekoisen ennustepopu-
laation ansioihin odotettiin vaikuttavan vuosina 2021-2100 ansioiden skaalauste-
kija, josta esimerkkeja on taulukossa T4. Lahtovuoden skaalaustekija on 1.

Taulukossa T4 on verrattu aikaisempaan tapaan mallin ulkopuolella kaavalla
(6) saatuja laskentatuloksia mallin laskentatuloksiin, jotka esitetdén sarakkeessa
“Skaalaus mallissa”. Talla kertaa luvut sisaltavat sekéd indeksoinnin taulukon T3
indeksiluvuilla ettd ansioiden skaalauksen taulukon T4 skaalaustekijoilla. Sarak-
keen “Skaalaus ulkopuolella” luvut on aikaisempaan tapaan laskettavissa 2021—
2024 kayttaen taulukon T4 lyhennelmén lukuja, indeksointikertoimia ja ansioiden
skaalaustekijoitd. Taulukossa on myos esitetty vastaavat tulokset jokaisen vuosi-
kymmenen 2030-2100 alussa, mutta naiden laskentaan tarvitaan koko taulukko
T2 ja koko validoinnissa kiytetty indeksioletus ja ansioiden skaalaustekijat koko
ennustejakson ajalta. Kuten osion 5 esimerkin vaiheessa 3, tassdkin tapauksessa
menetelmén tarkkuutta voitaneen pitda riittavana.

6.3 Elakemenoennustemallin analysointi

Edella kuvattu menetelmén laajennus populaation ansiokehityksen eldkemenovai-
kutuksen laskentaan vahvistaa suureisiin E(z,y,t) liittyvda tulkintaa, vaikka kyse
on puhtaasti mallin tuloksista lasketuista suureista.

Suureiden F(z,y,t) tarkastelu tuo uusia mahdollisuuksia eldkemenoennuste-
mallin toiminnan tarkasteluun, mikili malli ei ole téitéd informaatiota aikaisemmin
tuottanut. Luonnollinen tapa tarkastella suureita on esittdd ne (z,y)-koordinaa-
tiston padlle sijoitettuina pylvéind ja animoida kuvaajaa t-parametrin avulla.

Kuvassa 1 on esitetty aiemmin osiossa 5 kasiteltyyn esimerkkiin liittyva indek-
soimaton eldkemeno vuonna 2070, joka on yhteensd noin 715,9 miljoonaa euroa.
Kuvasta erottuu viela vuonna 2070 selvasti sekd elakemeno, joka on alkanut ennen
vuotta 2021 ettd eldkemeno, joka on karttunut ennen vuotta 2021, mutta alkaa
myohemmin. Kuvasta erottuu myos tyokyvyttomyyseldkkeiden tulevan ajan an-
sioihin liittyvé viiden vuoden karttumajakso. Todettakoon, etté erdit arvot suo-
ralla x = y ovat negatiivisia, mika tassd kuvakulmassa peittyy kuvan taakse.

Huomionarvoista on, ettei esimerkin taustalla oleva elikemenoennustemalli to-
dellisuudessa késittele kuvassa 1 esitettyjé suureita, vaan ne on johdettu eldkeme-
noennustemallin lopputuloksista. Menetelméd mahdollistaa elakemenoennustemal-
lin analysoinnin uudella tavalla.
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Kuva 1: Vuoden 2070 indeksoimattomat elakemenokomponentit.

Eldkemenoennuste muuttuu lahtotietojen muuttuessa. Liséksi eldkemenoen-
nustemallia muutetaan usein lakimuutosten yhteydessa tai jo tehtdesséd lakimuu-
tosten kustannusarvioita. Kahden eri elikemenoennustemallin E(t) ja E'(t) ver-
tailu voidaan palauttaa vastaavien suureiden E(x,y,t) ja E'(z,y,t) vertailuksi.
Téamé johtuu kaavan (4) lineaarisuudesta ja elakemenokomponenttien yksikésittei-
syydestd, joka kidy ilmi liitteessd B esitetystd perustelusta. Télla tavoin voidaan
tarkastella esimerkiksi lakimuutosten sukupolvivaikutuksia, silla vastaisten kart-
tumien ja eldkemenojen ajallinen yhteys kdy ilmi eldkemenokomponenteista.

6.4 Stokastinen elikemenoennuste

Téahéan asti tédssa tekstissd on tarkasteltu determinististé elakemenoennustemallia,
joka liittaa valittuun indeksioletukseen I eldkemenoennusteen E(t, I), joka toteut-
taa kaavan (4). Eldkemenoennustemallin stokastisoinnilla tarkoitetaan téssa teks-
tissé sen epavarmuuden kuvaamista, joka tuntemattomista vuosittaisista palkka-
ja hintainflaatioista siirtyy indeksioletusten kautta eldkemenoennusteeseen. Muil-
ta osin elakemenoennustemallia pidetdén edelleen téaysin deterministisena. Kaava
(4) palauttaa elikemenoennusteen stokastiikan tarkastelun indeksointikertoimiin
liittyvén stokastiikan tarkasteluksi. Tarkastelu voidaan toteuttaa elikemenoennus-
temallin ulkopuolella.

Osiossa 2 méiriteltyji indekseja W, P, IV I¥ vastaavia indeksi-inflaatiota ja
indeksitekijoitd merkitdin w,p,i",i" ja 1 +w, 1+ p, 1 + iV, 1+ 7. Suuretta w
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kutsutaan palkkainflaatioks: tai yleiseksi ansiotasokehitykseksi ja suuretta p hin-
tainflaatioksi tai vain inflaatioksi. Téssé tyossi ei syvennyté varsinaiseen palkka- ja
hintainflaation mallinnukseen?. Oletetaan palkka- ja hintainflaatiot kuvatuksi dis-
kreettiaikaisena stokastisena prosessina (w,,p,), v =1,...,T, jonka ei edellytetd
olevan riippumaton. Kaavat (1) ja (2) voidaan esittad muodossa

1+47\ (0,8 0,2\ (1+w,
1447/ 7 \0,2 0,8) \1+p, )’
W P

mista seuraa, ettd TyEL-indeksi-inflaatiot (2, , %, ) saadaan lineaarimuunnoksena

v T

i\ (0,8 0,2\ [(w,
()= (2 69 ()
vastaavista palkka- ja hintainflaatioista.

Prosessit (w,,p,) ja (i\ ,4.) ovat stokastisilta ominaisuuksiltaan keskeniin
hyvin samankaltaiset, silld niiden vélinen muunnos on lineaarinen ja kddntyva.
Esimerkiksi, jos ensin mainitulla prosessilla on olemassa odotusarvo E(w,,p,) =
(wy, py), niin télloin myos vastaavalla TyEL-indeksi-inflaatioiden prosessilla on
odotusarvo E(3!,4") = (i¥,iF). Samoin inflaatioita vastaavien indeksitekijoi-
den (1 +w,, 1+ p,) ja (1 -+ 1+ i’) jakaumat ovat samankaltaiset, eivitki
ominaisuuksiltaan juurikaan poikkea edellisista.

Stokastisen analyysin merkitys tulee esiin, kun siirrytdén tarkastelemaan in-
deksoinnin vaikutusta eldkemenoennusteeseen. Jo siirtyminen indeksi-inflaatioista
pistelukuindekseihin on stokastisessa tarkastelussa yleisessé tilanteessa varsin epét-
riviaali, miké johtuu eri vuosien indeksitekijoiden mahdollisista keskinéisista riip-

puvuuksista kaavoissa
IV =1V -+ -1+ ja I'=1-1+)---(1+40).

Sama korostuu méériteltdessi kaavalla (3) méadriteltyjen indeksointikertoimien suo-
rat stokastiset vastineet
WP
r(e,ytd) = fp e = (U dn) - (L4 4)) - (4+d,) - (1 +d). (7)
z Ty

Edelleen, kaavan (4) stokastinen vastine on kaava

E(t,I)= Y  E(yt) r(zytI) (8)

0<e<y<t

2Hintainflaatiota on tarkasteltu esimerkiksi autoregressiiviseni AR-mallina [7, s. 11-12], jol-
loin luonteva askel palkkainflaation liittdmiseen tarkasteluun voisi olla vektoriautoregressiivinen
VAR-malli. Katso myds [6, s. 65-69].
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josta samalla kdy ilmi, ettd E(t,I) on lineaarikombinaationa itsekin stokastinen
aikasarja. Toisaalta elakemenoennusteen stokastiikan tarkastelu palautuu pitkalti
indeksointikertoimet méérittavin stokastisen prosessin r(z,y,t, I) tarkasteluksi.

Kaavan (7) oikea laita osoittaa, etté indeksointikerroin on tulo eri ajankohtiin
liittyvistd satunnaismuuttujista. Mikéli eri ajankohtiin liittyvien indeksitekijoiden
valilla on riippuvuuksia, on esimerkiksi mahdollista, ettd vaikka eldkemenoennus-
teella olisi odotusarvo olemassa, niin siitd huolimatta

E(E(t, 1)) # E(t, 1),

missé [ tarkoittaa odotusarvoisiin indeksi-inflaatioihin (:%V,:7) liittyvii indeksio-
letusta (I, I7). Toisin sanoen, sellaisessakin tilanteessa, etti tarkastelluilla sto-
kastisilla prosesseilla odotusarvot ovat olemassa, eldkemenon odotusarvo voi poike-
ta sellaisesta elikemenosta, jonka ennustemalli littad odotusarvoiseen palkka- ja
hintainflaatiokehitykseen.

Edella oleva antaa aiheen harkita elakemenoennusteen stokastista simulointia.
Kaavan (8) johdosta tdmé& on suoraviivaista, mikéli palkka- ja hintainflaatiota voi-
daan simuloida. Indeksointikertoimien realisaatioiden laskenta on tehokkainta pis-
teindeksien kautta kaavan (7) keskimmaéiselld muodolla. Joissain tilanteissa kaava
(8) voi tarjota mahdollisuuden esittdd eldkemenon stokastinen prosessi suoraan
aukikirjoitettuna stokastisena prosessina, joka pohjautuu vastaavaan palkka- ja
hintainflaation stokastiseen prosessiin.

Tarkasteluun voidaan melko suoraviivaisesti liittdd myos samanaikainen sijoi-
tustuottojen stokastiikan tarkastelu, miké luo pohjan monipuoliselle Asset/Liability
-mallinnukselle.
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Liite A: Taulukot

Osio 5: Vaihe 1. Erdiajo kertakorotuksilla.

Taulukko T1: Erdajon tulokset (lyhennetty)

E(X,Y,t)

Y

X

t
2021

2022

2023

2024

2020
2021
2021
2022
2022
2022
2023
2023
2023
2023
2024
2024
2024
2024
2024

Osio 5: Vaihe 2. Elikemenokomponenttien laskenta.

2020
2020
2021
2020
2021
2022
2020
2021
2022
2023
2020
2021
2022
2023
2024

1597 141 598,83
3 166 874 416,27
3 193 987 984,39

1 600 487 108,43
3 117 658 529,14
3 199 220 362,16
3 172 373 109,05
3 308 061 057,25
3 200 676 384,42

Taulukko T2: Eldkemenokomponentit (lyhennetty)

1 602 208 736,58
3 066 674 451,14
3199 536 040,39
3 121 218 920,84
3 308 040 335,78
3 202 703 865,77
3 178 434 881,45
3 420 136 450,40
3 316 540 661,61
3 204 131 596,95

1 599 289 612,60
3 010 699 362,59
3 189 031 439,73
3 065 068 598,67
3 297 190 031,27
3 193 876 440,63
3 122 221 614,70
3 409 156 032,86
3 307 589 826,59
3 196 943 462,11
3 174 213 509,55
3 509 207 163,20
3 409 331 397,94
3 300 355 927,46
3 198 308 868,72

E(x,y,t) |t

y X 2021 2022 2023 2024
2020 2020 | 1569 732 817,44 1517 171 420,71 1 464 465 714,56 1 411 409 749,99
2021 2020 | 27 113568,13 54126 115,18 53 959 825,69 53 789 355,46
2021 2021 295 213,26 588 464,74 584 644,01 579 880,61
2022 2020 27 435 717,84 54830 154,01 54 812 985,56
2022 2021 867 557,52 1740 681,21 1 747 384,36
2022 2022 297 832,44 595 125,39 592 646,12
2023 2020 24 021 609,56 48 059 235,49
2023 2021 842 500,15 1690 441,01
2023 2022 832 605,79 1 670 894,00
2023 2023 285 876,21 571 324,35
2024 2020 21 670 500,62
2024 2021 827 294,92
2024 2022 803 481,36
2024 2023 794 082,25
2024 2024 270 356,48
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Osio 5: Vaihe 3. Tulosten tarkastelu.

Taulukko T3: Vertailu elikemenoennustemallin tuloksiin (indeksointi)

Vuosi Palkka-  Tyoelake- Indeksointi Indeksointi Ero
kerroin  indeksi ulkopuolella mallissa

2021 1,465 2631 1 605 895 363,61 1 605 895 363,61 0,00
2022 1,501 2675 1 636 814 833,97 1 636 814 834,03 -0,06
2023 1,535 2718 1 665 885 939,24 1 665 885 939,70 -0,46
2024 1,571 2769 1695 172 518,53 1 695 172 520,24 -1,71
2030 1,847 3112 1 830 536 168,91 1 830 536 359,27 -190,36
2040 2,464 3796 1 818 775 878,22 1 818 780 475,82 -4 597,60
2050 3,287 4630 1 696 600 533,18 1 696 627 670,41 -27 137,22
2060 4,385 5648 1 602 408 310,85 1 602 482 629,69 -74 318,85
2070 5,850 6889 1 589 832 502,20 1 589 972 344,85 -139 842,65
2080 7,804 8402 1579 994 545,66 1 580 189 517,21 -194 971,55
2090 10,411 10248 1622 743 502,38 1 622 970 753,85 -227 251,47
2100 13,888 12500 1642 793 958,52 1 643 030 659,40 -236 700,89

Osio 6.2: Vaihe 4. Ennustepopulaation ansiokehitys.

Taulukko T4: Vertailu elikemenoennustemallin tuloksiin (indeksointi ja ansioiden skaalaus)

Vuosi Skaalaus- Skaalaus Skaalaus Ero
tekija ulkopuolella mallissa

2021 1,0232 1 605 902 206,88 1 605 902 206,88 0,00
2022 1,0488 1 636 863 830,41 1 636 863 830,22 0,19
2023 1,0750 1 666 054 846,77 1 666 054 845,69 1,08
2024 1,1019 1695 579 933,05 1 695 579 929,79 3,26
2030 1,3240 1 837 359 603,28 1 837 359 437,24 166,04
2040 1,8194 1 875 226 623,08 1 875 223 251,34 3 371,74
2050 2,5003 1910 544 185,56 1 910 523 709,91 20 475,64
2060 3,4360 2 142 189 357,32 2 142 127 615,71 61 741,61
2070 4,7219 2 690 652 583,65 2 690 517 360,15 135 223,50
2080 6,4889 3 585 220 781,37 3 584 987 010,83 233 770,55
2090 8,9173 4 993 922 881,89 4 993 566 258,29 356 623,60
2100 12,2544 6 853 535 173,93 6 853 034 924,55 500 249,39
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Liite B: Menetelman perustelu

Jatketaan osioiden 3 ja 4 merkinnoilld. Kun kaavaa (4) sovelletaan kertakorotus-

kantaan I(xy), saadaan kullakin ¢ = 0,...,T" lineaarinen yhtaloryhma
E(t7[(X,Y)) = Z E(.Qf,y,t) ‘T(l’,y,t,[(x’y)),
O0<z<y<t

jossa on n(t+1) tuntematonta E(z,y,t) ja sama méaara parein (X, Y") indeksoituja

yhtéloitd. Kiinnitetddn tarkastelu yhteen vuoteen t = 0,...,7T ja lyhennetdan
merkinndt muotoon
E(X,Y)= )Y E(y) r(z.yX)Y). (9)
0<z<y<t

Yhtéaloryhmén (9) kerroinmatriisi saadaan kutakin yksittaistd indeksioletusta vas-
taavista indeksointikertoimista, ja tassa kertakorotuskannan tapauksessa se on

(1+a)? josz<X<yjay<VY <t

W rp
T(I,%X,Y)Ziéz §1+a) jOSj(l)lk(?I<X§ytaiy<Y§t.
muulioimn

Téssé siis matriisin 7 rivit merkitdén parein (z,y), missd 0 < z < y < t ja
sarakkeet parein (X,Y), missi 0 < X <Y < t. Kyse on siis nelidmatriisista,
jonka dimensio on n(t + 1) x n(t + 1).

Matriisin r ylld olevassa esityksesséd on jarjestysrelaatiokaavoja. Naiden kasit-
telyad helpottaa [versonin sulkeiksi kutsuttu merkinta, joka liittda kaavaan P sen
vapaiden symboleiden funktion [P], joka saa arvon 0 tai 1, katso esimerkiksi [3].
Téssa merkinnassa esimerkiksi Kroneckerin delta-symboli voidaan esittda muodos-

sa
1 josz=y
5x p— p— p— .
Y r=y {0 muulloin

Matriisi r voidaankin Iversonin sulkeiden avulla kirjoittaa muodossa
r(z,y, X,Y) = (1 +a)@vXY), (10)
missa
pl,y, X,)Y)=[e < X <y|+y<Y]=[z < X][X <y|+ [y <Y].

Kaavassa (10) esiintyvd eksponentti p(z,y, X,Y) saa arvot 0,1,2. Eksponentit
hallitaan kaavalla, joka péatee kokonaisluvuille £k = 0,1, 2:

k(k—1 2 2
(1+a)k:1+ka+%a2:1+(a—%)k+%k2. (11)
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Yhtaloryhmén (9) ratkaisun tyolds osuus on sellaisen matriisin r kanssa saman-
kokoisen neliématriisin s konstruoiminen, joka toteuttaa kaavan

> @y, X,Y) - s(XY, 2 y) = 020000y, (12)

0<X<Y<t

missd myos 0 < 2/ < ¢/ < t. Koska kyse on &dérellisuloitteisista nelidmatriiseista,
kaavasta (12) seuraa®, ettd r on kiintyvi ja sen kiiéinteismatriisi on s/a®. Néiin
ollen elakemenokomponentit saadaan suoraan yhtéléryhmén (9) yksikésitteisesté
ratkaisusta, joka on

E(z,y)= Y E(X)Y)-s(X,Y,x,y)/d.

0<X<Y<t

Tarkastelu jaetaan neljaén eri tapaukseen sen perusteella, missa osassa lukua t
vastaavaa poikkileikkauskolmiota piste (z',y) sijaitsee. Eri tapauksissa tarkastel-
laan yhté tai useampaa (enintdan kuutta) pisteeseen (z/,y) liittyvéé pistettd, joita
téassa tyossa kutsutaan nimelld (i, 7)-siirtymdt, missi i, j = 0, 1. Nama mééritellaén
seuraavasti?:

(@ +i,y +7) jos0<a'+i<y+j<t
(2 +iy ) = (O,y’fj) | iOSOSy/‘i‘jj<.§C’+’L’§t’.
(@' +i,2"+1) jos0<a'+i<t<y +]
(0,0) jost<y +jjat<a +i

Tapaus 1°: 2/ <y <.

Todetaan aluksi, ettd kaikilla luvuilla «,5 ja p pitee alla listatut algebran

kaavat. o
> (=) =0 (13a)

i,j=0,1
> (D)™ (p+ i+ Bj) =0 (13b)
i,j=0,1
> (=)™ (p+ i + Bj)? = 203 (13c)
i,j=0,1

Yhdistdmalla kaava (11) ja kaavat (13a), (13b) ja (13c), saadaan kokonaisluvuille
0<p+ai+ 5 <2 kaava

Z (—1)" (1 + a)P+ei+8i = oBq2. (14)

1,7=0,1

3Katso esimerkiksi |2, s. 61].
4Vaihtoehtoisesti méiritelméssi voisi tukeutua sopivalla tavalla modulaariaritmetiikkaan.
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Tarkastellaan seuraavaksi neljaa pistetta (=’ + 14,9y’ + j), misséa ¢, j = 0, 1. M&a-
ritellddn naita pisteitd apuna kiayttden

S(X7 Y7 ljvyl) = Z (_1)i+j5X,x/+i5Y7y/+j'

i.j=0,1
Yhtélon (12) vasen puoli on talloin
S (=0 y,a iy +§) = Y (1) (14 a)tenr ),
i,j=0,1 i.j=0,1

Nyt p on funktio, joka saa arvon 0,1 tai 2. Liséksi
IO(LU, Y, ZL’/ + 7:7 y/ + j) = p(l’, Y, xla y/) + i<5$7$' - 5?;:33/) + jéyva (15)

joten merkinngilla
p = plz,y,2,y)

5x,x’ - 5y,m’

)

™ R
Il

vy’

ja kaavalla 14 saadaan

Z (_1)i+j<1 + &)p(:t:,y,:curi,yurj) _ (533796/ _ 5y,x’)5y,y/a2 _ 5x,x’5y,y’a2-

i,j=0,1
Ylld viimeinen yhtdlo johtuu oletuksesta 2’ < ¥/, jolloin 4, .0, , = 0. Siis kaava
(12) pétee.
Tapaus 2°: 2/ =y < t.

Tarkastellaan samaan tapaan (i, j)-siirtymié (2’ 4 4,9 + j), missé i,7 = 0, 1.
Tapauksesta 1° poiketen normaalein laskusdannoin méaaritelty (' +i,y'+7) el enda
olisi kolmiopiste, kun ¢ = 1 ja j = 0. Siksi téssa siis on mééritelldan ('+1,y'40) =
(0,4"). Muilta osin mééritelméat ovat normaalien laskusééntojen mukaan.

Maaritellaan naita pisteitd apuna kayttaen

S(X, Y, .CE,, y/) = Z (—1)i+j(SX7x/+i5Y7y/+j(1 + CL)i.

i,5=0,1

Yhtéalon (12) vasen puoli on télldin

> (=1)Hr(zy,a’ +iy 4+ §) (1 +a)
i,j=0,1
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Kaavan (15) vastine on nyt
ple.y, 2’ + i,y + ) = pla,y, ' ) +illa" < af = [27 <y]) + 50y,
Kun lisiksi huomioidaan tekijan (1 + a)’ eksponentti 7, voidaan merkingilla

a = [p/<az]-['<yl+1=[y<a]+ [z <z
B = by ==y

edellinen lauseke muuntaa kaavan (14) muotoon. Ehdosta = < y seké tapauksen
2° lisdehdosta x' = 1/ seuraa

af =y <2ly =yl + " <ally’ =y = [o' = 2lly’ = y] = dowyy
Niéin ollen saadaan kaava (12).
Tapaus 3°: 2/ <y’ =1t.

Tassé tapauksessa tarkastellaan enintdan kuutta pistetta ryhmiteltyné kahteen
ryhméén. Ryhmén I pisteet ovat muotoa (2’ + 4,4’), missd i = 0,1. Ryhmén II
pisteet ovat muotoa (' + i+ j, &’ + j), missd 7,5 = 0, 1.

Maéritelladn

S(X Y2 y) =Y (1) 0xarsidyy + D (1) (14 a)dxarpisiOvaris.

i=0,1 i,5=0,1

Kasitelldan ensin ryhméa I. Todetaan, ettd luvuille P, = 0,1 ja @) = 0,1 pétee
kaavat

Z(_l)i(PH'Q):PO—H

i=0,1

| (—DY(P+Q)P* =3P —P)+2(P—P)(1-Q).

1=0,1

Merkitéddn P, = [z <2’ + 1 <y|], Q = [y < V'] ja ki = p(x,y,2’ +i,y"), jolloin siis
ki = pla,y, 2’ +i,y) = P+ Q.
Nyt, koska ' < ¢/ ja z < y, niin
Po—P=[y=2]—[z=2".
Liséksi, koska ¢’ =t ja y < ¢, niin
1-Q=1-y<yl==tl=y=t]=y=y]
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Siis

| (1) =3(ly =] — [ = 2]) + 2w = 2'][y = ¥/]. (16b)

Kasitelldan sitten ryhméa II. Todetaan, ettd luvuille P, = 0,1 ja @; = 0,1
pétee kaavat

S (1)1 +Qi+jP) =P — R

4,7=0
D (D)1 + Qi+ jP) = 3(PL— Py) + PiQy — PoQo.
i,7=0
Merkitdén Qo = [z < 2] ja By = [z = 2], Q1 = [y < 2] ja P = [y = 2] sekd
kij = p(z,y,a’ +i+j,2' +j)+ 1, jolloin
kij = pla,y, o' +i+ g2’ +§)+1=14Q;+jP.

Liséksi selvéstikin PyQ)y = 0 ja P = 0.
Ryhman II osalta saadaan siis

> () = o= 2]~ [y =] (17a)

1,j=0,1

Yo (YT =3(fe = 2] — [y = 2')). (17b)

i,j=0,1

Yhtéloiden (16a) ja (17a) perusteella

S (=Diki+ Y (=) =0,

i=0,1 i,5=0,1

Vastaavasti yhtdloiden (16b) ja (17b) summa on

DOEDE Y (FY)TR, =2l = 2]ly = ¢] = 20,000,

i=0,1 i,5=0,1

Samalla periaatteella, jolla kaava (14) muodostuu kaavasta (11), saadaan kaava
(12).
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Tapaus 4°: ' =y = t.
Téssé tapauksessa tarkastellaan enintéén kahta pistettd (z' 4 4,y’ + i), missd
i = 0,1. Siirtymien mééritelmien mukaan ndmé ovat (¢,t) ja (0,0). Maaritelldan

nyt
S<X7 }/7 xlv y/> = Z (_1)17ia(1 + a>i5X,r’+i6Y,y'+i'

i=0,1

Koska r(x,y,0,0) = 1 ja koska
r(z,y,t,t) = (1+ a)t 7ot =1 4 (1—b,1)a=14a— ady,,
yhtélén (12) vasen puoli on
a(l1+a)r(z,y,0,0) — ar(z,y,t,t) = a(l+a) —a(l +a — ad,;) = a*S .
Nyt, koska x < y <, niin 6,40, = 0,40, Koska lisiksi 2’ =t ja ¥’ = ¢, niin
azdz,t = azéx,téx,t = azéx,téy,t = a25z,x/5y,y/.

Téssédkin tapauksessa on siis osoitettu kaava (12).
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