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The article deals with pure endowment or annuities
supplemented with a death benefit equal to either
premiums paid (P) or accrued mathematical reserve
(R). Variocus ways of determining a set of premiums
are discussed as well as the effect of applying
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SAATESANAT

Vuoden 1987 aikana Suomi-Salamassa kehitettiin uutta wvanhuus-
eldkevakuutusta, jonka piti olla joustavamaksuinen ja johon

voitaisiin 1iittd3 maksun- tai rahastonpalautusvakuutus.

Siind yhteydessad syntyi kdytanndn tarpeesta selvityksid, jotka
mucdostavat tadmdn kirjoituksen "prototyypin". Silloiset muis-
tiinpanot on tdydennetty selitté8vdlla tekstiosalla, wvalivaiheilla

ja viittauksilla. Esitystapaa ja merkintdjd on virtaviivaistettu.

Vaikka redundanssi on alkuperdisversiocon ndhden lisddntynyt
reippaanpuoleisesti, lukijalta ei toivoakseni ole riistetty

kaikkea ajattelemisen iloa.

Punaisena lankana on koko ajan joustavamaksuisuuden mukanaan
tuomat ndkdékohdat. Tadm& merkitsee mm. sitd, ettd paljon jousta-
vamaksuisuuden kannalta epdclennaista on abstrahoitu pois.
Esimerkiksi kuormituksia ei oteta huomiocn, ellei niillad ole
vaikutusta itse turvaan. Tarvittaessa sovelletaan Sucmessa

kdytiissd olevaa kuormitustapaa.

Korkckanta ja kaytetyt kuolevuudet on oletettu annetuiksi.
Ylipdansd numercarvot ovat té@mén kirjoituksen tavoitteiden

kannalta toissijaisia.

Ensimmiisessd luvussa k&sitellddn verryttelymielessd puhtaita
sddstdvakuutuksia ja vertaillaan jatkuvaa ja diskreettid vuosi-

maksua sekd viipaletekniikkaa.

Tolsessa luvussa tarkastellaan maksunpalautusvakuutusta sa&asto-

vakuutuksen kylki&isend ja pohdiskellaan erilaisia tapoja madrit-

téd maksuohjelmaa.

Kolmannessa luvussa on vuorossa rahastonpalautusvakuutus, joka

on periaatteessa erittdin yksinkertainen, mutta varmuuslisilla



ja kuormituksilla ryyditettyna laskennallisesgi,varsin omalaa-

tuinen vakuutus.

TyS on kirjoitettu lukijalle, joka tuntee henkivakuutusmatema-
tiikan perusteet. Se ei edellytd pitk&dlle menevii matematiikan

taitoja, mutta sujuvasta kaavanlukutaidosta on varmasti hyotya.

Hyv&ddn matemaattiseen esitystapaan kuuluva kaavojen pdtevyys-
alueen osoittaminen ja operaatioiden suorittamisedellytysten
voimassaolon toteaminen on laiminly&ty mahdollisimman usein.
Lukijan oletetaan ilman muuta olettavan esim. ettd vastuukerta-
maksun "nykyika" on korkeintaan "pddteikd" tai etta kuolevuus on

jatkuva funktio ja sitd merkitd&n p:lli.

Helsingissid helmikuussa 1988

Onerva Savolainen



1. SAASTOVARUUTUS V
1.1. MAKSUOHJELMA ANNETULLE TURVALLE

Tarkastellaan s8&stdvakuutusta jonka rahasto maksetaan vakuute-
tulle idssd w joko kertasummana tai elinkorkona. Normeerataan
turva eli s&8std hetkelld w ykkodseksi. Vakuutuksen vastuuker-
tamaksu ajatellaan lasketuksi kuolevuudella My ja maksujen
pddoma-arvo {mahdollisesti eri) kuolevuudella My - Alaindekseilld

V ja K erotetaan ao. kuolevuuksien avulla lasketut suureet.

Jos vakuutetun nykyik& on x ja maksuaika m, jatkuva kuormit-

tamaton vuosimaksu on silloin

D (W)

Dy, (%)
(1.1.1.) PJ = aK(x.x+m)

Suomen yksiltllisessd henkivakuutuksessa kdytetdan tdstd jakajan

1.025 avulla diskretisoitua muunnosta

D, (w)

b, {x)
(1.1.2) P'I = v = L PJ!
1.025 aK(x.x+m) 1.025

Taman kaavan mukainen maksu merkitsee oikeastaan kokonaista
- maksuochjelmaa, jossa hetkilld x+v ,v=0,..,m-1 kullakin er&intyy
P_:n suuruinen maksu (kaytdnndssd tietenkin lisattyna

J
kuormituksella).

Kolmanneksi voimme l3hted joustavasta maksuohjelmasta, jossa

hetkilla

(1.1.3) X+t , ty = 0 = Tty S coe 28 < wex



erdantyviat maksut P, ., v =1,..,k. Tallaisten maksujen

vhteenlaskettu p&doma-arvo on

DK(x+tv)

P

k
(1.1.4) El DK(K) v

v

ja maksuohjelma (1.1.3) tuottaa saman turvan kuin maksuchjelma

(1.1.2) jos

DK(x+tv) . Dv(w)
DK(x) v Dv(x) *

(1.1.5)

1=

v=1

Jos erityisesti Pv:t ovat identtisii, ts. PV = PD kaikilla v,

saamme maksuchjelmaan (1.133) liittyvin diskreetin tekniikan

mukaisen tasamaksun

DV(W)

DV(X)
(1.1.8) P = D (xrt )
> K v

1 Dg(x)

v

1.2. MAKSUOHJELMASTA TAKAISIN TURVAAN

Hetkelld x+t erddntyvén kertamaksun P ja sen ansaitseman vakuu-
tusturvan S{t) (=rahasto hetkelld w) sitoo toisiinsa {(1.1.5):n

’ .

muunnelma

Dy, (w)
Dv(x+t)

S(t).

e
|

(1.2.1)



Jos siis tunnetaan P, niin

Dv(x+t)

(1.2.2) S(t) = Dv ) P

Jos nyt ldhdemme liikkeelle wvakuutusturvasta (=1), laskemme tidlle
maksuchjelman joko (1.1.2):n tai (1.1.5):n mukaan, ja sitten
katsomme kunkin maksun tuottavan (1.2.2):n mukaisen "viipaleen",
onko viipaleiden yhteenlaskettu md&ra alkuperéisen turvan

suuruinen? ;

Tarkastellaan ensin (1.1.5):n mukaista maksuohjelmaa.

Turvaviipaleiden summa on silloin

i k k Dv(x+t )
(1.2.3) L §(t.) = ¢ P
v=1 v v=1 DV(W) v
) Dv(x) ; Dv(x+t ) o
Dv(w) vel Dv(x) v
k DK(x+t ) -1 k Dv(x+tv)
= E D (x) pv z D.,{x) Pv
v=1 K v=1 v

Saatu suhde ei ole valtté@mdtta =1, ts. viipalekdsittelylld ei
pddstd siihen turvaan, josta lahtien maksuohjelma alunperin
mddritettiin. Jos teemme sen sovellutuksia ajatellen luonnollisen
oletuksen, ettd K-kuolevuus on korkeampi kuin V-kuclevuus,

kaikilla v:n arvoilla pétee



DK(x+tv) Dv(x+tv)
DK(x) Dv(x) ’

ja niin ollen

k
fS(tv) > 1 .

v=1

Jos kuitenkin laskemme maksujen pddoma-arvon ja sddstdsuori-

tuksen pddoma-arvon samalla kuolevuudella, diskreetti

maksuohjelma (1.1.5) ja viipalek&sittely (1.2.2) tuottavat saman

turvan

Entd kuinka kdy, jos maksut ovatkin ohjelman (1.1.2) jatkuvasta
diskretiscidut maksut? Jotain osviittaa antaa lausekkeiden
(1.1.2) ja (1.1.6) vertailu: osoittajat (vastuukertamaksut) ovat

samat ja (1.1.2):n nimitt&8jd voidaan kirjoittaa muocdossa

m-1 DK(X+V)
1.025 b SED
v=0 K

[}

1.025 aK(x.x+m) aK(x+v.x+v+l)

m-1 DK(x+v) .
= I 1.025 « a_,(x+v:l)
- v=0 DK(X) K
) m;l DK(x+v) )

v=1 DK(X)

koska diskretisointikerroin 1.025 on alunperin valittu niin,

ettd se on suunnilleen yhden vuoden jatkuvan elinkoron k&&n-

teisluku.



Koko  maksuchjelman (1.1.2) turva viipaleittain muodostettuna on

silloin
m-1 ' m-1 Dv(x+v)
(1.2.4) I S(v) = L P
' v=0 v=0 Dv(w) J
D [w) m-1 D (x+v)
b ? 5 UF D“&( ]
AR v=0 ve¥

1.025 aK(x.x+m)

m-1 D (x+v)
I AR
_ v=0 DV(X)
- m-1 DK(x+v)
z 1.025 « a_(x+v:1)
a0 DK(x) 7 K

Eroca alkuperdiseen ykk&seen ndhden syntyy paitsi kahden kuole-
vuuden kdytdstd myds joka tapauksessa diskretisoinnin

likimddraisyydesti.

1.3. NAKOKOHTIA RAHASTON MAARITTAMISESTA

Jatkuvan tasamaksun (1.1.1) ideaan sopii hyvin jatkuva vakuutus-
maksuvastuu tai lyhyemmin rahasto. Kun vakuutusaikaa on kulunut

t vuotta, rahasto on jatkuvan ajattelun mukaan

Dy, (w)

(1.3.1) vit) = D. (%+E) - P&aK(x+t.x+m).
. v I




Elinkorko on tédsséa ymmérrettéva niin, etts aK(z,z') = 0 kun

z' < =z.

Samaa menettely&hdn sovelletaan Suomessa yleisesti'silloinkin

kun maksuohjelma on (1.1.2):n mukainen diskretisoitu tasamaksu.

MaKksun "tasaisuus" ei tosin ole tdssa vdlttdmatonti. Clennai- ' .
sempaa on se, ettd tulevien maksujen pddoma-arvo on tarkaste--

luhetken jatkuva funktio. Niin ollen myés V(t) on t:n jatkuva N

funktio.

Jatkuvan rahaston heikkoutena voidaan pitda sitd, ettei rahasto
reagoi mitenkdédn suureenkaan vakuutuksenomistajan suoritukseen
vakuutusyhtidlle (paitsi kertamaksuisessa tapauksessa). Asialla
lienee vain vahdinen merkitys sellaisissa riskityyppisissa
vakuutuksissa joiden rahasto pysyy koko vakuutusajan v&hdisend
ja maksutkin ovat pienet ainakin verrattuna nyt tédssa

kd@siteltdviin saastévakuutuksiin.

Asia korjaantuu jos maksujen pddoma-arvot lasketaan diskreetisti
kuten (1.1.5):ss88 on tehty. Lausekkeen (1.3.1) diskreetti vastine

‘on

_ v _ K v
(1,3_2) V(t) = Dv(x+t) V=§‘:1+l DK(X+t) PVI

missa th.on laskentahetked t 13hinnd edelté&nyt maksun erdpdiva

{ ja & = 0 kun h+l > k). : : _

Tavallisesti vakuutusmaksuvastuuta laskettaessa jatkuvaan
rahastoon lisdt&dn maksunsiirtovaraus, jolloin koko
vakuutusmaksuvastuu on l&dhelld diskreetin tekniikan mukaista
vastuuta. Kuormitusten osalta lopputulos voi olla erilainen
kdytettiessd toisaalta diskreéttié tekniikkaa tai jatkuvaa

tekniikkaa ja maksunsiirtovarausta.



2. SAASTOVAKUUTUS JA MAKSUNPALAUTUS VP

Tarkastellaan edellisen luvun saddstdvakuutukseen liitettyd
maksunpalautusvakuutusta P, jonka mukaan vakuutetun kuollessa
ennen ik#&&d w maksetaan edunsaajille kuolinhetkeen mennessi

maksetuista {erddntyneistd) maksuista annettu osa.

Mm. elinkorkovakuutuksen yhteydess& P-turvaa on luontevaa jatkaa

viela eldkeidn jadlkeenkin.

Luvussa 2 verrataan turvan ja maksuohjelman suhdetta kun maksut
on mddritetty toisaalta ankarassa mieless& tasamaksuina ja
toisaalta viipaletekniikalla. Maksujen p#doma-arvoa tarkastellaan
vain diskreetilld periaatteella miiritettynd. Jatkuva tekniikka'

ei toisi mit&&an uutta luvun 1 toteumusten lisiksi.

Koska maksunpalautus riippuu koko bruttomaksusta, otetaan tdlléa
kertaa huomioon kKuormituksetkin. Kuolemanvaraturvan "omat"
kuormitukset oletetaan sisdllytetyiksi vastuukertamaksuihin.
N&iden lisadksi luvun 1 tapaiseen "rahastomaksuun" lis&t&é&n
suomalaisittain ilmaisten a-kuormitus (kuormitushan voi olla
mddritetty miten tahansa mutta se voidaan ilmaista muodossa

kerroin kertaa bruttomaksu B).

Tilannetta tutkitaan olettamalla, ettd s#istdosan vastuuta
laskettaessa kdytetddn "sddstokuolevuutta" ja P-osan vastuun
puolella "riskikuolevuutta". Erotetaan kuolevuudet ja niiden
avﬁlla lasketut suureet alaindekseilld V (s&éastd) ja K '

(kuolemanvara).

Maksujeh pdiaoma-arvoa laskettaessa vobidaan kummassakin komponen-
tissa kdyttdd vield muuta kuolevuutta. Merkitdin
sddstoékomponentin maksuihin sovellettavalla kuolevuudella
laskettuja suureita alaindeksilld 1 ja P-osan maksuihin sovellet-
tavia kuolevuudella laskettuja suureita alaindeksilld 2.

\



2.1. MAKSUOHJELMAN MAARITYS

Vakuutuksen "turva" olkoon edelleen normeerattu niin, etti
sd8stdosan rahasto idssd w on ykkdsen suuruinen ja kuoleman-
tapauksessa palautetaan osa 8 maksetuista maksuista. Voimme
olettaa,'etté 0 £ 6 £ 1 vaikka oletus onkin epdolennainen
kaavojen kannalta. Tapauksessa € = 0 saadaan tietenkin luvussa

1 k&sitelty tilanne.

Oletamme, ettid érépéiviné x+tl = X £ ... S x+tk erddntyvit
sddstdosan bruttomaksut BV(V) ja P-cosan bruttomaksut BV(P),
v=1,..,k. Maksujen BV(V) ja BV(P) Kuormituskerroin olkoon ® .
Oletamme siis, ettd sdidstdosan ja P-osan kertoimet ovat samat

kunakin erdpdivédnd, mutta eri erédpdivien kertoimet voivat erota.

Sdastdosan maksujen tulee toteuttaa yhtdldé (vrt. (1.1.5)).

k D, (x+t ) : D, (w)
v v
: (1-2) B (V) = T,

Maksunpalautuskomponentin maksujen mddritysyhtdald on puolestaan

D2(x+tv)
D,(x)

[ I e

(2.1.2)

_ (1-2 )8 (P)

v=1.

) g DK(x+tv)
-1 Dk

0. [BV(V)+BV(P)] . AK(x+tv.w|K)

’

D (w) .
K 0. [ B,(V)+B_(P) 1 « A (JP).

+
DK(X) v

N

1

Yht&416n vasemmalla puolella on rahastomaksujen pddoma-arvo
alussa eli hetkelld x. Oikean puolen ensimmdinen yhteenlaskettava



on P-turvan vastuukertamaksu karttumisajalta [X,w]. J&lkimmdinen
termi edustaa i8n w jdlkeiseltd ajalta suoritettavien P-korvaus-
ten sekd mahdollisesti joidenkin rahastoitavien kuormitusten
(Suomessa € ja ¢ ) padoma-arvoa. Erityisesti symboli A(JP)
tarkoittaa em. pd#oma-arvoa hetkelld w alkavaa P-turvan yksikkosa

kohti ja hetkeen w diskontattuna. Suureen A(JP) tarkemmalla

muodolla ei ole t&ssd tarkastelussa merkitystd. Kuitenkin A(JP)=0

kun P-turva ei jatku karttumisajan j&lkeen.

Yhtalst (2.1.1) ja (2.1.2) muodostavat yhtdléryhmén jossa on
kaksi Yhtélcé ja 2k tuntematonta maksua. Joissakin kuormitus-
malleissa voivat jopa kuormituskertoimet 2, olla tuntemattomia.
Oletetaan kuitenkin t&ll& kertaa, etti av:t ovat tunnettuja.

Yhtdaloryhmalld (2.1.1-2) on yleensd &&rettdmén monta ratkaisua
joista tietenkin suuri osa kelpaa vakuutusmaksuohjelmiksi.
Tarkastellaan nyt erikseen kolmea lis&ehtoa, joiden vallitessa
(2.1.1-2):11a on yksikdsitteinen ratkaisu.

2.2. KERTAMAKSU

Kun k=1, yhtdldt (2.1.1) ja (2.1.2) supistuvat muotocon (a==,)

D (w)

(2.1.1)" (lfa)B(V) = Dv(x)

(2.1.2)" (1-=2)B(P)

Dy (w)
= 8-[B(V)+B(P)] .+ [A(x.w[K) + B (x) AL(JP)]

Merkitdédn viimeistd hakasulkulauseketta lyhyyden vuoksi a(x):114;

silloin
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I _ 1 DV(W)
- B(V) = 9z - D, (%)
(2.2.1) -
8 a(x)
. B(P) - R B(YV)
1-9 - —2EL

Osien maksut lausuttuna koko VP-yhdistelman maksun
B(VP)=B(V)4+B(P) avulla ovat odotetusti

|

(0]
<
o

B(P)
(2.2.2) .

B(V)

1l
| ——
[t
b
i
&
| I—
m
<
"0

Kadntden, jos hetkelld x+t maksetaan VP-yhdistelmé&n kertamaksu

B, sdastdosan rahasto idssd w on

‘ D_(x+t)
(2.2.3) s(t) = DV(W) (1-2) [ 1 - ?f;x+t) } 5
v .
D, (x+t)

"""ﬁ-'\;'(—w')“w {((1-=) - Ba(x+t)] - B

2.3. TASAMAKSUOHJELMA

Rajoitetaan sitten (2.1.1-2):n ratkaisuja vaatimalla etta
BV(V)=B(V) ja BV(P)=B(P) sekda 2 =2 kaikilla v=1,..,k. Silloin
tuntemattomien mdard supistuu kahteen ja ilmeisesti 1loytyy
vksikdsitteinen lisdehdon toteuttava yhtdléryhmédn ratkaisu.
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Yhtdlostd (2.1.1) saadaan B{V) kuten luvussa 1:

Dy, (w)

Dy, (x)
Dl(x+tv)

1 D)

(2.3.1) (1-2)B(V)} =

k
z
V=

TAmAn jalkeén B(P)} ratkaistaan vht&l6tstda (2.1.2). Lausekkeen
kehittdmiseksi muokataan ensin (2.1.2):n oikeaa puolta nyt
voimassa olevat lis#oletukset huomioon ottaen (merk. tarvittaessa

lyhyesti B(V)+B(P)=B):

k DK(x+t )
(2.3.2) z e e{B(V)+B(p)]AK(x+tV.w]K)
v=1 K .
DK(W) k
+ 8 I B(V)+B(P)! A_(JP)
D (%) v=1 K
k D, {(x+t ) D, (w)

_ K v K _
= 6B vfl [ B, () A (r+t .w|K) + —5ET§7_ AK(JP)}
k D, (x+t_ ) D, (w)

K v K
= B B vil “'51-;(-";'-)““—'— f:AK(X+tV.W|K) + DK(x+tV) AK(JP)]
k DK(x+t )
= 8B & B (%) a(x+t_)
v=1 K

Sijoitetaan tdm& yvhtdlédn (2.1.2)
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2
B(P) % (1-2) = B8[B(V)+B(P)]
v=1 DZ(X) v

Kk
D (x+tv) ? DK(x+tV)

1 K

Saamme B(P):n lausutuksi jo tunnetun B(V):n avulla

- B+ a B
(2.3.3) B(P) = —J—54 8 B(V) ,
missd termid
-k D (x+t )
(2.3.4) a = I K Y— a(x+ty)

D (x)

v=1

voisi kutsua P-osan vastuukertamaksuksi yksikkéd kohti, ja termi

Dz(x+tv)
1 D, (x)

nm™mx

(2.3.5) B =] (1-2)
v

on se kerroin, jolla kertomalla "vastuukertamaksusta". saadaan

erdapdivittidinen tasamaksu.

Koko VP-yhdistelmdn maksu B(V):n avulla saadaan kKaavasta

(2.3.6) B(VP) = B(P) + B(V) = —2IL —

ja toisaalta osien maksut yhdistelm&n maksun avulla ovat

B(P) = 8 a B - B(VP)

(2.3.7)

B(V) = (1-8 a B) B(VP).
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Lausekkeita (2.3.7) ja (2.3.3) voi verrata kertamaksun lausek-
keisiin (2.2.2) ja (2.2.1). Selviasti on kyse samasta kaavasta

kunhan todetaan ettd a=a(x) ja B=1/(1l-z) kertamaksun tapauksessa.

Merkille pantavaa on myds se, ettd koko Kappaleessa 2.3 ei ole
tarvinnut tehdd erdpiivia tl""tk koskevia sdanndllisyys-
oletuksia. Osa eri indeksilld merkityistd erdpdivistd voi jopa

yhtyd. Silloin itse asiassa maksuohjelma ei olekaan tasamaksuinen

~vaan vaihtuvamaksuinen. Kuitenkin joka erdpdividn kokonaismaksussa

V-osan ja P-osan suhde on sama. T&mi on se piirre, joka olen-

naisimmin erottaa t&m&n kappaleen tasamaksun kappaleen 2.5

viipalemaksusta.

2.4. TASAMAKSUN KASITTELY KERTAMAKSUN TAPAAN

Tarkastellaan edelleen kappaleen 2.3 tasamaksuohjelmaa, jossa
B(V) on (2.3.1):n ja B=B(VP) kaavan (2.3.6) mukainen. Tulkitaan
kuitenkin kukin maksu kappaleen 2.2 mukaisena kertamaksuna joka
kerryttdsd sédstdd kaavan (2.2.3) osoittaman madrin. Kertyykd
ndistd viipaleista yhteensi alkuperéinen'turva eli ykk&sen

suuruinen rahasto hetkellid w? (Merkinta ké. (1.2.2))

k k Dv(x+tv) 8 a(x+t )
£ S(t.) z (1-=) (1- - )B
v=1 v v=1 DV(W) I-2
k D,(x+t )
- Y ¥ ((1-a) - 8 alxety)) 1?évg 5
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_ Dy (w)
) ; Dv(x+tv) . (l-2)-9 a (x+tv) . Dv(x)
v=1 Dy (W) 1-6 a B k Dl(x+t }
v
(l-2) T —p5—y —
v=1 1
k k
(1-2) ¢ PylE+t,) _ g 5 Dylx+ty) a(x+t )
1 v=1 Dv(x) v=1 Dv(x)
= 71-6 a B K -
(1-2) & Dy (x+t)
v=1 Dl(x)
k Kk
(1-2) ¢ Dy (x+E ) o § Dyl®rE,) a(x+t )
v=1 Dv(x) v=1 Dv(x)
k
(1-2) x  Pp{x*t,)
v=1 Dl(x)
) 8 - a
1 -
: k D.(x+t_ )
(1-2) § —2 .V
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k D (x+t ) Kk D, (x+t_)
v v \'
(l-) = -8 & —]— a(x+t )
v=1 DV(x) v=1 DV(X) v
k D.(x+t )
(1-2) = TITE)L
_ v=1 1
k D.(x+t_ ) k D (x+t )
(l-@= = g G- 0 = K = alx+t,)
v=1 2 v=1 K
k D,{x+t_ )
v=1 2

Vaikka saatu lauseke ndyttdid ensin mutkikkaalta, sillid on selked
rakenne: osoittaja ja nimitt&jd ovat "samanmuotoiset". Erona ovat
kuolevuudet, jotka osoittajassa ovat sddstdpuolelta (lukuunotta-
matta a-termeji) ja nimittéjéésé P-osaan sovellettuja kucle-

vuuksia.

-On siis ilmeistd, ettd lauseke yleensi pbikkeaa vhdesta, jos
kuolevuudet poikkeavat. (Laskettaessa lausekkeen arvoja "mahdol-
lisesti kysymykseen tulevilla kuolevuuksilla" erot olivat pahim-

‘millaan parin promillen luokkaa - suuntaan tai toiseen.)

Toisaalta on helppo n&dhda, etta ES(tV)=1 eli tasamaksutekniikalla
madritetyt maksut k#siteltyind kertamaksun tapaan johtavat
samaan turvaan kKuin se misti ladhdettiin alunperin liikkeelle

silloin kun Kaikki kéytetyt kuolevuudet ovat samat.

2.5. VIIPALETEKNIIKKA

Tarkastellaan edelleen VP-yhdistelmdn maksuohjelmaa (parametrina
8), jossa bruttomaksut B, erddntyvidt hetkilld tl =0c<t, <
< tk’ v=l,...,K. Jaamme kunkin maksun P- ja V-osiin kertamaksun

tapaan (vrt. (2.2.2)):
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9-a(x+tv)
BV(P) = l-a Bv
v
(2.5.1)
8 a(xftv)
i By (V) = ( 1- I-=z ) By

Oletamme maksut normeeratuiksi niin, ettd - :316 (2.1.1)

toteutuu, ts.

Dv(w) k Dl(x+tv)
(2.5.2) Dv(—x)—' = vil Dl(x) (l_aV)BV(V)
k Dl(x+tv)
- Vfl Dl(x) ((l-av) - 0 a(x+tv))BV

Toteutuuko silloin myds P-maksujen mddritysyht&ld (2.1.2)7
Kyseinen yhtdldhdn sanoo ettd@ P-osan (netto)maksujen pddoma-arvon

tulee olla sama kuin P-korvausten padoma-arvo.

P-osan maksujen p&doma-arvo on nyt

k Dz(x+t ) g a (x+tv)
(2.5.3) T (l-=2_) - -~ B
vel DZ(X) v 1 av v
k Dz(x+t ) ‘
= 8 =T a(x+t_)B_ .
vel D2(¥)

P-korvausten pddoma-arvo on (2.3.2):n tapaan Kkehitettyni
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k DK(x+t )
(2.5.4) vil D () 8B A, (x+t_.w|K)
DK(w) k
+ - 8(- L B.) -« A_{JpP)
DK(x) vel VY K
k DK(x+t )
=8 + L B_ . a(x+tv)

Yhtdlo (2.1.2) on siis tdlld kertaa seuraavan niakéinen:

(2.5.5)

D2(x+tv) _
D, (x) = ‘V

a(x+tV)Bv.

([

v=1

On ilmeistd, etta (2.5.5) toteutuu kaikilla maksuchjelmilla (ja
kaikilla 0€{0,1]) jos ja vain jos K-kuolevuus ja 2-kuolevuus

ovat samat.

2.6, JOUSTAVAMAKSUISUUS

N&dihin p&iviin asti henkivakuutus, niin s&8std- kuin kuoleman;
varavakuutus on melkein aina kustannettu sddnnéllisin vdliajoin
maksettavilla tasasuurilla wvakuutusmaksuilla. Poikkeamat sé&én-
ndstd on ndhty tosiaan poikkeuksina, ja nekin k#sitelty tasamak-
sutekniikan hengessd. Tyypillisend eéimerkkina voisi olla
maksuajan alussa tai lopussa esiintyv&n poikkeavan mittaisen

ns. maksukauden poikkeava maksu.
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Jos tdssd "perinteisessd" tekniikassa on haluttu muutoksia
maksuohjelmaan, kéytettdvissid on ollut ns. yksildllisen muutos-
laskennan menetelm&, erityisesti sen erikoistapaus vapéakirjaksi
muuttaminen.: Kdsittelyssd pddhuomio on siin& vakuutussa&stdssé
joka aikanaan erddntyy suoritettavaksi kunhan sovittua maksu-

ohjelmaa noudatetaan.

Perinteinen menettely on varsin kdmpeld varsinaisen maksujouston
toteuttamiseen, ts. siihen ettd vakuutuksenottaja saa maksaa
maksuja ennalta méérééméttémina aikoina ja vaihtelevan suurui-
sina. S&ddstdvakuutuksen maksujousto ndytt&d t8mén kirjoittajan
mielestd vaativan laskentamenettelyd jossa tavalla tai toisella

seurataan jo ansaittua kertymaa.

Erds tapa on Universal 1life -tekniikka, jossa seurataan rahaston
muutosta hetkestd toiseen Thielen differentiaaliyht&ldn mukai-

sesti. Tdmd tekniikkahan sopii my®$s riskivakuutuksiin.

Toinen menettely, joka sopii vain sddstdvakuutuksille mukaan
lukien wvanhuuseldkevakuutus, on maksujen kédsittely (periaat-
teessa) kertamaksuina. Tdssd ajattelussa seurataan maksu maksulta
miten vakuutusturva karttuu. "Vakuutusturvalla" ymm&rretdan
kuitenkin Universal life -ideasta poiketen rahaston maarda ei
tarkasteluhetkelld vaan erddni kiinteédnd erdpdivind tulevaisuu-
dessa tai ekvivalentisti td1li rahastolla saatavan elinkoron

maArdsd aikayksikkda kohti.

Ajatellaan edelleen, ettd VP-vakuutukseen maksetut (mahdollisesti
epdsdidnndlliset) maksut kdsitelldsan kertamaksun tapaan, ts.
maksusta véhénnetéan ensin titd maksua vastaavan maksunpalautuk-
sen (kerta)maksu, ja lopulla rahalla ostetaan sovittuna aikana
erddntyviid s3idstéd tai elinkorkoa (vrt. (2.5.1) ja (2.2.3)).
Vakuutussopimusta tehtdess& pitdisi kuitenkin voida ilmoittaa
vakuutuksenottajalle millaisen turvan hidn aikomallaan maksu-
ohjelmalla saé (léskenta "maksu edelld") tai k&&ntden pitdisi
voida laskea ainakin jokin maksuohjelma, joka tuottaa halutuh

turvan (laskenta "turva edella").
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Vastaus edelliseen kysymykseen saadaan suoraan laskemalla.
Jalkimmdisessa tapauksessa on haettava jokin ratkaisu |
(Bv) vzl vyht&816lle (2.5.2) (normeerausta wvaille).

Luvussa 1 todettiin, ettd sddstdvakuutuksen maksujen ja
korvausten pddoma-arvot on laskettava samalla kuolevuudella,
jotta viipaletekniikka (2.5.2):n mielessd@ ja toisaalta saapunei-
den maksujen késittely (2.2.3):n tapaan kertamaksuina johtaisivat
samaan turvaan. T&mdn luvun merkinnilld siis pitdi olla By =
Hq - Toisaalta kappaleessa 2.5 pdddyttiin vastaavaan tulokseen

P-osan kohdalla.

- Asetelma on oikeastaan se, ettd kun maksut kdsitellddn viipale-

tekniikkaan kiintedsti liittyvdlls tavalla ikd&nkuin kyseessa
olisi kertamaksu (vrt. (2.2.3)), tulee samalla automaattisesti

maksujen pddomituksessa kaytetyksi korvausten kuolevuutta.

Jos kuitenkin halutaan md&ritt84 maksuohjelma kappaleessa 2.3
kuvaillulla "ankaralla" tasamaksulaskennalla ja toisaalta
kerryttdd turvaa kertamaksutekniikan periaatteella (2.2.3), on
vield P-osan ja V-osan kuolevuusoletusten cltava identtiset
kuten kappaleessa 2.3. todettiin.-Muistettakoon, ettd tdssa

tarkastelussa korko ja kuormitus pidetddn vakioa.

Luvun 1 lopussa todettiin, ettid rahasto voidaan periaatteessa
laskea jatkuvasti tai diskreetisti riippumatta siitd kumpi
menettely on kidytdssd maksuja mddriteltdessd. Kuten luvussa 1
ndhtiin, maksujen p&doma-arvojen laskeminen diskreetisti parantaa

rahaston ja maksuohjelman yhteensopivuutta.

Kokonaan toinen asia on sitten se, ettd joustavamaksuisessa
sopimuksessa ei ole mieltd laskea rahgstoa prospektiivisesti
alunperin suunnitellun kokonaisturvan ja "jdljelld olevan

maksuchjelman”" mukaan. Laskenta pitdd perustaa kertyneeseen

turvaan eikd tulevia maksuja tarvitse silloin ottaa huomioon.

‘Aina uuden maksun tullessa sis##n kertynyt turva kasvaa hyppiyk-

senomaisesti. Itse asiassa V-osan rahaston taso on tidsmdlleen
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sama kuin jos toteutunut maksuohjelma kidsitettdisiin kiinte#na

ohjelmana ja rahasto laskettaisiin v3hentdm&lla diskreetti

"tulevien maksujen p&ddoma-arvo" kokonaisturvan nykyarvosta.
Kokonaisturva on ymmérrettdvd sekd rahastonlaskentahetkea edelti-

- vien ettd sen jdlkeisten maksujen yhteensd kerryttaména turvana.
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3. SAASTOVAKUUTUS JA RAHASTONPALAUTUS VR

Maksunpalautusehdolla tidydennetyn kertamaksuisen sdidstovakuu-
tuksen VP rahasto on "alussa" periaatteessa sama kuin kertamaksu
véhennettyné sellaisilla kuormituksilla, joita ei rahastoida
(Suomessa a-~kuormitus). P-turva siis vlittdd alussa rahaston.
Jos karttumisaika ei ole aivan lyhyt, rahasto ehtii kasvaa
P-turvaa suuremmaksi, sitd suuremmaksi mit#d pitempi on karttu-

misaika.

Sddstovakuutukseen liitetty lis#ehto tai ~vakuutus, jonka mukaan
karttumisaikana on voimassa rahaston suuruinen kuolemanvaraturva,
on siis monessa tapauksessa selvdsti erilainen kuin maksun-
palautusvakuutus. Merkitsemme rahastonpalautusvakuutusté sym-~
bolilla R. Oletamme ettid rahasto palautetaan kokonaan, jos
vakuutettu kuolee karttumisaikana [x,w]. S&a&ston erdannyttya

tai eldkkeen alettua turva lakkaa kerralla kokonaan.

Pohdimme VR-vakuutuksesta samantapaisia asioita kuin luvussa 2
VP~vakuutuksesta. Kysymyksenasettelut ovat hieman toiset, koska
P- ja R-turvat mé&draytyvat perin erilaisilla tavoilla. Jopa
jatkuvaa tekniikkaa tarkastellaan, tosin lahinna rahaston
‘madrittédmiseen liittyvistd syistd. Luvun antiin kuuluu my&s

VR:n maksujen laskentakaavojen johtaminen.

3.1. VR-VAKUUTUS ILMAN VARMUUSLISAA JA KUORMITUKSIA

Kun kuolevuus on médritetty, on luonnollista ajatella, ettd
‘kertamaksuisen VR-sopimuksen rahasto kKasvaa karttumisaikana
(=v&li [x,w]) pelk&dlls korolla. Samaan johtopdidtdkseen tullaan
tarkastelemalla Thielen differentiaaliyht&lsa, jossa VR-vakuutuk-
sen risKisumma on nolla. Silloin VR:n vastuukertamaksu on

vksinkertaisesti
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W-X

_ -£ 5 du
(3.1.1) e ,

kun taas puhtaan sdidstévakuutuksen maksu on

W=X
—£ p(x+u)+s6 du
{(3.1.2) e

Tdlldin pelkdn R-osan maksuksi j&aa

WoX

-}

W=X
5 du -L p{x+u) + & du
(3.1.3) e - e

R~ ja V-osien maksujen suhde, ts. kerroin jonka avulla V-osan

maksusta saadaan R-osan maksu, on

W=X
+£ u(x+u) du
.(3.1.4) e - 1.

Nihddsdn, ettd korko ei vaikuta kertoimeen (3.1.4).

Kuormitukset on tédssé jatetty huomiotta. Maksuun verranncllinen
kuormitus, jos se on sama molemmille osille, ei wvaikuta
kertoimeen (3.1.4.), ja laskennallisesti se voitaisiin lisdta

jédlkikdteen maksuihin (3.1.1.)-(3.1.3.).

Toisin on muiden Kuormitusten laita. Edelldhd&n on oikeastaan las-
kettu kuolemanvaraturvan (R-komponentin) maksu ilman €- ja
¢-kuormitusta ja sdastdvakuutuksen kuolevuudella.
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3.2. THIELEN DIFFERENTIAALIVHTALO

Tarkastellaan sitten VR:n maksuja olettamalla ettd kuolemanvara-
turvaan liittyy Suomen yksiléllisen henkivakuutuksen kuormitus-
mallin mukaiset €- ja ¢-kuormitukset. Samalla j&dtetdsdn mahdol-
lisuus varmuuslisiin (kuolevuudessa) kayttidmdlli sidstSpuolella
vhtd kuolevuutta (pv) ja kuolemanvaraturvan osalta toista (pK).
Kummassakin komponentissa kdytetdidn samaa kuolevuutta korvausten

ja niitd vastaavien maksujen diskonttauksessa. 1

Oletetaan taas, étté V:n rahasto kasvaa hetkeen w mennessa
vkkdseksi. Itse asiassa koko VR:n rahasto hetkelld w on silloin
vksi, koska tuleva R-turva lakkaa silloin. Alcoitamme tarkastelun
jatkuvista maksuista: VR:n maksu hetkelld x+t olkoon P(t), joka
jakautuu V- ja R-osien maksuiksi P(t) = Pv(t) + PR(t).

Ndilld valmisteluilla voimme kirjoittaa koko VR:n rahaston

hetkellda =+t aidon prospektiiviseen tapaan

(3.2.i.)

(u)+édu

—I u,(u) + & du
x+tTV ds

' ZlH
V(t)= e o (1 + @) xTtV(s-x)pK(s)e X t_K

W
+ E- J V(is-x) e

X+t

~Iu (u) + & du |
X+t K ds

174554 luvussa on luontevampaa kayttd@d peruslukujen
suhteiden sijaan niiden laskulausekkeita. Luvussa 2 oli yhté
lailla luontevaa k&yttdd peruslukuja.
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W T w
=1, (u)+d du —T B, (u)+& du
- J Pv(s—x) -ex v ds - J PR(s—x) ex tTK ds.
x+t x+t

Otetaan lyhyyden vucksi kd3yttddn seuraavat merkinnit

. W
A(x+t.w)= J V(s-x)p(s)e

X+t

ds

iTtPK(u)+6du

. w
a (x+t.w)= J V{s-x)e ds

X+t

W
av(x+t.w)= J Pv(s—x)e

x+t

RItpv(u)+6du
ds

w
aR(x+t.w)= J PR(s-x)e

x+t

ETtPK(u)+5du
ds.

Rahaston lauseke (3.2.1.) saa ndiden merkintdjen avulla muodon

—T H,,(u)+8du
(3.2.1)" v(t) = TV 4 AL (ertw)

* %
+ E « a {(x+t.w) + @ AK(x+t,w)

- av(x+t.w) - aR(x+t.w).
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Yhtdld (3.2.1.) on oikeastaan integraaliyhtals, jossa tuntemat-
tomana on funktio V. Derivoimalla (3.2.1) saadaan V:1le uusi

yhtédld (ks. liite)

‘ . =l H,{(u) + & du
(3.2.2) V(E) = (py(x+t) + 8) - e xrt v

N (l+¢)(pK(x+t)+6)-A;(x+t.w) - (1+0) e (x+E) V()

+ E(pK(x+t) + &) -a*(x+t.w) - E.V(t)
- [y (x+t) + 8)a (x+t.w) = P_(t)]
4‘[(pK(x+t) + 6)aR(x+t.w) - PR(t)].

Ryhmitell&ddn (3.2.2):n oikean puolen termit uudelleen

misséa

={,H,{u)+é6 du
[ ]1=(uv(x+t)+a)-[eXIt v ~a, (x+t.w)]+P,(t).

Ei ole vaikea huomata, ettd yllad on oikeastaan pelkidn V-osan

k&sittdvdn vakuutuksen Thielen yhtdlédn oikea puoli: onhan

”

—T B, (u}+é du
(3.2.4) v, (t)=e® v —a (x+t.w)
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missé Vv tarkoittaa V-osan rahastoa. Erotus V--Vv on tietenkin

R-osan rahastoc, jota voimme merkita VR:llé:

Vp(t) = (1+¢)A;(x+t.w)fEa*(x+£.w)—aR(x+t.w)

Jatketaan sitten yvhtdldén (3.2.2) analyscintia:
(3.2.5) '

[ ]zé(pK(x+t)+6)-[(l+¢)A;(x+t.w)+€a*(x+t.w)~aR(x+t.w)]

(1+8)p (X+1) - V(£)-€-V(t)+Pp(t)

(pK(x+t)+6)-VR(t) + PR(t)

|

[(1+@)p (x+t) + €] - [Vo(t) + Vy(t)]

(B (R+E)+E-E~ (14D )P (X+T) ] -V (L) +Pp(T)

1

[(l+¢)pK(x+t)+E] . Vv(t).

Niin ollen (3.2.2) hajoaa differentiaaliyhtdléryhméksi

(V) Vg(t) = (ng(x+t)+8) « V(t) + Py(t)

’

(R) Va(t) = [pg(x+t)+s = (€+(1+d)p (x+t))] » Vp(t)

+ PR(t) - [E+(1+6)pK(x+t)] . Vv(t).
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Yhtaldssd (V) esiintyy vain s&8&dstdosan rahasto, joka toki
tunnetaan muutenkin (kaava (3.2.4)). Kun (V) on ratkaistu,
saadaan yhtidldstd (R) ratkaistuksi myds R—osan rahasto VR'
Laugekkeiden pituuden pysytté@miseksi kohtuuden rajoissa otetaan

_kéyttébnﬁlyhennemerkinnét

d(u)

pK(x+u)+6

(3.2.6)

k(u) € + (1+9)p (x+u)

("diskonttaus" 4 sekd "kuormitus ja kuolevuus" k). Ndilla

merkinndilla yhtdld (R) saa esitysmucdeon

(R) Ve(t) = (d(t)—k(t))-VR(t)+PR(t)-k(t)-Vv(t)-
Alkuehdon
{(3.2.7) VR(h) = T

toteuttava (R):n ratkaisu on silloin tunnetun VV:n ja tunnetun
tai tuntemattoman PR:n funktiona

(3.2.8)

Id(u)—k(u)du -Id(u)—k(u)du
VR(t)=e ' [T+I

(PR(S)-k(S)VV(s))e | ds].
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3.3. KERTAMAKSU

~Sovelletaan kaavaa (3.2.8) ensin kertamaksun mddrittdmiseen.

Oletamme siis ettd Pp(t)=0 kaikilla t ja alkuehto on

(3.3.1) VR(w-x) = 0

Haettu (a-kuormittamaton) kertamaksu PR on silloin

(3.3.2)
wTxd(u)-—k(u)du T ;Txd(u)—k(u)du
PR=VR(O) = e . -k(s})-e Vv(s) ds
o WE —I d(u)-k(u)du
- I k(s) - e v,(s) ds
¥o)

Lausekkeessa esiintyy myds VV. Oletetaan V-osakin kertamaksui-

seksi kertamaksuna PV’ ja kaytetdsan rahaston retrospektiivista

esitysmuotoa:

I pv(x+u) + & du
(3.3.3) Vv(t) = PV < e

Kun (3.3.3) sijoitetaan (3.3.2):een, saadaan muotoa PR=Pv X ker-

roin oleva yhtdld
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(3.3.4)
wox I k(u)du —I Pp(x+u)+s du —I Hy(x+u)+8 du
PR= J kis) - e oy . e Pvds
o
wox I k(u)du -I B (x+u)-pg (x+u) du
-a ds

= Pv J kis)-e
o

Muokataan sitten saadun kaavan kerrointa numeerisesti

laskettavampaan muotoon.

(3.3.5)
wox I €+@.p (x+u)+n (x+u) du

PR = [ (er(140) g (aes)) e K v ds
P

v o

- WX

1(x) 1.,(x)

_ S€E K @ v
= J [E+(l+¢)-pK(x+s)]-e '[ I;TEIET— [ lV(E:ET ] ds.

O

Tdstd voidaan edetd jollakin numeerisen integroinnin menetel-
madlla. Kaavasta voi myds ottaa tekijaksi osoittajassa olevat

l-luvut, ja laskea lopusta valmiita apulukuja.

N&in saadaan osien maksut ja kokonaismaksu P=P +P, ilmaistuiksi

toistensa avulla. Merkit&din lyhyesti,(vrt. (3.3.4):n oikea puoli)

WX i k{u)du i pK(x+u)—pV(x+u)du
e ds.

(3.3.6) c(x,h,w)= J K(s)e
h
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Halutut muunnoskaavat ovat nyt c:n avulla lausuttuina

PR = Pv-c(x,Ofw)
P = PR + PV = PV-(l+c(x,0,w))
(3.3.7) . p
Py = 1+c(x,0,w)
c{(x,0,w)+P
P

L R - 1+c(x,0,w)

Namd tulokset pédtevdt siis kun sekd V- ettd R-osa ovat

kertamaksuisia.

_Erityisen yksinkertainen lauseke saadaan jos Hy=Hg- Silloinhan

c:n mddritelmidssd esiintyvd funktio

—I B, (x+u)-p (x+u)du
(3.3.8) s e K v

on identtisesti yksi. Niin ollen integraali voidaan esittda

suljetussa muodossa
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WX i k(u) du Wex I k(u)du

(3,3.9) TR J k(s)-e ds = 1 e
o]

'II

g

W2 X
L E+(1+¢)-pK(x+u) du
= e ~1

WIX
., (x+u)du
= eE(w-x)_[ e K ]1+¢

. GE(w-x) 1e(®) 14

I (W) -l

Kaava (3.3.9) antaa maksukertoimen tavanomaisten peruslukujen

avulla esitettynd kdsinlaskuun soveltuvana lausekkeena.

Kaava (3.3.9) paljastaa myds periaatteellisen samankaltaisuuden
kappaleen 3.1 vastaavan kertoimen (3.1.4) kanssa: odotetusti
kaavassa (3.3.9) on eri kuolevuus ja lisédna kuormitustekijét -

viimeksimainitut tosin hieman yll&ttdvissid paikoissa.

3.4. JATKUVA VUOSIMAKSU

Saatu kertamaksu ei kelpaa osamaksuilla maksettavan sopimuksen

vastuukertamaksuksi, koska turvakin riippuu maksuchjelmasta.

Ratkaistaan ensin jatkuva vakiomaksu, jota maksetaan hetkeen .

x+m asti, PR(t) = PR kun ¢ = t £ m.
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Haetaan yht&ald PR:n ratkaisemiseksi tarkastelemalla ensin R-osan

rahastoa.

Rahasto hetkelld x+m saadaan kaavalla (3.2.8) ja alkuarvolla
VR(O)=O.

(3.4.1)

ds

I d(u)-k(u) du —id(u)—k(u) du
VR(m)=e . T PR-e

0

E d(u)-k{u) du ™ -I d(u)-k(u) du
- e J k(s)-V,(s)-e

' 0

ds

merk
= A-PR - B ,

miss8 A:n ja B:n merkitys ilmenee edeltdvidstid lausekkeesta.

Sitten otetaan (3.4.1) alkuehdoksi, oletetaan maksu nollaksi
valilld [x+m,w] sekd asetetaan ehto VR(w-x)=O. Saadusta vhtdlosta

ratkaistaan PR

(3.4.2)

W=X
[Tatuy-r(u) qu WX -I a(u)-k(u)du
0 ==e ' _ [AoPR—B— J k(s)-Vv(s)-e ds]

m
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W=X m

L d(u)-k(u)du E d(u)-k(u)du I d(u)-k(u)du

Re : e I )
0

=P ds

W=X i
L d(u)-k(u)du I d(u)~k(u)du ™ -I a(u)-k(u)du

- e e J k(s)Vy(s)e ds
0

W-=X _
£ d(u)-k(u)du WX —Id(u)—k(u)du

- e I k(s)VV(s)e ds
m

—Z d{u)-k{u)du

W-=X
é d(u)-k(u)du m
- P_. J e ds
0

= a R

WX —I d(u)nk(u)du
- f k(s)vv(s)e
0

ds |,

mist& saadaan
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W-X
—I d{(u)-k{u) du
l k(s)-Vv(s)-e ds
(3.4.3) PR =
m —i d(u)-k(u) du
J e ds
0

Osoittajassa on muodollisesti sama lauseke kuin kertamaksun
kaavassa (3.3.2) ennen Vv:n sijoittamista! Nimitt&jd on

puolestaan "kuormitettu aikakorko", onhan (vrt. (3.2.6))
d(u)-k(u) = &6 - (€ + ¢pK(x+U))-

Toistaiseksi (3.4.3):n osoittajan vastuukertamaksu riippuu

tarkemmin ma3drittadmdttomédstd sddstoosan rahastosta VV. OCletetaan
nyt, ettd sdastdosalla on samanlainen maksucohjelma kuin R-osalla,
ts. jatkuva (tasa)maksu PV ajalle [x,x+m]. Silloin V-komponentin

rahasto on

I pv(x+u) + 8 du

(3.4.4) Vv(t) = Pv-e a(z.x+min(t,m))

missd a on "tavallinen" jatkuva elinkorko sddstdvakuutuksen

kuclevuudella muodostettuna.

Kun t&m& lauseke sijoitetaan (3.4.3):een, saadaan PR:lle esitys

{kerroin) x (V-osan maksu):
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(3.4.5)
" _ Z K(u)-pp(x+u)+p,(x+u) du
Pp=P,* J k(s)+-a(x.x+s)-e ds
0
w-X I k(u)mpK(x+u)+pv(x+u) du
+ a(x.x+m)- J kig)-e ds +H,
m
m -I d(u)-k(u) du
H = J e ds.
0

Kerroin (3.4.5) l&hestyy kertamaksun kerrointa (3.3.5) kun

+
m -> 0 .

3.5. DISKREETTI R-MAKSUOHJELMA

Palataan hetkeksi VR:n rahaston alkuper&@iseen esitysmuotoon
(3.2.1). Ajattelemme ettd jatkuvan maksun s - PR(s) sijaan
R-osalla on diskreetti maksuohjelma jossa hetkilli
s (v)
< - =
_tl < tz €...5% tm < w-xXx erdidntyy maksut PR yv=1, ..., ,m.

Tulevien R-osan maksujen pddoma-arvo hetkelld x+t on silloin

xItv

m = u(u)+s dy

(3.5.1) z Pév)e X+t K ,
v=i+1

missd i on se indeksi jota vastaava erédpdivd ldhinnid edeltdi

- x+t:ti.
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Kun tdmd sijoitetaan (3.2.1):een R-osan saatavaksi, derivoidaan
ja erotetaan "derivoidusta yvhtdlostd" V-osaa koskevat suureet
molemmin puolin saadaan seuraava vhtdloryhmé&, joka siis pétee
valin }O,w-x[ muissa pisteissd t kuin tv’ joiden kohdalla
lausekkeen (3.5.1) méadr&smd funktio on epdjatkuva.

(V) Vo(t) = (y(x+E)+8)V ,( 2)+P,(£)

(R) VR(E)=(Rp(R+L)+6-€~(1+0)p (x+1) )V (T)

- (E+(l+¢)pK(x+t))Vv(t) (t+tv).
"Niin ollen kappaleen 3.1 ratkaisukaavaakin voi soveltaa milléa
tahansa vdlin }0,w-x[ osavdlilld, jolla (3.5.1) on jatkuva.

Jokaisessa pisteessé tV VR:n arvo "hyppdd" saman verran kuin

lauseke (3,5.1). Portaan suuruus on PR(V), ts.
- +, _ p(v) -
(3.5.2) VR(tV) = PR + VR(tv).

Naiden valmistelujen jélkeen voimme ryhtyd laskemaan rahastoa

VR iteroiden erdpdivdstsd toiseen.

Alkuehto on (3.5.2):n ja (3.2.1):n mukaan (ol. t1=0)

= ptl)
(3.5.3) VR(O) = P’

Ratkaisemalla (R) t&l11l4 alkuehdolla ja nollamaksulla saadaan-

rahasto "juuri ennen seuraavaa maksua"
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(3.5.4)
ty t,
) -4 d(u)-k(u)au (1)
Vp(ty) = e [ pp-- J k(s)V,(s)e
: 0

ja edelleen rahasto "heti seuraavan maksun tultua"

(3.5.5) Vo(th) = P(2)+VR(t£).

Otetaan (3.5.5) alkuehdoksi ja ratkaistaan VR(t3—) jne.
Induktiopdéttelyd apuna kdyttden ndhdididn, ettd

-I d(u)-k(u)du
péV) o t

1w

(3.5.6) VR(t) =

v=1

t
I d(u)-k(u)du —I d(u)-k(u)du
- e Jk(s)vv(s) e ds

0

=Ww-X).

missd k on se indeksi jolle pétee tk<t<tk+l (tm+l

Erityisesti

—Id(u)-k(u)du

r

ds]
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W=X
m (v) i d{u)-k(u)du
(3.5.7) Vg(w- x)9 v (w-x—) = I pRV e =Y
v=1
W=X -
é d(u)-k(u)du [ ~i d(u)-k(u)du
- e . k(s)Vv(s)e ds,

]

Toisaalta R-turva pddttyy idssa w=x+(w-x), joten
(3.5.8) VR(w—x) = 0.
Yhdist&malld (3.5.7) jé (3.5.8) saadaan "maksujen maéritysyhtélé"

(V) L d(u)-k(u)du

(3.5.9) e

[T o =}

z
Ol
bt

wW=X
d{u)-k(u)du _ —I d(u)-k{u)du
k(S)VV(S) = : ds
5 .

mik#d voidaan kirjoittaa yht8pitédvéssd muodossa

(3.5.9)"

—id(u)-k(u)du

v
—l d(u)-k(u)du .
k(S)Vv(S) e ds

e

p{v)

T =
’....1
W
z
O
"

On mielenkiintoista joskaan ei j&rin yllattiavas, ettd (3.5.9):n
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oikea puoli on identtinen kappaleessa 3.3 johdetun VR:n

kertamaksun (3.3.2) kanssa.
Tarkastellaan erityisesti kahta (3.5.9):n erikoistapausta.

Ensiksi oletamme ettd maksut ovat identtiset PR(V) = PR kaikilla

v=1l,...,m, ja ratkaisemme PR:n

WX —I d(u)-k(u)du
g k(s)Vy(s) e de

(3.5.10) | P

v
—l d(u)-k(u)du
e

ez

v=1.

Saatu lauseke ercaa jatkuvan tasamaksun lausekkeesta (3.4.3)

vain nimittdjan osalta.

Toiseksi katsotaan mit& ji4 jiljelle, kun kuormitukset nollataan,

S.0. asetetaan €=¢=0. Silloin kaikilla t

d(t) - k(t) = &
(3.5.11)

k(t) = pg(x+t),

ja yhtadldén (3.5.9) vasemmalla puolella on maksujen nykyarvo
hetkelld x pelkalla korolla diskontattuna. Oikean puolen lauseke

on (3.5.11):n vallitessa



40

wW-X
J pK(x+s)Vv(s)e
0

=55 4s.

3.6. DISKREETTI VR-MAKSUOHJELMA

Edellisessd kappaleessa ei otettu avoimesti kantaa itse
perusvakuutuksen V rahaston muotoon. Tosin kappaleen p&dttelyt
eivdt mene sellaisenaan ldpi ellei Vv ole jatkuva jokaisella

(avoimella) valilla jonka yli (R) integroitiin.

Tarkastellaan sitten sit& luontevaa erikoistapausta, etta
V-osankin rahasto on laskettu diskreetilld tekniikalla. Oletamme
(v)

lisdksi ettd V-osan maksut Pv erddntyvit samoilla hetkilla

kuin R-osankin.

Kappaleessa 1.3 jo k#sitelty "diskreetti" V-rahasto on t&mén

‘luvun merkinnéin ilmaistuna

(3.6.1)_
I x+tv
=], 1, (u)+8du m —I B,,(u)+8du
V.(t) = e X+tTV _ 5 -P(V) e X t "V
v v .
v=K+1

missd k on se indeksi jolle pédtee tk‘s t < tk+1 (tm+l=w—x).
Edelleen yksikkd on walittu niin, ettd Vv(w-x) = 1.
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Esitys (3.6.1) patee siis kun t+tv. Pisteissa t

. _ glv) -y o
(3.6.2) Vo) = Py /4 Vo(t)) = Vo (t ).

Valitaanko Vv(tv):n arvoksi raja-arvo oikealta vai vasemmalta
ldhestyttdess& on oikeastaan samantekevis.
Sijoitetaan sdastokomponentin rahaston retrospektiivinen lauseke

( ='(3.6.1):n jé&lkimmdinen lauseke ) R-maksujen mdidritysyhtilson
(3.5.9):

v
—I d{u)-k(u)du

™ (V)
(3.6.3) z pRV e
v=1
Wex XIS
m B, (u)+8du —Id(u)—k(u)du
= I Pév) f ki{s)e vy e ds
v=1
tv
m —Ivd(u)—k(u)du WK I k{u)du —I B, (x+u)-p , (x+u)du
= I P(V)e J kis)e v e Y K v ds
\Y
v=1 tv

Kyseessd on alkuperdisen diskreetin R-maksuchjelman mi&ritysyh-
td8ldn (3.5.9) erikoistapaus. Vaikka (3.6.3):ssa ei olekaan

mitddn uutta periaatteelliselta kannalta, se tarjoaa mahdolli-
suuksia numeerisen laskennan kehittelyyn. Ideat on esitelty jo

kKappaleessa 3.3, eikd niitd ryhdytd tédssd endd toistamaan.

Tarkastellaan sitten vield k&dntden sellaista koko VR~-yhdistelmén
maksuohjelmaa P(V), joka tuottaa annetun suuruisen sd&dston

(=rahaston) ik&d&n w tultaessa, kun kukin maksu ymmidrretdin kKerta-

maksuna. Kyseessd on siis viipaletekniikka, joka edellyttéda

mybs sddstoékomponentilta diskreettisyytta.
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Hetkella tv erdédntynyt tai maksettu maksu P(v) jakautuu V-osan
Jja R-osan maksuksi kappaleen 3.3 kaavan (3.3.7) periaatteella:

p(V)
plv) _
v L+c(x,t _,w)
v
(3.6.4) .
c(x,tv,w)-P(v)
plv) _
L "R T l+c(x,t_,w)
v

Kaavan c mddriteltiin kappaleessa 3.3

wW-X
c(x,h,w)= Jk(s)e
h

Ik(u)du -i pK(x+u)—pv(x+u)du
e : ds.

Tdmdan muotoisia lausekkeita esiintyy myds madritysyhtidldssi

(3.6.3).

Jos nyt kokonaiémaksuista P(V)'erotetaan (3.6.4):n mukainen osa
sdastbosan maksuksi, toteuttaako jdljelle jd3dva osa miadritys-
yhtaldén (3.6.3) eli muodostuuko jaddnntksistd R-osan {erids)
maksuohjelma? Lahdetdin liikkeelle (3.6.3):n oikeasta puolesta
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T
—Id(u)-k(u)du

w-X
J k(s)e
tv

m I k(u)du -Ip (x+u)-u,,{(x+u)du
by Pév)e v e vk v ‘ds
v=1

c(x,tv,w)

v=1 v
v .

m -I d{u)~k(u)du P(v)

_vfle l1+c(x,tv,w) c(x, tv,w)
Iv

m - d(u)-k(u)du

=5 e . p{v),
R

v=1 :

Saatiin (3.6.3):n vasen puoli eli (3.6.3) toteutuu.

Johtopddtds on hyvinkin odotettu kun muistetaan milld periaat-
teella (integroiden erdpdividstad toiseen) maksunmddritysyhtdloon
(3.6.3) p&d&adyttiin.

-3.7. VR:N JA VP:N VERTAILUA

Jos vertaamme maksunpalautuksen maksuohjelman maaritystd luvusta
2 tdmén luvun rahastonpalautuksen maksuihin, nousee esiin kaksi

merkittdavdda huomiota.

Ensiksi, maksunpalautuksen turva riippuu vain maksuohjelmasta.
Rahastonpalautus riippuu rahastosta ja rahasto voidaan mddrittaa
useammalla kuin yhdelld tavalla vaikka maksuohjelma olisi
annettu. Merkittdvin ero rahastonpalﬁﬁtusturvaan tulee siité,
lasketaanko rahasto diskreetilld vai jatkuvalla tekniikalla.

Toiseksi, jo kappaleessa 3.1 tehtiin se fajoitus ettd R-osassa

ja sdastbosassa k3ytetddn kummassakin omaansa mutta vain yhta
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kuolevuutta. Kun maksujen pdidoma-arvo ja turvan pagdoma-arvo
muodostetaan samalla kuolevuusoletuksella, erdidt luvussa 2

pohditut kysymykset voidaan kokonaan ohittaa.

Syy rajoitukseen on ilmeinen. Jos kdytettdisiin kahta kuole-
vuutta, alkuperdisessd differentiaaliyhtdléssa (3.2.2) esiintyisi
siind nyt olevien termien lisidksi muotoa "elinkorko kertaa
kahden kuolevuuden erotus" olevia termej&, ja koko integroimis-
prosessi olisi toisenlainen. K&silli oleva kirjoitus piti rajata
jollakin tavalla, eiv&dtkd luvun 2 tulokset rohkaise yrittamiin

kahden eri kuolevuuden suuntaan.

.



LIITE 1

Kuolemanvaravakuutuksen kuormittamaton vastuukertamaksu, kun

turva vakuutetun i8ssd x+s on S(s) (=0 Kun s>W-x), on hetkellj

X+t
W
=1, p{u)+8du
A*(x+t.w)= J pis) S(s—x)exjt ds.
X+t

Johdetaan derivaatta

W
~{+H{u)+8du
A*(x+t.w)=gE J Hi(s) S(s-x)e,z'jt

X+t

%E ds

X+t
+I u(u)+8du W —Ip(u)+6du
e J ui(s) S(s-x)e

X+t

d
- I [ ds]

x+t
+I pu(u)+sdu W —Ip(u)+6du
= (p(x+t)+8)e fu(s) S(s-x)e

x+t

ds

X+t X+t
I p(u)+&du —Ip(u)+6du
- e p(x+t) S{(t)e

(n(x+t)+6)A” (x+t.w)-p(x+t) S(t)

Elinkoron pddoma-arvo, kun "maksutiheys" i&dss& x+s on p(s)

(p{s)=0 kun s>y-x), on



46

’ I
=1l . p(u)+8du
a%(x+t.y)= f pi(s-x)e X+t ds.

x+t

Johdetaan derivaatta (kuten edells)

X+t
a I n(u)+8du —I p(u)+8du

Yy
a a*(x+t.y)= - [ e Ip(s-x)e

dt at ds ]
X+t

X+t )
I p(u)+6du ¥ -I u(u)+6du
(U{x+t)+8)e J p{s-x)e ds

X+t

X+t X4+t
I n(u)+ddu -I p(u)+8du
- e p(t)e

((x+t)+8)a (x+t.y)-p(t).

e



