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Abstract

An insurance company is responsible for carefully holding and managing its assets to ensure the
payments reserved for its clients. Economic Capital is the central concept in this respect and it is also one
example of arisk measure. Risk measures, especially moderm mathematical methods for calculating the
Economic Capital of an insurance company, are the subject of this study. An insurance company is facing
risks that are interdependent and in extreme conditions the dependencies may be much stronger. The
modelling of interdependent risk distributions under extreme conditions has become mare important after
the financial crisis of 2008.

Modeling of interdependent nisks is presented from a modern point of view. Using copulas is an
increasing trend in this area. After considering modeling of interdependent risks, some traditional
methods and risk measures are presented, including risk factors, loss distributions and variance-
covariance matrices. Solvency Il regulation concerning Economic Capital is briefly described. Credit
risks are considered as an important source of risks for banks and insurance companies. Using copulas is
one of the methods in modelling credit risks. Copulas also have applications in extreme value theory.
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Lahdeaineisto aiheittain

Seuraavassa taulukossa on ryhmitelty ldhdeluettelon aineisto aiheiden ja lukujen mukaan.
Tarkeimmit kdytetyt ldhteet ovat [29, 54, 97, 121, 142 ja 146]. Laaja ldhdeluettelo 16ytyy lisdksi
esimerkiksi ldhteistd [121 ja 142].

2 | Yleisesityksid 9,20, 25, 32, 38, 50, 54, 56, 63, 65, 106, 116, 117, 118, 121,
129, 130, 132, 142, 145, 146, 150, 151, 161, 162, 175, 178

Usean toisistaan riippuvan 1,5,8, 11, 12, 16, 21, 49, 57, 64, 85, 122, 140, 147, 149, 163
riskijakauman yhdistiminen

Kopulat 27,28, 68, 75, 76, 87, 91, 95, 98, 102, 105, 108, 114, 123,
124, 125, 126, 139, 143, 152, 171
Systeeminen riski 19, 66, 128, 134
3 | Value-at-Risk 3,4,17,22,23, 34, 35, 53, 59, 62, 96, 101, 103, 133, 136,

137, 138, 159, 160, 165, 168

Koherentit riskimitat 6,7, 13

Muut perinteiset riskimitat 14, 15, 29, 31, 33, 37, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 51,
52, 55, 61, 70, 72, 73, 74, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 86, 89, 90,
94, 99, 100, 109, 110, 112, 115, 119, 127, 130, 153, 156,
157, 158, 164, 166, 169, 170, 172, 173, 174

Painotetut riskimitat 10, 24, 36, 48, 60, 131, 144
(distortion risk measures)

Konkurssimallit (ruin theory) |26, 30, 77, 78, 93, 155

4 |Solvenssi II 32, 65, 176, 177
5 | Luottoriskien mitat 61, 69, 88,97, 113, 154
6 | Adrimmdiset ilmict 2,18, 58, 67,92, 104, 120, 141, 148, 167

Kukin lihde on mainittu vain kertaalleen pddasiallisen ryhmdn mukaan. Kopulat ja systeeminen riski kdsittelevdit
mddritelmdnsd mukaan myos usean toisistaan riippuvan riskijakauman yhdistdmistd. Luvun 2 ldhteissd
kasitellddn tyypillisesti useampia riskimittoihin liittyvid aiheita. Luottoriskien mitat kuuluvat alaryhmand luvun 2
aiheisiin ja osa ddrimmdisten ilmididen teoriasta kuuluu luvun I tai 2 aiheiden alle.

Eri maiden aktuaariyhdistysten ja vakuutusvalvojien sivustoilta 10ytyy sdintelyé ja
vakuutusmatematiikkaa kisittelevid aineistoja. Yhteenvedossa esitetdin muutamia CRO
Forumin kyselytutkimuksen (International models benchmarking study) tuloksia
vakuutusyhtidissi kiytossi olevista mallinnusmenetelmisti ja riskimitoista.



1 Johdanto

Vakuutuksenottaja on hankkinut vakuutuksen vahingon, sairauden, tapaturman, eldketurvan tai
kuoleman varalle joko itselleen tai toiselle edunsaajalle. Vakuutusyhti6illd on muihin yrityksiin
verrattuna suurempi vastuu huolehtia asiakkailta kerdtyn ja sijoitustoiminnan kautta kertyneen
varallisuuden madristi, jotta varat suurella todennikoisyydelld riittdvit vakuutusyhtion
velvoitteiden tdyttimiseen. Vakuutusyhtion riittdvésti vakavaraisuudesta huolehtiminen on
vakuutusyhtion asiakkaiden kannalta tdarkedd, jotta vakuutuksenottajien ja edunsaajien oikeus
vakuutuskorvauksiin ja elidkkeisiin on turvattu.

Lainsddddannon kannalta vakuutusyhtion vakavaraisuudesta huolehtiminen on siis ensisijaisesti
vakuutusyhtion asiakkaiden oikeuksien turvaamista ja vain toissijaisesti vakuutusyhtion
osakkeen- tai osuudenomistajien etu. Omistajien vastuu ldhes aina rajoittuu vain sijoitettuun
omaan piddomaan, mutta vakuutuksenottajien ja edunsaajien menetys mahdollisessa
vakuutusyhtion maksukyvyttomyys- tai konkurssitilanteessa voi olla huomattavasti
merkittivimpi, jos korvaukset tai eldkkeet jadvit saamatta.

Euroopan Unionissa on yhteinen vakuutusyhtididen vakavaraisuutta koskeva sédéntely, ns.
Solvenssi II [176, 177]. Vakuutusyhtion on otettava vakuutusriskit ja muut yhtiotd koskevat riskit
huomioon vakavaraisuuspidomavaatimuksia laskettaessa Solvenssi II -sddnnoston madraamalla
tavalla [32, 65].

Vakavaraisuuspddomavaatimukset maardytyvit Solvenssi I -sd@nnoston mukaan yhtion
kantamien vakuutusriskien ja sijoitustoiminnan riskisyyden mukaan. Erityisesti vuoden 2008
finanssikriisin jidlkeen erilaisten riskien keskindisen riippuvuuden huomioon ottaminen on tullut
yha tiarkeimmiksi. Vakavaraisuuspddomavaatimus muodostuu vakuutusyhtion erilaisten riskien
yhdistelména. Tdhdn hankalaan kdytdnnolliseen ja matemaattiseen tarpeeseen on viime vuosina
ryhdytty kdyttamaan mm. kopuloita. Tdssi esityksessd kuvataan sekid perinteisempid
laskentamenetelmii ettd uudempaa kopuloihin perustuvaa laskentaa. Kopuloita késitellddn
esityksen luvuissa 2, 5 ja 6.

Tami esitys ei etene kronologisesti, vaan toisessa luvussa esitelldédn usean riskijakauman
yhdistimisen matemaattista mallintamista nykyaikaisilla menetelmilld, erityisesti kopuloiden
kdyttod. Néiden jalkeen késitellddn perinteisid riskimittoja. Luvussa nelji esitelldin lyhyesti
Solvenssi II -sdinnoston mukaisia vakavaraisuuspdadomavaatimuksia. Viidennessé luvussa
esitellddn tarkemmin luottoriskien laskentamenetelmid. Luottoriskit ovat tirkeitd sekd
vakuutusyhtiiden ettd pankkien vakavaraisuuslaskennassa. Vakuutusyhtion vastuuvelkaan on
mahdollista kdyttdd samoja menetelmii kuin yleisiin luottoriskeihin. Myds luottoriskien
yhteydessd kopulat on eris laskentatydkalu. Kuudennessa luvussa esitellddn lyhyesti
ddrimmadisten arvojen teoriaa, joka on tirkei riskien keskiniisten riippuvuuksien aiheuttamien
adri-ilmididen kannalta. Seitsemis luku on yhteenveto.



Téssi esityksessd ei ole mahdollista kisitelld kattavasti kaikkia vakuutusyhtididen riskejd. Esitys
painottuu vahinkovakuuttamiseen — henki- ja eldkevakuutusta ei kisitelld juuri ollenkaan.
rakennemallit on rajattu ulkopuolelle, vaikka niilld onkin vakuutusyhtiéiden riskien
mallintamisessa huomattavaa kidytannon merkitysta.



2 Riskien valisten riippuvuuksien mallintaminen

Vakavaraisuuspddoma

Keskeinen kisite vakuutusyhtion tai muun finanssiyrityksen vakavaraisuutta arvioitaessa on
vakavaraisuuspddoma [121]. Vakavaraisuuspddoma toimii puskurina vakuutusyhtion kaikkia
riskejd vastaan. Esimerkiksi vahinkovakuutusyhtion vakavaraisuuspdadoma on toimintapdaoman
ja tasoitusmédrdn summa (ennen Solvenssi II voimaantuloa). Toimintapddoma on méird, jolla
yhtion varat ylittivit velat ja tasoitusmédri on vastuuvelan osa, joka on varattu tasaamaan
vakuutusyhtion vakuutusliikkeen poikkeuksellisten vuosien tulosta. Henki- ja
eldkevakuutusyhtioilld vakavaraisuuspddoma méiéritelldéin vastaavalla tavalla. Lainsddddannossa
on miiritelty tarkemmin, miten oman ja vieraan padoman vilimuodot kisitellddn. Esimerkiksi
pddomalainat hyviksytdédn varoihin vain tietyin ehdoin.

Vakavaraisuuspiioman méiirille voidaan lainsdddanndssi asettaa vaatimuksia. Téssd esityksessd
tullaan késitteleméédn pddasiassa vakavaraisuuspiiomavaatimuksia eikd niinkéén erilaisia
markkinoilla esiintyvii tai valvontaviranomaisten asettamia vakavaraisuuspdioman maéritelmié.
Solvenssi II -sddnnostd midrdd eristd, joita voidaan hyviksyé vakavaraisuuspddomaan [176.

177]. Solvenssi II -direktiivin mukainen vakuutuslainsdddiannon soveltaminen alkaa 1.1.2016.

Sanallisesti vakavaraisuuspddomaa luonnehditaan realistisesti arvioituna pddomamaéirind, joka
on kiytettdvissd riskien kattamiseen. Tyypillisimpid riskejd ovat vakuutus-, markkina-, luotto- ja
operatiiviset riskit. Solvenssi II sdédntelee, mitkd riskit vakuutusyhtion vakavaraisuuspddomaa
laskettaessa on otettava huomioon.

Vakavaraisuuspiioman riittdvyytti tarkastellaan usein sitd vastaavan tappiojakauman avulla [121
2.1]. Luvussa 3 annetaan esimerkkeja tappiojakauman soveltamisesta, joten tdssd yhteydessi
esitetdiin pelkistddn tappiojakauman késitteen méairitelma. Tarkastellaan sijoitussalkkua, joka
koostuu erilaisista sijoituksista, saatavista ja velkaeristd. Salkun erien arvoihin siséltyy riskeja
arvon kehittymisen ja saatavien takaisin saamisen suhteen. Vakuutusyhtion taseen tirkein
velkaerd on vastuuvelka, jonka midrdin siséltyy epdvarmuutta vakuutusyhtion tulevaisuudessa
maksettavien korvausten ja eldkkeiden méirien satunnaisvaihtelujen takia. Velkaerit lasketaan
salkun arvoon negatiivisina. Salkun kdypi arvo hetkelld t on V/ (t) ja aikaperiodin, esimerkiksi
yhden vuoden, kuluttua satunnaismuuttujan arvo on V (t+A) . Salkun tappio aikaperiodin
kuluttua on

L[t,t+AJ:_(V(t+A)_V(t))'

Varojen ja velkojen erotuksen, eli vakavaraisuuspdadoman, tappiojakaumasta lasketaan onko
vakavaraisuuspddoma riittdva valvontaviranomaisten asettamiin vaatimuksiin tai yhtion muihin



tavoitteisiin nihden. Yleisimmin kdytossd olevat menetelmét koostuvat kahdesta vaiheesta,
ensin midritelldsin kunkin riskiryhmén tappiojakauma ja riskimitta ja sen jdlkeen yhdistetidin
tulokset yhdeksi koko yhtion tilaa kuvaavaksi tappiojakaumaksi. Samoja menetelmid voidaan
kayttdd pddoman allokointiin, hajautusetujen laskentaan ja vakuutustuotteiden hinnoitteluun,
mutta tdssi esityksessd pddpaino on vakavaraisuuspddoman riittavyydelld.

Laskettaessa vakavaraisuuspddoman riittdvyytti tappiojakaumasta on laskennan aluksi
kiinnitettdvi, mitd riskimittaa, todenndkoisyyskynnysti ja aikahorisonttia laskennassa kiytetdén.
Yhtion ulkoiset kriteerit voivat olla esimerkiksi lainsdddannollisié tai luokituslaitosten
madrittelemid; esimerkiksi AA-luottoluokituksen mukaisen yhtion on tiytettdva luottoluokkaa
vastaavat ehdot. Luottoluokitusten mukaisia yhtioitid koskevista tilastoista saadaan tietoa niiden
tappiojakaumasta. Yleisimmin kéytetty riskimitta on Value-at-Risk (merkitdin myos VaR) ja
tyypillisesti vakuutusyhtion vakavaraisuuden kehittymisti tarkastellaan yhden vuoden
aikahorisontilla.

Solvenssi II -sddnnoksisséd vakavaraisuuspddaomavaatimuksen todennidkdisyyskynnykseksi
asetetaan 99,5 %. Vakuutusyhtiolld on oltava riittivisti varallisuutta, jotta silld on 99,5 %
todennikdisyys kyetd suoriutumaan velvoitteistaan yhden vuoden kuluttua; toisin sanoen
todennikoisyys joutua maksukyvyttoméksi ei ole suurempi kuin 0,5 % 12 kuukauden sisilla.
Mairid jolla koko yhtidlle laskettu 99,5 % todennékoisyystasoa vastaava vakavaraisuus-
pddomavaatimus poikkeaa riskiryhmien vakavaraisuuspdadomavaatimusten summasta on
hajautusetua. Hajautusedun mittana voidaan kiiyttid suhteellista kaavaa (1), jossa riskiryhmiin /
vakavaraisuuspiiomavaatimus on EC; ja koko yhtion yhdistetty vakavaraisuuspizomavaatimus
on EC; . Hajautusetu on kiytinngssi yleisesti 25 % — 50 % [146].

ZEC,—ECT_1 EC, (1)

SEC, | YEC

Solvenssi I muodostuu kolmesta pilarista [176, 177]. Ensimméinen pilari sisidltdad madrillisia
saannoksid, kuten varojen ja velkojen arvostamista, vastuuvelkaa, omaan varallisuuteen kuluvien
erien luokittelua ja vakavaraisuutta koskevia sdfinnoksii. Piiomavaatimukset jakaantuvat
kahteen tasoon, vakavaraisuuspddomavaatimuksiin (SCR = Solvency Capital Requirements) ja
vihimmaispddomavaatimuksiin (MCR = Minimum Capital Requirements). Ensimmaéinen néisti
on riskiperusteinen vaatimus, ja vakavaraisuuspidomavaatimusrajan alitus johtaa
valvontaviranomaisten puuttumiseen yhtion toimintaan. Vihimmaispddomavaatimuksen on
vastattava omien varojen miiréd, jonka alittuessa vakuutuksenottajiin ja edunsaajiin kohdistuisi
kohtuuton riski, jos vakuutusyhtion sallittaisiin jatkaa toimintaansa. Solvenssi II sallii kaksi
vaihtoehtoista tapaa laskea vakavaraisuuspddomavaatimus: standardimalliin tai yhtion sisdiseen
malliin perustuva laskenta. Vakavaraisuuspidomavaatimuksen on katettava kaikki



vakuutusyhtion tai jdlleenvakuutusyhtion mitattavissa olevat riskit ja mallissa otetaan huomioon
myOs riskejd laimentavat tekijit, kuten jdlleenvakuutus. Solvenssi II:n toinen pilari sisdltdd
laadullisia vaatimuksia kuten riskien hallintaa ja my0s valvontaviranomaisten toimintaa koskevia
saannoksid. Kolmas pilari sisdltdd raportointia ja yhtion tietojen julkaisemiseen liittyvid
sadnnoksid.

Riskien mallintamisen ldhtokohtana ovat riskien (tarkemmin riskiryhmien) tappiojakaumat ja
niiden riippuvuusrakenteet, jotka yhdistivét riskiryhmien tappiojakaumat koko yhtion
tappiojakaumaksi. Riskiryhmien tappiojakaumat ovat tdssd mielessi yhteisjakauman
reunajakaumia. Riskien riippuvuuksien realistinen mallintaminen on tdrkeédd, koska
puutteellinen malli voi johtaa liian optimistiseen kuvaan yhtion tilanteesta.

Riskien riippuvuus toisistaan

Riskien keskindinen riippuvuus on monimutkainen ilmi6 eikd ongelmaan ole esitetty
yleispitevii ratkaisua. Riippuvuudet voivat syntyd monien makrotaloudellisten muutosten
seurauksena. Esimerkiksi inflaatio, korot, valuuttojen vaihtokurssit ja osakkeiden arvot
vaikuttavat taseen kummallakin puolella: varoihin ja velkoihin. Eréét riippuvuudet
varallisuusarvoihin ovat ilmeisid, kuten korkojen vaikutus bondien arvoihin ja inflaation
vaikutus osakkeiden arvoihin, mutta lisdksi monen muunkin tyyppiset riippuvuudet vaikuttavat
yhtididen varoihin ja vastuisiin. Inflaation taso vaikuttaa vakuutusyhtion maksamien korvausten
midriin ja tulevaisuudessa maksettavien korvausten varalla olevien varausten arvoon. Korko
vaikuttaa suoraan kassavirtojen nykyarvoon ja toisaalta korkoa kiytetddn usein vakuutussyklin
vaihetta ohjaavana tekijina.

vakuutusyhtion toimintaympiristossd vaikuttavista tekijoistd. Esimerkiksi suuren
luonnonkatastrofin, kuten pyorremyrskyn, seurauksena ndenniisesti erillisissd
vakuutusryhmissd, omaisuus-, vahinko- ja henkivakuutuksessa, voivat korvausmaéérit nousta
yhtd aikaa.

Tilastollista riippuvuutta kuvataan yleisesti korrelaatiokertoimella. Useissa tapauksissa
korrelaatiokerroin ei ole riittivd monien erilaisten riskien vilisten riippuvuuksien esittdmiseksi,
vaan tarvitaan tarkempaa tietoa riippuvuusrakenteiden luonteesta. Korrelaatiokertoimen sijaan
tarvitaan muunlaista riippuvuusrakenteen kuvaamista, kun riskien viliset riippuvuudet
muuttuvat tappiojakauman tappioiden suuruuden mukaan. Esimerkiksi on mahdollista etti
riskien A ja B vililli on keskiméirin korrelaatio 50 %, mutta dériolosuhteissa voi korrelaatio
olla ldhelld 100 %. Mahdollisimman hyvin reaalimaailmaa kuvaavaa mallia varten on mitattava
havaittuja korrelaatioita erilaisissa olosuhteissa ja madrittava riittdavin kuvaavan mallin
rakenneparametrit mahdollisimman todenmukaisesti.

Korrelaatio kuvaa vain yhta riippuvuuden tyyppid. Se antaa kahden satunnaismuuttujan



lineaarisen riippuvuuden tason. Satunnaismuuttujat riippuvat usein toistaan lineaarista
riippuvuutta monimutkaisemmalla tavalla, jolloin pelkistddn korrelaatiokertoimeen perustuva
laskenta voi johtaa harhaanjohtaviin tai virheellisiin johtopddtoksiin. Erds syy
korrelaatiokertoimen suosioon finanssialalla on varianssi-kovarianssimatriisiin ja
normaalijakaumaan, tai yleisemmin elliptisiin jakaumiin, perustuvan modernin portfolioteorian
(eng. modern portfolio theory) saama laaja asema. Kuitenkin normaalijakauman, ja usein myos
elliptisten jakaumien, on todettu kuvaavan heikosti havaittuja riskien jakaumia ja niiden
riippuvuuksia. Korrelaatio on yksi lukuarvo eli skalaari, joten senkéén takia korrelaatio ei ole
yksinéin riittdva riippuvuuden mallintamiseen. Markkinoiden diritilanteissa on havaittu
oleellisesti suurempia riskien vilisid korrelaatioita kuin historialliset korrelaatioiden keskiarvot
ovat olleet.

Satunnaismuuttujien X ja Y vilinen korrelaation arvo on 1 jos ja vain jos on olemassa
vakiokertoimet @ ja b siten, ettd Y =a+bX . Jos satunnaismuuttujat ovat riippumattomia,
korrelaatio on 0, mutta pdinvastainen viite ei pidd paikkaansa. Kuitenkin erikoistapauksessa,
kun X ja Y ovat yhteisjakaumaltaan normaalijakautuneita, korrelaation arvosta 0 seuraa
riippumattomuus. Lineaarinen korrelaatio p ei ole invariantti mielivaltaisen epilineaarisen
muunnoksen T suhteen: p|T (X), T(Y)|#p[ X, Y]|. Tdmi on lineaarisen korrelaation vakava
heikkous. Suorittamalla epélineaarinen muunnos T satunnaismuuttujiin X ja Y, teemme
ainoastaan uudelleen skaalauksen satunnaismuuttujien jakaumiin; satunnaismuuttujien
riippuvuussuhteet eiviat muutu. Kuitenkin korrelaatiokerroin muuttuu epilineaarisessa
muunnoksessa.

Yhteenvetona esitetidin pelkin korrelaatiokertoimen kiyton aiheuttamia heikkouksia [146]:

a) Korrelaatio on skalaariluku. Sill4 ei ole mahdollista kuvata riittdvésti riskien
keskiniisten riippuvuuksien rakenteita.

b) Korrelaatiokertoimen arvoalue riippuu riskien tappiojakaumista. Kaikki arvot vililla
[-1,1] eivit ole kaikilla jakaumilla mahdollisia. Téstd seuraa, ettd mallia ei ole kaikissa
tapauksissa mahdollista kalibroida tarvittaviin korrelaatioarvoihin.

c) Taydellisesti positiivisesti riippuvilla riskeilld ei ole aina korrelaatiokerroin 1, ja
tdydellisesti negatiivisesti riippuvilla riskeilld ei ole aina korrelaatiokerroin -1.

d) Korrelaatiosta O ei seuraa satunnaismuuttujien riippumattomuus.

e) Korrelaatio ei ole invariantti monotonisissa muunnoksissa. Esimerkiksi
satunnaismuuttujien |09 (X) ja [0g(Y') vilinen korrelaatio ei yleensi ole sama kuin
satunnaismuuttujien X ja Y vilinen korrelaatio.

f) Korrelaatio on mééritelty vain kun riskien varianssit ovat dérellisid. Sen takia korrelaatio
ei sovellu paksuhintiisille jakaumille, joiden varianssi on dédreton.



Jarjestyskorrelaatio on vaihtoehto lineaariselle korrelaatiolle riippuvuuden mittaamiseen.
Jarjestyskorrelaatioiden yleisimmit tyypit ovat Spearmanin kerroin ( £s ) ja Kendallin Tau-
korrelaatio ( T ).

Spearmanin kerroin satunnaismuuttujille X ja Y lasketaan seuraavasti:

psI X, Y|=p[Fx(X),F,(Y)]

9

missi F x ja Fy ovat satunnaismuuttujien X ja Y kertymifunktiot.

Jirjestyskorrelaatiolle on voimassa invarianssi epilineaaristen muunnosten T suhteen:

prank[T(X)l T(Y)]:prank[xr Y] .

Tamai on siis voimassa sekd Spearmanin kertoimelle ettd Kendallin Taulle. Jérjestyskorrelaatio
mittaa miten hyvin mielivaltainen monotoninen funktio kuvaa kahden satunnaismuuttujan
riippuvuutta tekeméttd mink&énlaisia oletuksia satunnaismuuttujien jakaumista. Sen takia on
tarpeen tietdd ainoastaan satunnaismuuttujien ilmentymien jirjestys, ei niiden varsinaisia arvoja.
Jarjestyskorrelaatio ei siten ole satunnaismuuttujien reunajakaumien funktio. Tistd johtuu, ettid
jakaumien yhdistdmisessi kaytettdvit kopulat (kopuloita késitellddn mydhemmin) voidaan
kalibroida havaitusta aineistosta laskettujen jarjestyskorrelaatioiden avulla. Edelld esitetyista
lineaarisen korrelaation heikkouksista kohdat a) ja d) ovat myos Spearmanin korrelaation ja
Kendallin Taun heikkouksia. Voidaan konstruoida satunnaislukuja, jotka ovat vahvasti toisistaan
riippuvia, mutta niiden vélinen jérjestyskorrelaatio on pieni tai nolla.

Kendallin Tau mittaa kahden satunnaismuuttujan X ja Y taipumusta muuttua samansuuntaisesti
(tai vastakkaisiin suuntiin). Kun satunnaismuuttujien ilmentymien erotuksilla (X —X ) ja

(Y i—Y ;) on sama etumerkki sanotaan, etti ilmentymien parit ovat konkordantteja ja kun
etumerkit ovat vastakkaiset sanotaan, ettid parit ovat diskordantteja. Oletetaan, ettd havaintojen
lukumiiérd on N . Olkoon C konkordanttien parien lukuméri ja D diskordanttien parien
lukumiiérd. Kendallin S :n ( S=C —D) avulla méiritellééin parien kokonaisméirilld normitettu
Kendallin Tau [146]:

_ S
1
En(n—l)'

Edelld tarkastellut korrelaatiota kuvaavat mitat eivit kisittele riippuvuuksia ehdollistettuina
muille riskeille. Kdytdnnossi finanssikriiseissi tai luonnonkatastrofeissa, kuten hirmumyrskyjen
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ja maanjiristysten seurauksena, riskien viliset riippuvuudet tyypillisesti kasvavat. Téllaista
ilmi6td kutsutaan héantédriippuvuudeksi (eng. tail dependency).

Héntériippuvuudelle luonteenomaista on, ettd yksi ddarimméiinen tapahtuma tai tapahtumien sarja
aiheuttaa sellaisten riskien yhtidaikaisen realisoitumisen, joita normaaleissa olosuhteissa on
totuttu pitdmaéédn ldhes riippumattomina tai alhaisen korrelaation riskeind. Poikeuksellisissa
taloudellisissa olosuhteissa riskien riippuvuusrakenteet ovat erilaisia verrattuna normaaleihin
markkinatilanteisiin. Pari esimerkkid epdnormaaleista tapahtumista, jotka ovat tuoneet esille
riskien vilisid riippuvuuksia, ovat Word Trade Centerin 9/11 lentokoneiskut ja meneilldén oleva
vuosia kestdnyt finanssikriisi. Porssikurssien voimakkaat vaihtelut aiheuttavat myos riskien
levidmistd laajemmalle kuin arvopaperisijoitusten arvojen heikkeneminen. Haasteena hyville
vakavaraisuuspidoman mallille on saada siséllytettyd malliin keskeisimmiit piirteet, jotka
kuvaavat lukuisten reaalimaailman riskien monimutkaisia riippuvuuksia. Mallin tulisi kuitenkin
olla riittdvén yksinkertainen, jotta se olisi kdytdnnossd hyodyllinen.

Reaalimaailman ja matemaattisen mallin eroavuuksilla on taipumus korostua ddrimmaisissi
olosuhteissa. Tdamai liittyy kalibrointiongelmiin ja rakenteellisiin muutoksiin, joissa
poikkeusolosuhteissa ilmididen sdinnonmukaisuudet voivat muuttua. Jos dérioloista olisi
kiytettdvissi havaintotietoa, olisi mahdollista konstruoida hiintiriskimalli. Airiolosuhteet ovat
kuitenkin harvinaisia, ja mallintamiseen tarvittavaa tietoaineistoa ei ole lainkaan tai siti ei ole
riittdvisti. Vaikka pitkiltd historialliselta aikavililtd keridtty dériolosuhteita koskeva
havaintoaineisto olisikin mairallisesti riittdvad, aineisto ei ehkd kuvaa riittavin hyvin
tulevaisuutta, koska vakuutettujen riskien ja markkinoiden riippuvuuksissa on tapahtunut
aineiston kerddmisen aikana muutoksia. Edelleen samanlaisia tai uudenlaisia muutoksia tulee
tapahtumaan tulevaisuudessa aikajaksolla, jota mallilla on tarkoitus kuvata. Esimerkkeji
riippuvuuksien muutoksista ovat markkinariskien globalisoituminen ja vakuutusten
jélleenvakuutuksen lisdéintyminen. Lisiksi taloudellisten yhteyksien sekéd finanssi- ja
vakuutustuotteiden monimutkaistuminen lisdéavit riippuvuuksia varsinkin ddriolosuhteissa.

Edelld selitetyn monimutkaisten riippuvuuksien todellisuudessa on olemassa ainakin kolme eri
ldhestymistapaa:

- Kiéytetddn korrelaatiomatriisia, jolloin varianssi-kovarianssikertoimien avulla yhdistetiin
riskipddomia koko yhtion vakavaraisuuspddomaksi.

- Kéytetdédn kopuloita.

- Rakenteellisissa malleissa simuloidaan yleisii riskitekijoitéd, esimerkkind inflaatio.
Riskien jakaumat ja keskinidiset rakenteet midrdytyvit yleisten muuttujien ja muiden
riskien vilisten riippuvuuksien kautta. Esimerkki rakenteellisesta mallista on Wilkien
malli [163].
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Kopulat

Kopulat ovat saamassa tunnustusta kansainvélisten vakuutusasiantuntijoiden ja
valvontaorganisaatioiden piirissi parhaimpiin kédytintdihin kuuluvana tyokaluna. Tamai edistda
matemaattisen menetelmin levidmisti ja hyviksyttavyyttd kansainvilisesti. Kopuloiden kaytolla
on monia hyotyjd. Ne ovat luontevia vakuutus- ja finanssimatematiikan mallinnusprosessissa,
jossa monissa tapauksissa miiritellddn kunkin riskin reunajakaumat ja vasta sen jilkeen
miiritellddn yhteisjakauma.

Kopuloilla voi kuvata riskien riippuvuusrakennetta paremmin kuin pelkélla
korrelaatiomatriisilla on mahdollista. Korrelaatiomatriisia kédytettdessd tappiojakauma oletetaan
normaalijakautuneeksi. Kopuloissa voidaan kiyttdi realistisempia jakaumia. Kopuloilla
riippuvuus ilmaistaan mallintamiseen sopivan ja tilannetta kuvaavan tappiojakauman ja sen
parametrien avulla. Kopulaa kiyttden muodostettu usean muuttujan tappiojakauma mahdollistaa
tappioarvioiden laskemisen halutulla kvantiililla, vastaavalla tavalla kuin korrelaatiomatriisiin
perustuvassa menetelméssd. Suurin osa kopulajakaumista on helposti simuloitavissa Monte
Carlo -menetelmill&.

Tappiojakauma voidaan mallintaa jakamalla tehtivid kahteen osaan. Ensiksi kuvataan kutakin
riskid erikseen médritteleméilld riskien reunajakaumat. Toisessa osassa médritelldin riskien
riippuvuussuhteet, miké tarkoittaa yhteisjakauman selvittimistid. Kopula yhdistéa erilliset
riskijakaumien reunajakaumat usean muuttujan yhteisjakaumaksi (Kuva 1). Kopula itsessédén on
jakaumafunktio.

YHTEISJAKAUMA

KOPULA

Kuva 1. Kopula yhdistdd reunajakaumat (MDRI,MDR?2 ja MDR3) yhteisjakaumaksi.

On olemassa runsas joukko kopuloita, joilla on erilaisia matemaattisia ominaisuuksia. Kopulat
ovat joustavia siten, ettd riskejd joilla on erilaisia reunajakaumia voidaan yhdistéi erilaisilla
kopulajakaumilla. Kullakin kopulalla voidaan séatéa riskien riippuvuusrakennetta
kopulajakauman omilla parametreilla. Erds ldhestymistapa on valita riippuvuuden kuvaamiseen
yksinkertainen malli, esimerkiksi korrelaatiomatriisi ja riskien jakaumat asymmetrisiksi
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riittdvin paksuhéntiisiksi jakaumiksi. Yleinen kédytdnto on yhdistdd Gaussin kopulalla riskien
jakaumat yhteisjakaumaksi. Monissa tilanteissa Gaussin kopula ei kuitenkaan ole riittdva, vaan
tarvitaan Gaussin kopulaa monipuolisemman kopulan malli. Kopulan valintaan vaikuttaviin
tekijoihin palataan jidljempéna.

Kopuloihin perustuvassa vakuutusyhtion riskien mallintamisessa voidaan myds todeta joitakin
heikkouksia. Monessa tapauksessa ei ole kdytettdvissi riittdvisti havaintoaineistoa, jotta kopulan
parametrit pystyttiisiin riittdvéan luotettavasti kalibroimaan. Tamaé pitee varsinkin jakauman
hintidosassa. Adrimmaiiset tapahtumat, eli hintiosan tapahtumat, ovat harvalukuisia. Eri riskien
yhdistelmien tapahtumat ovat vieldkin harvinaisempia ja niisté ei yleensi saada riittdvésti
havaintoja, jotka yksindén riittdisivit parametrien madrddmiseen. Kopuloihin perustuva
talousmalli voi tuntua “mustalta laatikolta” (“Black Box”), kun matemaattinen rakenne on
vaikeasti hahmotettava ja osittain joudutaan kidyttdmiin asiantuntija-arvioihin perustuvia
parametrien arvoja. Laskennan tulosten vilittiminen kaikille sidosryhmille voi olla vajavaista.
Kopuloilla muodostettavat mallit ovat yleensd staattisia, jolloin laskennan tulokset saadaan
madrityn aikahorisontin piadhéan. Realistisempi malli voisi olla stokastisiin prosesseihin tai
aikasarjoihin perustuva dynaaminen mallinnusmenetelma.

Tarkastellaan kahta satunnaismuuttujaa X ja Y. Kummankin satunaismuuttujan jakauma
voidaan erikseen esittdd reunajakaumana (eng. marginal distribution function), joka
matemaattisesti voidaan lausua joko tiheysfunktiona (eng. probability density function) tai
kertymifunktiona (eng. cumulative density function). Seki reunajakauman tiheysfunktion etta
kertyméfunktion kuvaaja on kaksiulotteinen. Edellisen lisdksi on mahdollista, ettd kdytdssid on
satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma, josta saadaan satunnaislukuparien (X.Y') jakauma eli
ilmentymien todennédkdisyydet. Yhteisjakauma muodostaa siis kolmiulotteisen pinnan. Jos
yhteisjakauma on tiedossa, tilanteesta on olemassa paras mahdollinen informaatio
sattunaismuuttujien muutoksista ja riippuvuusrakenteesta. Kuitenkin kdytdnnossi on lihes
mahdotonta miiritelld kaikkien riskijakaumien usean muuttujan yhteisjakaumaa.

Seuraavaksi esitetddn kopulan matemaattinen méadritelma (Kopulan mééritelmi ja Sklarin lause
esitetdin toisen kerran yksityiskohtaisemmin luottoriskeji kisittelevéssd luvussa 5). Kopula on
usean muuttujan yhteisjakauma joukossa [0,1]" siten, ettii jokainen reunajakauma on tasainen
jakauma joukossa [0,1] . Siis kopula C on jakaumafunktio P (U,<u, ..,U, <U,) siten, etti
jokaisella k on voimassa P (U, <U)=U kaikilla u€[0,1] . Toisin sanoen C:[0,1]"—[0,1]on
kopula, jos seuraavat kolme ehtoa ovat voimassa:

1) C(u)=0,kun U :lla on vihintiin yksi 0-elementti,

2) C(u)=u,kunt=(1,...,1,u,1,...,1)ja

3) C(U) on n-kasvava.

Kopuloita koskeva Sklarin lause on keskeinen kopuloiden matematiikassa: Jos F(Xy,..., X n) on
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yhteisjakaumafunktio, jolla on reunajakaumafunktiot F1(X1), ..., F,(X,) , on olemassa kopula
C siten, etti jokaisella X €R" on F(Xy, ..., X,)=C(F(xy),...,F,(X,)) . Lisiksi, jos
F1(x1),...,F,(X,) ovat jatkuvia, C on yksikisitteinen. Sklarin lause antaa matemaattisen
perusteen sille, ettd kopula yhdistii erilliset riskien reunajakaumat yhteisjakaumaksi.

Lisiksi kopulalla on invarianssiominaisuus: Jos C on satunnaismuuttujien (X1, ..., X,,) kopula,
jokaiselle aidosti kasvavalle muunnosten joukolle T1, ..., T, on voimassa, etti C on
satunnaismuuttujien (T1(X1), ..., T7(X,)) kopula. Sanallisesti invarianssiominaisuus voidaan
lausua: Satunnaisvektorin kopula, jolla on jatkuvat reunajakaumafunktiot, on invariantti aidosti
kasvavien satunnaisvektorin elementtien muunnosten muodostamalle satunnaisvektorille.
Invarianssiominaisuus on vastaava kuin jérjestyskorrelaatioiden yhteydessi.

Yleisimpia kopuloita

Seuraavaksi késittelemme millaisia kopuloita on olemassa ja kuinka kopulan valinta olisi hyvéa
tehdi. Téarked kopuloita erottava ominaisuus on niiden kiyttdytyminen hintidjakauman alueella.
Sen takia mééritellddn ensiksi, mitd tarkoitetaan héntdriippuvuudella. Olkoon (X,Y)2-
dimensioinen satunnaisvektori, jolla on reunajakaumat F x ja Fy . Ylihantiriippuvuuskerroin
médritelldin seuraavasti:

Au(X,Y)=lim P(Y>F ) (u)| X>F3(u))

u-1
Vastaavalla tavalla mééritellddn alahéntériippuvuuskerroin:

ALX,Y)=limP(Y<F H(u) | X<F(u))

u—0

Esimerkiksi, jos (X ,Y) on 2-dimensioinen satunnaisvektori, jolla on kopula C , voidaan laskea,
ettd

A =lim (222UHEMW ), oy i (1Y)

u-1 1_U u—-0

).

Tarkastellaan yleisimmin kdytossé olevia kopuloita. Gaussin kopula on d-dimensioisen
normaalijakauman kopula, jolla on korrelaatiomatriisi R :

Cr(U)=8% (7 (Uy), .., D (Uy)) .

Gaussin kopulan hintiriippuvuuskertoimet ovat nollia: Ay =A; =0 . Tisti seuraa, ettid Gaussin
kopula soveltuu huonosti paksuhéntéisten jakaumien riippuvuuksien mallintamiseen.
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Riskien keskindistd positiivista riippuvuutta hdntdjakauman alueella on mahdollista mallintaa t-
kopulalla, koska silld on nollasta poikkeavat hintdriippuvuuskertoimet. Parametriksi t-kopula
tarvitsee vapausasteen (eng. degree of freedom) korrelaatiomatriisin liséksi. Vapausaste sditidi
hintiriippuvuuden voimakkuutta: mitd alhaisempi on vapausaste sitd voimakkaampi on
riippuvuus hédntdjakauman alueella. Y1a- ja alahéintiriippuvuuskertoimet ovat t-kopulalla samoja,
ja t-kopulajakauma on symmetrinen. Heikkoutena joissakin tilanteissa mallinnettaessa useampaa
kuin kahta riskid t-kopulalla on se, etti tidlld kopulalla on korrelaatiomatriisin lisdksi vain yksi
parametri, vapausaste, joka midrdd hintdjakaumariippuvuuden. Kaikilla riskien pareilla on sama
riippuvuus hédntdjakaumassa ja se ei usein ole realistista kdytdnnon tilanteessa. Rajoitteen voi
ratkaista esimerkiksi yleistimaélli t-kopula kopulaksi, josta kiytetdin nimitystd IT-kopula [121].

Eris usein vahinkovakuutusriskien mallintamisessa kdytetty kopulaperhe on Archimedeen
kopulat. Yleisimmat niistd ovat Gumbelin ja Claytonin kahden muuttujan kopulat. Archimedeen
kopuloilla on kyky mallintaa hdntiriippuvuuksia. Archimedeen kopulat ovat jakaumaltaan
asymmetrisia toisin kuin Gaussin ja t-kopula. Toinen eroavuus on, ettd Archimedeen kopuloita ei
johdeta Sklarin lauseen avulla usean muuttujan jakaumista. Archimedeen kopulat eivit
my0Oskdidn kdytd korrelaatiomatriisia parametrina, vaan niiden héntiriippuvuuden mééraa
kopulaparametri. Seuraavassa kaavassa on annettu Gumbelin kopula, jonka parametri on 0 sekd
vastaava yldhintériippuvuuskerroin Ay ja alahéntiriippuvuuskerroin A; :

1 1
C,(uy uy)=exp(=[(=Inu,)’+(=Inu,)’l’),0=1,a,=2-2°,a,=0.

Vastaavat tiedot Claytonin kopulasta ovat:

1 -1
Coluy Uy)=(uy"+uy"-1)?,0>0,4,=0,A,=2 7.

Mallinnuksessa kiytettdvin kopulan valinta on oleellinen vaihe todellisuutta kuvaavan mallin
kehittimisessd. Kaikkein yleisin kopula vakavaraisuuspdioman mallintamisessa on Gaussin
kopula. Kuten aikaisemmin todettiin, sen puutteena on, ettd se ei kuvaa riittdvisti darimmdiisten
tapahtumien hintdriippuvuuksia. Gaussin kopulaa parempi valinta saattaa olla jokin muu
kopula, esimerkiksi t-kopula tai Archimedeen perheen Gumbelin, Claytonin tai Frankin kopula.
Vakavaraisuuspddoman mallintamisessa Gaussin kopulan jilkeen t-kopula on ilmeisin
tarkasteltava vaihtoehto, tai mahdollisesti t-kopulan yleistys I'T-kopula. Siinédkin tapauksessa, ettd
paddytddn t-kopulaan, tehtiviéksi jad médridtd korrelaatiomatriisi ja ddrimmadisten tapahtumien
hintiriippuvuuden voimakkuuden midrddva vapausasteparametri.
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Riskijakaumien yhdistdminen

Erilaisten riippuvuusrakenteiden tarkastelun tarkoituksena on kehittéd riskit yhdistavi
kokonaisriskid kuvaava malli, jonka lopputuloksena saadaan vakavaraisuuspiadaoman
tasovaatimuksia pankeille ja vakuutusyrityksille. Tyypillistd yrityksen vakavaraisuuspddoman
laskemisessa on madrittii erillisten riskien osuudet ja yhdistdd ne kokonaisriskin madrddmaksi
vakavaraisuuspidomavaatimukseksi. Tdmén menettelyn mukaisia ovat neljid seuraavan listan
menetelmistd. Seuraavaksi on listattu kokonaisriskin vakavaraisuuspddomavaatimuksen
laskentamenetelmia [146]:

1) Yksinkertainen riskien vakavaraisuuspiadomavaatimusten yhteenlasku, jossa ei oteta
huomioon hajautushyétyja.

2) Riskien vakavaraisuuspddomavaatimusten yhteenlasku ottamalla huomioon
hajautushyddyt kiinteélld kertoimella.

3) Varianssi-kovarianssimatriisiin perustuva vakavaraisuuspddomavaatimusten
yhdistdminen.

4) Kopuloihin perustuva yhteisjakaumasta laskettava yrityksen vakavaraisuuspidoman
laskenta.

5) Rakenteellinen mallintaminen, joka perustuu yleisiin markkinoiden riskitekijoihin.

Rakenteellisessa mallintamisessa taustalla vaikuttavat tekijit tunnistetaan ja niiden viliset
vuorovaikutukset mallinnetaan. Taustatekijoiden vaikutus tarkasteltaviin riskeihin perustuu
matemaattisiin riippuvuuksiin tarkasteltavien riskien ja taustatekijoiden vililla. Rakenteellista
mallintamista kédytetddn usein yhdistettynd muiden edelld listattujen menetelmien kanssa kuten
varianssi-kovarianssimatriisiin tai kopuloihin perustuvan menetelmén kanssa.

Mainituilla menetelmilld on kaikilla puutteita, jotka mallintajan tulee ottaa huomioon. Malleissa
on eroja seuraavien ominaisuuksien suhteen [146]:

«  Mallin tarkkuus, esimerkiksi paksuhintiisten jakaumien ja héntédriippuvuuksien osalta
+  Menetelmén johdonmukaisuus

- Laskennan tarkkuus ja havaintoaineiston saatavuus riittdvén realistisen kalibroinnin
tekemiseksi

«  Mallin ymmarrettiavyys ja tulosten selitettivyys
«  Mallin joustavuus erilaisten riskien ja taloudellisten olosuhteiden suhteen
- Resurssien tarve mallin kehittdmisessi ja laskennassa

Seuraavaksi tarkastellaan erikseen kutakin edelld listattua usean riskin
kokonaisvakavaraisuuspddoman laskennan menetelmédd. Ensimméisend mainittiin yksinkertainen



16

yrityksen riskien vakavaraisuuspddomavaatimusten summaaminen ottamatta huomioon
hajautushyo6tyja. Kdytdnnossd menetelmé antaa tyypillisesti yldrajan koko yrityksen
vakavaraisuuspddomavaatimukselle. Matemaattisesti summausmenetelmin riippuvuusoletus on
ekvivalentti tdysin riippuville riskeille, eli riskien vélinen korrelaatio on yksi. Menetelmén hyoty
on, ettd havaintodataa ei tarvita riippuvuusrakenteen mallin kalibroimiseksi. Laskenta on
yksinkertainen ja tulosten esittdminen ymmaérrettidvasti on helppoa. Koska menetelmé on
konservatiivinen, se tyypillisesti yliarvioi tarvittavan pddoman ja voi aiheuttaa yritykselle
yliméirdisid kustannuksia varallisuuden riittdvin turvaavasta sdilyttdmisestd. Menetelma ei
sisdlld riskien vuorovaikutusmekanismeja, miki ei pidéd yhté reaalimaailman kanssa.

Toisena menetelméni listalla mainittiin riskien vakavaraisuuspddomien summaaminen ottamalla
samalla huomioon hajautushy6ty vdahentiméilld summaa kiinteédlld prosenttiosuudella. Hyodyt
ovat samoja kuin suorassa summausmenetelmaéssi ja lisdksi hajautushyddyt huomioidaan
karkealla tavalla. Tamékéddn menetelmé ei huomioi riskien keskindisid riippuvuuksia eiké kiinted
prosenttiméérd ole riittdvd mallintamaan riskeissé tapahtuvia muutoksia eiké epilineaarisia
riippuvuuksia.

Varianssi-kovarianssimatriisiin perustuva menetelma siséltdd paremman riskien keskindisten
riippuvuuksien kisittelyn, ja kahden riskin muodostaman parin véliset korrelaatiot voivat olla eri
suuria. Kokonaishyoty hajauttamisesta mééraytyy padosin riskien vilisistd korrelaatioista.
Varianssi-kovarianssimenetelmén kédytosséd on useita huomioitavia seikkoja. Suuret finanssialan
yritykset muodostavat usein ryhmin, joka koostuu useasta liiketoimintahaarasta tai
organisaatioyksikostd. Riskien luokittelun kannalta yritysryhméa voidaan katsoa kahdesta
nidkokulmasta: riskien taloudellisen luonteen mukaisesti vakuutus-, markkina-, luotto- ja
operatiivisten riskien kannalta tai organisaation ja yhtidlakien mukaisina yksikoina.

Riskiryhmien mahdollinen jakaminen hienojakoisemmalle tasolle on tidrked suunnittelukohde.
Luotettava korrelaatioparametrien arvojen méddrdiminen havaintoaineistosta vaikeutuu siti
enemmaén, mitd hienojakoisemmalle tasolle riskit jaetaan. Mitd tarkemmalle tasolle riskit
ryhmitelldén sitd alhaisempi on riskiryhmén sisdinen hajautusetu ja sitd suurempi riskiryhmien
vilinen hajautusetu. Toinen tapa riskiryhmien tarkasteluun on muodostaa alemman
tarkkuustason riskeistd vastaavasti alemman tason kovarianssimatriisit, jolloin niistd muodostuu
sisdkkdinen rakenne. Esimerkkini on Solvenssi II:n vahinko- ja henkivakuutusriskien
kovarianssimatriisien muodostama menetelmai [142].

Luetteloidaan vield varianssi-kovarianssimenetelmin hyddyt ja heikkoudet. Menetelmé on
tarkempi kuin osariskeittiin laskettujen vakavaraisuuspiiomien summausmenetelmait.
Menetelmi on suhteellisen yksinkertainen, ymmarrettdvi ja ldpindkyva. Se mahdollistaa
tyypillisesti korrelaatiomatriisin elementtien arvojen sopimisen kiytettdvéksi oletusparametreina
vakuutusalalla ja pankkialalla. Sisdkkédinen korrelaatiomatriisien menetelméd mahdollistaa uusien
riskien, litketoimintayksikoiden tai alirakenteiden lisdédmisen malliin helposti. Koska korrelaatio
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on yleisesti tunnettu riippuvuutta kuvaava matemaattinen kisite, varianssi-
kovarianssimenetelmén tulosten esittiminen sidosryhmille ja yhtion johdolle on helpompaa.

Varianssi-kovarianssimenetelmén heikkoutena on ettd vain harvoin on saatavilla riittdvin
luotettavia riskien vilisten korrelaatioiden arvoja. Ainoastaan markkinariskeihin liittyvia
havaintotietoja on jonkin verran. Korrelaatioita joudutaan arvioimaan asiantuntija-arvioilla.
Varianssi-kovarianssimenetelmén taustalla on oletus normaali- tai yleisemmisti elliptisistid
jakaumista, mikd on joidenkin riskien kohdalla puutteellinen oletus. Varianssi-
kovarianssimenetelma aliarvioi vinojen jakaumien vaikutusta eikd ota huomioon mahdollista
voimakkaampaa riippuvuutta ddrimméisissd olosuhteissa hintijakauman alueella.
Korrelaatiokerrointen arvot ovat herkkii riskien reunajakaumafunktioiden valinnalle ja
parametreille. Matemaattisena ehtona korrelaatiomatriisin on oltava positiivisesti semidefiniitti,
mitd oletusta ei useinkaan kiytinnossi tarkisteta; ja on mahdollista, ettd laskenta johtaa
epdjohdonmukaisiin lopputuloksiin. Pelkéstdédn varianssi-kovarianssimatriisiin perustuvalla
vakavaraisuuspidomanlaskennalla ei ole mahdollista sisdllyttdd malliin epélineaarisia
riippuvuussuhteita tai ilmioita.

Seuraavaksi kehittyneempi menetelmi perustuu kopuloihin, jolloin tilanteeseen sopivalla
kopulajakaumalla yhdistetddn marginaalijakaumat yhteisjakaumaksi. Menetelmé on joustavampi
kuin varianssi-kovarianssimenetelmé. On valittavissa suuri joukko erilaisia kopuloita, joilla on
erilaiset matemaattiset ominaisuudet symmetrisyyden ja hiantdjakaumariippuvuuden osalta.
Kopuloiden avulla on kehitettdvissi realistisempi malli erityisesti hantéariippuvuuden
voimakkuudelle. Riippuvuussuhteissa on mahdollista mallintaa epélineaarisuuksia ja muita
vilillisia riippuvuuksia. Kopuloita on melko helppo simuloida Monte Carlo -menetelmilla.
Kopuloiden kiyttd on vaativaa ja mallintamisessa on useita huomioitavia nikdkulmia. Kopulan
parametrien madrddminen on vaikeaa, koska luonteensa mukaisesti yhteisjakauman hintidalueen
tappiohavainnot ovat harvinaisia. Jokaiselle riskille tarvitaan mallia varten koko reunajakauma
toisin kuin varianssi-kovarianssimatriisiin perustuvassa menetelméssé tarvitaan vain yksi
asianmukainen vakavaraisuuspddomavaatimuksen arvo. Riskien jaottelun alatasolta lihtevi
Monte Carlo -simulointi on vaativaa erityisesti, jos riskien lukumiiri on suuri.
Kopulamenetelmien tulosten kommunikointi ulkopuolisille on vaikeampaa menetelmén
laajempien mahdollisuuksien ja menetelmén suhteellisen tuntemattomuuden johdosta.

Viimeisend mainittiin rakenteellinen mallintaminen, joka pitdd sisédlldén lukuisia eri menetelmié.
Rakenteellinen mallintaminen on intuitiivisesti houkutteleva, koska riskien vilisid riippuvuuksia
mallinnetaan suorempaan kuin muissa mainituissa menetelmissa. Tyypillisesti ensin simuloidaan
yleisid markkinoiden tai talouden riskitekijoitd, joiden perusteella mallinnetaan tarkasteltavat
vakuutusriskit. Riskien viliset riippuvuussuhteet tulevat yleensid mallinnetuksi
hienojakoisemmalla tasolla verrattuna varianssi-kovarianssimatriisiin perustuvaan laskentaan.
Aikaisemmin kisitellyt muut menetelmit poikkesivat siten, ettd niissd mallinnettiin kukin
vakuutusriski erilldén ja sen jidlkeen yhdistettiin yrityksen kokonaisriskiksi. Rakenteellisessa
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vakavaraisuuspidomatarpeen mallintamisessa hajautushyoddyt tulevat automaattisesti huomioitua
mallin sisilla.

Vahinkovakuutusriskien rakenteellisessa mallintamisessa markkinasykli on ilmeinen ehdokas
mallin taustamuuttujaksi. Markkinasyklid voidaan kuvailla toistuvina vuorottelevina nousuina ja
laskuina vakuutusyhtidlle tulevissa vakuutusmaksuissa ja litketoiminnan tuloksessa. Syklin
piirteisiin kuuluu dynaamisen systeemin takaisinkytkenti ja yleisesti vaikuttavat taloudelliset ja
sosiaaliset shokit. Kullakin liiketoiminta-alueella on tyypillisesti oma syklinen kehitys, joka on
riippuvainen koko yrityksen taloudellisesta tilanteesta. Rakenteelliset mallit kehitetidin usein
sopivasti valitun tuottavuusmitan mukaan, esimerkkini kokonaistappiosuhde.
Kokonaistappiosuhde on vakuutusmenojen ja kulujen suhde vakuutusyhtion tuloihin.
Rakenteellinen malli voi olla staattinen tai dynaaminen. Yksinkertaisessa autoregressiivisessi
mallissa kokonaistappiosuhteen reunajakauma vuonna t on riippuvainen kokonaistappiosuhteen
muutamista edellisten vuosien t—1,t—2,... arvoista. Tarkasteltavat reunajakaumat eivit ole
tidssd mielessi staattisia, toisin kuin esimerkiksi kopuloihin perustuvat simulointimenetelmiit,
joissa riskien reunajakaumat ovat kiinteita.

Todetaan seuraavaksi rakenteellisten menetelmien hyoddyt ja heikkoudet. Teoreettiselta kannalta
menetelmét tutkivat riskien keskindisten vaikutusten perusteita ja ne ovat luonteeltaan
intuitiivisia, koska reaalimaailman ilmiotd mallinnetaan sellaisenaan. Rakenteellisilla
menetelmilld on mahdollista saavuttaa tarkempia tuloksia, koska ne pyrkivit mallintamaan
ilmioti ja sithen vaikuttavia ulkoisia ja yhtion sisdisid shokkeja. Rakenteellisia menetelmid voi
kayttdd yhdessd muiden menetelmien kanssa, esimerkiksi inflaatiota voidaan kéyttdd kulujen ja
korvausten taustamuuttujana ja samalla ottaa huomioon kulujen ja korvausten muista tekijoista
johtuvia korrelaatioita. Menetelmilld mallinnetaan epilineaarisia ilmioiti.

Rakenteellinen mallintaminen on vaativaa, ja mallin parametrien miirddminen on vaikeaa.
Yleisid taustamuuttujia ei ole mahdollista mallintaa kovin yksityiskohtaisella tasolla. Jos
runsasta madrai riskitekijoitd ja taustamuuttujia simuloidaan Monte Carlo -menetelmilld, mallin
lapindkyvyys ja tulosten esitettdvyys heikkenevit. Liian tarkka ja runsaasti parametreja sisiltdva
malli on liian monimutkainen: se ei ole endd ymmairrettdvi ja voi johtaa vidrddn tarkkuuden
tunteeseen.

Yritykset soveltavat usein eri menetelmien yhdistelmii laskiessaan
vakavaraisuuspddomavaatimuksen. On mahdollista, ettd kukin vakuutusyritysryhmén yhtio
mallintaa vakavaraisuuspdiomatarpeensa omista ldhtokohdistaan riittdvin yksityiskohtaisesti,
mutta yritysryhmin tasolla on yhteinen vakavaraisuuspdiomamenetelma ja katastrofiskenaario
sisdltden riskien keskiniisen riippuvuuden.

Mallien parametrit

Pearsonin lineaarinen korrelaatio kuvaa kahden satunnaismuuttujan vilistd lineaarisen
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riippuvuuden voimakkuutta, mutta yleensd se ei ole riittdvi kuvaamaan satunnaismuuttujien
vilistd monimutkaista riippuvuutta. Varianssi-kovarianssimatriisin elementit ovat
sattunaismuuttujaparien lineaariset korrelaatiokertoimet, diagonaalilla ovat varianssit ja muissa
positioissa ovat kovarianssit. Kysymys on, miten saadaan luotettavat havaintomaailmaa kuvaavat
lukuarvot varianssi-kovarianssimatriisin elementeille. Seuraavat vaihtoehdot ovat mahdollisia:

- Historiallisiin aikasarjoihin perustuvina arvioina,
« Asiantuntija-arvioita tai toimialan yhteisid arvioita ja

- Jarjestysmenetelmilld, esimerkiksi arvioituna matala, keskisuuri tai voimakas
korrelaatio.

Riskien vélinen riippuvuus voi muuttua dériolosuhteissa, joka voi pahimmillaan aiheuttaa
vakuutusyhtion maksukyvyttomyyden. Historiallisen havaintoaineiston mukaan normaaleissa
markkinaolosuhteissa riskien viliset korrelaatiot saattavat olla matalia, mutta héirictilanteissa,
esimerkiksi luonnonkatastrofeissa ja markkinoiden rahoitusvaikeuksien seurauksena monet
markkinat ja riskit vaikuttavat yhtédaikaisesti taloudellista tilannetta heikentdvisti. Tami
kasvattaa riskien keskindistd korrelaatiota. Yleinen vakuutusyhtidissd kdytossd oleva menettely
vakavaraisuuspddomatarpeen laskennassa on kéyttdd normaalitilanteessa laskettuja
korrelaatiokertoimia korkeampia arvoja. Menetelméa on kidytinnollinen, lapindkyvi ja
intuititvinen. Normaaliolosuhteissa havaittuja korrelaatiokertoimia suurempien
korrelaatiokerrointen kdyttaminen kasvattaa vakavaraisuuspddoman vaatimusta.

Vaikka korrelaatiokertoimien kasvattaminen kuvaamaan lisddntynytté riippuvuutta
adritilanteissa tuntuukin houkuttelevalta, menettelyllid on teoreettiselta kannalta tarkasteltuna
heikkouksia. Korkeammat korrelaatiokertoimen arvot eivit mallinna suoranaisesti
voimakkaampaa hédntdalueen riippuvuutta, vaan matemaattisesti titd riippuvuutta mitataan
hintiriippuvuuskertoimella [146]. Kun riskijakaumat yhdistetddan Gaussin kopulalla, sen riskien
hintiriippuvuudet ovat nollia riippumatta onko korrelaatioiden arvoja korotettu tai ei.
Korotetuille korrelaatiokertoimien arvoille ei ole olemassa teoreettisia perusteluja eikd sen
johdosta myo6skddn yleiskdyttoistd laskukaavaa. Historiallisesta aineistosta laskettujen
korotettujen korrelaatiokertoimien arvot ovat herkkii aineiston jakaumaoletuksille. Joissakin
tapauksissa tulokset voivat olla jopa epdjohdonmukaisia [146]. On vaikeaa miirittaa
hintidalueen jakauman alueen lineaarisia korrelaatiokertoimia siten, ettd ne kuvaisivat
luotettavasti todellista riippuvuutta kyseiselld jakauman alueella. Tulokset riippuvat suuressa
madrin kvantiilista eli tarkasteltavasta tappiotasosta.

Seuraavaksi késitellddn kopuloiden sovittamista havaintoaineistoon. Tarkeimmaét menetelmét
ovat suurimman uskottavuuden menetelmi ja momenttimenetelma. Tarkastellaan merkintdjen
yksinkertaistamiseksi kaksiulotteista tapausta. Riskien reunajakaumafunktiot sovitetaan kullekin
riskille erikseen. Médriteltyjen reunajakaumafunktioiden esityksistd muodostetaan
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yhteisjakauman havaintojen (X , ¥ ) kiisinteiskuvauksen yhteisjakauman arvojen (U, V) matriisi

U, missi Fx(X)=U jaFy(y)=V . Edelli havaintojen arvot X ja ¥ ovat satunnaismuuttujien X
ja Y ilmentymii ja U ja V ovat arvoja yksikkojanalla [0,1] . Seuraavana vaiheena kopula
sovitetaan matriisiin U suurimman uskottavuuden menetelmilld. Seki Gaussin etti t-kopula
vaativat parametritietona lineaarisen korrelaatiomatriisin. Matriisi on vastaavan usean muuttujan
normaalijakauman korrelaatiomatriisi. Téstid on seurauksena ettd, jos korrelaatiomatriisin arvot
sovitetaan havaintoaineiston pohjalta, tuloksena saadaan viéranlainen matriisi Gaussin ja t-
kopulan parametriksi yhteisjakauman Monte Carlo -simulointiin, paitsi jos riskien
reunajakaumaoletus on normaalijakauma. Teoreettisesti oikea menetelmé on laskea riskien
Kendallin Tau-korrelaatiokertoimet havaintoaineistosta ja sen jdlkeen muuntaa lineaarisiksi
korrelaatioparametreiksi kaavalla [146]:

: T Pkendall
pGauss:SIn( )

Kaava on voimassa elliptisille kopuloille, joista Gaussin ja t-kopulat ovat merkittdvimmit. Jos
riskien reunajakaumat noudattavat normaalijakaumaperheelle sukuista jakaumaa, kuten
neliollistd Chi-, Gamma-, tai Log-normaalijakaumaa, parametrit Pgauss ovat ldhelld
havaintoaineista laskettuja lineaarisen korrelaatiomatriisin elementtien arvoja. Kuitenkin on
huomattava, ettd varsinkin Pareto-, Burr- ja Cauchy-jakaumilla Pgayuss poikkeaa huomattavasti
lineaarisesta korrelaatiomatriisista.

Vakavaraisuusmallien tulosten esittaminen

Yrityksen vakavaraisuusmallinnuksen tulosten esittiminen sidosryhmille ja yrityksen johdolle
on tdarkedd mallinnustulosten vaikuttavuuden takia. Késitelldén seuraavaksi eri menetelmien
antamien tulosten kiyttokelpoisuutta informaation vilittdmisen kannalta. Seuraavassa listassa on
yleisimmin kéytettyja tapoja esittid vakavaraisuusmallinnuksen tulokset.

« Vakavaraisuuspddomavaatimuksen yhdistaminen osariskien
vakavaraisuuspdaaomavaatimuksista

« Riskien yhteisjakaumafunktio

- Hajontakuvio

« yhteisylitysjakaumatodennikoisyys
- Héntitiheysfunktio

- Kendallin Tau

«  Héntériippuvuuskerroin



21

+ Implikoitu Gaussin korrelaatio
Vakavaraisuusmallinnusta voi tehdéd kolmella tasolla:
- Vertailu yritystasolla, esimerkiksi yhtion vakavaraisuuspdiomavaatimus
+  Erikseen kunkin kahden riskin vilinen vertailu, esimerkiksi hajontakuvio
« Vertailu kaikkien riskiparien kesken, esimerkiksi héntétiheysfunktio

Yrityksen vakavaraisuuspddomamallinnuksella lasketaan kokonaispdiomatarve tarvittavilla
kvantiileilla. Yrityksen riskien vaatimien pddomatarpeiden yhdistimiseen voidaan kiyttdd
erilaisia menetelmid. Tarkastellaan seuraavaksi yksitellen menetelmien etuja ja heikkouksia
kayttokelpoisuuden kannalta.

Vakavaraisuuspiiomavaatimus on selked ja ymmirrettivi tiedon vilittymisen kannalta.
Menetelmin tulos antaa yhden mitta-arvon yrityksen taloudellisen tilanteen esittimiseksi. Jos
annetaan vain yksi koko yritystd kuvaava lukuarvo, siiti ei vility tietoa miten
vakavaraisuuspddomavaatimus on koostettu erillisisté riskeisté eri kvantiileilla. Menetelmai vaatii
yleensid enemmin laskentaa kuin listan muut mitat.

Riskien yhteisjakaumafunktio on 3-dimensioinen arvojen (U, V) esitys riskitekijoiden
jakaumista X ja Y, missd U ja V on miiritelty funktioilla F x (X)=U ja Fy (y)=V .
Satunnaismuuttujien U ja V' tulosjoukko on [0,1]. Kun riskien vililld on héntiriippuvuutta,
suurempi tiheys havaitaan pisteen (1,1) lihelld. Hyvini puolena yhteisjakaumafunktion
kayttimiselld tiedon esittimiseen on sen helppo ymmarrettdvyys. Yhteisjakaumafunktion
kuvaajat on suhteellisen helppoja muodostaa. Otoksen aiheuttama satunnaisvirhe voi viiristaa
hintidalueen riippuvuuden havaitsemista. Pelkki yhteisjakaumafunktion kuvaaja ei tarjoa
numeerista mittaa riskien keskindisen riippuvuudelle. Yhteisjakaumafunktiota voi kerrallaan
kiytidnnollisesti soveltaa vain kahden riskin vélisen riippuvuuden esittimiseen.

Hajontakuviossa esitetiizn (U, V) vastaavalla tavalla kuin yhteisjakaumafunktiossa, mutta
tiheysfunktion arvo eli kolmas ulottuvuus esitetdédn pisteiden tiheytend kaksiulotteisessa kuvassa.
Hajontakuvion edut ja heikkoudet ovat samat kuin yhteisjakaumafunktiolla. Pisteiden tiheys
paikan (1,1) ldhelld osoittaa tarkasteltavien kahden riskin vélistd hintdriippuvuutta.
Hajontakuviosta voi olla vaikea erottaa voimakasta hintiriippuvuutta ja alhaisemman
héntédriippuvuuden korkeata korrelaatiota.

yhteisylitysjakaumatodennikéisyys antaa tarkasteltavien kahden riskin yhteistodennékdisyyden
tietyn annetun kynnyksen ylittymisestd tai alittumisesta. Merkitdédn ylittymistodennidkoisyytti
RJEP :1l4 ja alittumista L/EP :114

RIEP(z)=P(u>z,v>2Z)ja
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LJEP(z)=P(u<z,v<2),

missd U ja V on médritelty kuten edelld. Esimerkiksi, kun tarkasteltavat satunnaismuuttujat ovat
riippumattomia, RJEP(Z) ja LJEP (Z) ovat (1—z) ja Z° .

yhteisylitysjakaumatodennikoisyys on kédytdnnollinen ja ymmarrettdva ja menetelmén laskenta
on melko helppo suorittaa. Riippuvuuden mééra voidaan laskea halutulla kvantiililla
matemaattisesti selkedsti ja yksinkertaisesti. Menetelmai tarjoaa johdonmukaisen kaavan laskea
kahden tai useamman riskin keskindisen riippuvuuden voimakkuuden, riippumatta onko kiytetty
kopuloita, korrelaatioita tai jotain muuta menetelméid. Useammalle kuin kahdelle riskille

RJEP(Zz)ja LJEP(Z) on mahdollista laskea kutakin satunnaismuuttujien paria kohti ja esittis
tulokset matriisina riskipareille.

yhteisylitysjakaumatodennikoisyyden heikkoutena voidaan sanoa, ettd suuri osa kdytdnnon
vakuutusmatemaatikoista on enemmén tottunut lineaarisen korrelaation kédyttoon. Jos
yhteisylitysjakaumatodennikdisyys ei ole tuttu kisite, se voi johtaa viirinkésityksiin
lukuarvojen tulkinnassa. yhteisylitysjakaumatodennikoisyyttd ei pidd myodskddn sekoittaa
hintialueen korrelaatioon. Funktiot R/JEP(Z) ja LJEP (Z) ovat todennikdisyyksia valilli [0,1 |
ja korrelaatiokertoimet vaihtelevat vélilla [—1,1]. On vaikea esittdi muunnosta suureista

RJEP(Zz)ja LJEP(Z) jollekin yleisemmin tunnetulle mitalle, kuten lineaarisen korrelaation
arvolle. yhteisylitysjakaumatodennidkoisyyden arvot riippuvat reunajakaumafunktioista, eivit
pelkdstidn riskien vélisistd riippuvuusrakenteista. Kuten yhteisjakaumafunktion ja
hajontakuvion tapauksessa, otoksen aiheuttama satunnaisvirhe voi vééristdd hintdalueen
riippuvuuden havaitsemista.

Hintétiheysfunktio kahden riskin vililld on héntédriippuvuutta kuvaava ehdollinen
todennikoisyys. Se miiritellddn oikean- ja vasemmanpuoleisessa hintdjakaumassa seuraavasti:

Pu>z,v>2z)
P(v>2z)

R(z)=P(u>z|v>2z)=

P(u<v,v<z)
P(v<z)

L(z)=P(u<v|v<z)=

Kaavoissa U ja V on médritelty samalla tavalla kuin aikaisemmin. Teknisesti ajatellen on
mahdollista tarkastella useampaa kuin kahta satunnaismuuttujaa samaan aikaan, esimerkiksi
kolmelle muuttujalle:

R(z)=P(u>z|v>z,w>2Z).
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Haéntiatiheysfunktion hyddyt ja heikkoudet ovat samat kuin
yhteisylitysjakaumatodennikoéisyydelld. Hantédtiheysfunktio liittyy hantiriippuvuuskertoimeen,
joka on héntitiheysfunktion raja-arvo.

Kendallin Tau-korrelaatio on jérjestyskorrelaatiomitta eli sen arvo lasketaan datapisteiden
jirjestyksen perusteella eiki datapisteiden arvoista. Kendallin Tau vaihtelee valilla [—1,1] . Se
on intuitiivinen ja suhteellisen helppo ymmartii. Lineariseen korrelaatioon tottuneelle Kendallin
Tau saattaa olla luontevampi kuin muut riippuvuuden mitat. Kendallin Tau ei ole herkka
poikkeaville havainnoille, koska se ei riipu havaintojen lukuarvoista. Kendallin Tau tarjoaa
johdonmukaisen menetelmén kahden tai useamman satunnaismuuttujan keskindisen
riippuvuuden mittaamiseen. Tulokset on mahdollista esittdd kaikkien tarkasteltavien riskien
matriisina tai vain kahdelle valitulle riskille. Laskennan suorittaminen on jonkin verran
vaativampaa kuin muilla riippuvuusmitoilla. Kendallin Taun ja muiden mittojen vilille on
vaikea esittdd muunnoskaavoja. Kendallin Tau ei ilmenni trendii riippuvuudessa kvantiilin
muuttuessa, se on skalaarisuure kuten lineaarinen korrelaatio.

Héntdriippuvuuskerroin on kahden riskin asymptoottinen riippuvuusmitta. Usean muuttujan
jakaumalle, jolla on Gaussin kopula, minké tahansa kahden riskin vilinen héntiriippuvuus-
kerroin on 0. Tamai on oleellinen Gaussin kopulan puute riippuvuuksien mallintamisessa.
Esimerkiksi jatkuvasti jakautuneiden riskien héntériippuvuuskerroin t-kopulalle on [146]:

A=2t (vl
(1+p)?

missd p on kahden sattunaismuuttujan vélinen korrelaatiokerroin ja v on t-kopulan vapausaste.
Kuten aikaisemmin todettiin hintiriippuvuuskerroin A on ehdollisten todennikoisyyksien R(Z)
ja L(Z) raja-arvo. Oikea ja vasen raja-arvo ovat yleensi eri suuria. Koska t-kopula on
symmetrinen, molemmat héntdriippuvuuskertoimet lasketaan samalla kaavalla. Esimerkin
vuoksi seuraavassa taulukossa on annettu muutamia t-kopulan A :n arvoja, kun riskiparien vélien
korrelaatio on 25 % [146]:

t:n vapausaste | A

10 2,6 %

5 10,7 %

2 27,2 %
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Héntériippuvuuskerrointa voi pitdé tarkimpana matemaattisena kahden riskin vélisen
hintédriippuvuuden mittana. Sen lukuarvo ei riipu tarkasteltavasta kvantiilista. Mittaluvun avulla
voidaan johdonmukaisella menetelmilld vertailla kahden tai useamman riskin suhteellista
riippuvuuden voimakkuutta. Tulokset voi esittdd kaikkien tarkasteltavien riskien matriisina tai
vain kahdelle valitulle riskille. Hintériippuvuuskerroin on lineaariseen korrelaatioon verrattuna
uudempi késite ja saattaa olla vaikeammin hahmotettava perinteisiin riskimittoihin tottuneelle.
Héntériippuvuuskertoimen arvo on raja-arvona yksi luku eiké ilmenné riippuvuuden
voimakkuuden muutosta kvantiilin kasvaessa. Gaussin kopulalla A on aina 0O ja t-kopulalla A :n
arvoja rajoittaa korrelaation ja vapausasteen miirizimi kaava. Kaikki A :n arvot vililli [0,1 |
eivit ole mahdollisia kiinnittdmailld korrelaatio tai vapausaste ja vaihtelemalla niistd toista.
Laskennassa tarvitaan riittivisti R(Z) :n arvojen simulointeja, jotta simuloidut tulokset ovat
riittdvén tarkkoja A :n madrdamiseksi.

Viimeisend riippuvuuden mittana esitetién ns. implikoitu Gaussinen korrelaatio. Menetelmissi

R(Zz) ja RIEP( z) lasketaan useammalla kuin yhdell4 kvantiililla ja kolmella vaihtoehdolla:
riippumattomuusoletuksella, Gaussin kopulalla ja 5 vapausasteen t-kopulalla. Kahdessa viimeksi
mainitussa vaihtoehdossa kiytetidin asianmukaisia korrelaatiokertoimia. Vaihtoehtojen antamia
mittalukujen arvoja vertaillaan keskeniin [146].

Menetelmi on hyddyllinen esimerkiksi t-kopulan ja Gaussin kopulan vertailussa erilaisilla
riippuvuuden tasoilla. Implikoitu Gaussinen korrelaatio auttaa saamaan késityksen t-kopulan
hintiriippuvuuden voimakkuudesta erilaisilla kvantiileilla. Antamalla arvot eri kvantiileilla
paidstddn vertailemaan t-kopulan ja Gaussin kopulan suhteellisia muutoksia kvantiilin
muuttuessa. Mittaluku on melko helppo laskea ja matemaattisesti perusteltu. Simuloimalla on
yksinkertaista tehdd kuvaajia jakaumien implikoitujen korrelaatiokertoimien
havainnollistamiseksi. Heikkoutena voidaan mainita, ettd on vaikea esittdd suhdetta muihin
mittalukuihin: R(Z) :n ja RJEP(Z) :n arvoista on vaikea laskea niiti vastaavia
korrelaatiokertoimen arvoja tai muita mittalukuja. Jakauman ddrimmdisilld kvantiileilla on
vihin havaintopisteitd, kahden tai useamman satunnaismuuttujan yhteisesiintyminen on vielidkin
harvinaisempaa, joten laskenta héntdalueilla on herkkd otosvirheille. Menetelméi voi kayttdd
vain kahden satunnaismuuttujan keskindiseen tarkasteluun kerrallaan.

Riippuvuus on monimutkainen vakavaraisuuden mallintamisen alue. On olemassa monia tapoja
mallintaa ja parametrisoida malleja. Tyypillisesti tarkastellaan 12 kuukauden aikaperiodia;
useamman vuoden kehityksen mallintamisessa haasteet kertautuvat.

Tiivistetddn keskeisimmait edelld esitetyt asiat:

Yksinkertainen lineaarinen korrelaatiokerroin ei ole riittdvd kuvaamaan riippuvuutta
adrimmadisissd olosuhteissa, vaan kopulajakaumaan perustuva riippuvuuden mallintaminen
kuvaa paremmin todellisuutta.
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Jos kopulan kdyttoon on paddytty, kopula ja sen parametrisointi on perustettava huolelliselle
analyysille ja asiantuntijaosaamiselle. Paksuhéntdisten jakaumien parametrisoinnissa on
vaikeuksia, ja kdytdnnollinen 1dhestymistapa on tarpeen.

On oltava erityisen varovainen, jos yritys kiyttidd korotettuja varianssi-kovarianssimatriisin
korrelaatiokertoimien arvoja kuvaamaan hintiriippuvuuden voimakkuutta. Korotettujen
korrelaatiokerrointen arvoja ei tule valita pelkéstidin vakuutusyhtion varovaisuusperiaatteen
pohjalta, vaan oletuksilla on oltava analyyttiset perusteet. Korrelaatiomatriisi on mahdollista
kalibroida riippuvuudelle tietylld vakavaraisuuden vaatimustasolla, mutta samat
korrelaatiokertoimien arvot eivét aina sovellu muilla tappiotasoilla.

Kopulat eivit mallinna riippuvuusrakenteiden muuttumista ajan funktiona, joten pelkéstdin
kopuloiden avulla vakuutusyhtidille ominaisia taloudellisia syklejé ei voida tutkia.

Lineaariseen korrelaatiomatriisin arvojen miirdiminen on jo sinilldédn vaativaa.
Korrelaatiomatriisin on oltava positiivisesti semidefiniitti ja puuttuvien korrelaatiokertoimien
tdydentidmiseen ei ole varmaa ja luotettavaa menetelméi. Késitellyt muut menetelmét ovat
korrelaatiomatriisiin perustuvaa menetelmii vaikeampia sekd matemaattisesti ettd
kiytidnnollisen ymmaértidmisen kannalta. Néin ollen on oleellinen riski mallivirheisiin ja vdirin
tulkintoihin, jos ei sddannollisesti verrata teoreettisia laskelmia kdytdnnon havaintoihin ja
asiantuntija-arvioihin.

Kun riskien korrelaatiokertoimia ei kaikille riskien pareille tunneta, Group Consultatif on
ehdottanut seuraavaa tunnettujen korrelaatiokertoimien avulla esitettyi kaavaa [146]:

px(A,B)+py(A,B) pa(X,Y)+pg(X,Y)
p(XA,XB>: X 2 Y A 2 B )

Kaavassa tarkastellaan kahta riskid X ja Y seké kahta liiketoimintayksikkod A ja B .
Korrelaatiokerroin px (A, B) on liiketoimintayksikon A riskin X ja liiketoimintayksikon B
riskin X vilinen korrelaatiokerroin. Vastaavasti mairitelldéin py (A, B) . Korrelaatiokerroin
pA(X,Y) onriskien X ja Y vilinen korrelaatio liiketoimintayksikossi A . Vastaavasti
maritelldzn pg( X, Y) . Kaavan tulokseksena saadaan arvio liiketoimintayksikén A riskin X ja
liiketoimintayksikon B riskin Y viliseksi korrelaatioksi.
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3 Perinteiset riskimitat

Riskimittojen tutkimuksen kehittyminen

Ennen kuin riskien mittaamiseen tarkoitettuja malleja oli olemassa, yrityksen tuloksen riskid on
pyritty ottamaan huomioon lisddmilli tulevaisuuden odotettuun tuottoon arvioitu riskilisa.
Tamin alkeellisen menetelmin etuna oli, ettd sijoituksia voitiin verrata ja asettaa jarjestykseen
riskisyys huomioon ottaen.

Markowitz esitti tuoton hajontaa (varianssin nelidjuuri) kéytettdaviksi sijoituksen tuottoon
liittyvén riskin mittaamiseen. Useasta sijoituksesta koostuvan salkun sijoitusten yhteinen riski
saadaan sijoitusten tuottojen yhteisjakauman avulla. Yhteisjakauma on usean
satunnaismuuttujan yhdessd muodostama jakauma, jonka yksittdisten sijoitusten tuottojen
jakaumat ovat yhteisjakaumasta otettuja reunajakaumia. Markowitz kéytti tuottojen jakaumien
kahta ensimmaéistd momenttia ja pareittain otettuja lineaarisia (Pearsonin) korrelaatiokertoimia
kuvaamaan tuottojen keskiniisii riippuvuussuhteita:

Py =Cov(X,Y)I(657) ",
missi 6§( ja 612, ovat sijoitusten X ja Y tuottojen varianssit ja kovarianssi:
Cov(X,Y)=E(X,Y)-E(X)E(Y).

Useasta sijoituksesta koostuvalle salkulle hajonta voidaan laskea salkun kaikkien sijoitusten
pareittain lasketuista korrelaatioista. Salkun tuoton varianssi on

5=, W, W 5.5 p, .,
X,y

missd sijoitusten X ja ¥ osuudet salkussa ovat W, jaw,,.

Markowitzin malli on yhteydesséd hyotyteorian hyotyfunktioihin, jotka mahdollistavat
subjektiivisen sijoitusten ja niiden yhdistelmien paremmuuden jérjestimisen. Ei-elliptisten,
mutta kuitenkin symmetristen, jakaumien hyotyfunktioiden on oltava neliollisia, jotta
paremmuuden vertailu on mahdollista. Markowitzin malli soveltuu vain elliptisille jakaumille,
esimerkiksi normaali- ja dérellisen varianssin t-jakaumille. Kaikki symmetriset jakaumat eivét
ole elliptisid. Lineaaristen korrelaatiokertoimien (varianssi-kovarianssimenetelmi) kdyttdminen
ei-elliptisille jakaumille voi johtaa suurten tappioiden mahdollisuuden aliarviointiin.

1960-luvulla kehitettiin hinnoittelumalleja, joissa yksittdisen sijoituksen arvon ja koko
markkinan tuottojen vilistd lineaarista yhteyttd mitataan ns. beetakertoimella ( B ). Tunnettuja
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malleja ovat CAPM (Capital Asset Pricing Model) ja APT (Arbitrage Pricing Theory). Vaikka
nidistd malleista on olemassa versioita paksuhéntiisille jakaumille, niiden soveltuvuus muille
kuin normaalijakaumille voi olla d4rimmdisten tapahtumien tilanteessa heikko.

Multinormaalijakaumaan perustuvat mallit ovat kdytdnnollisid, koska minkd tahansa
multinormaalin yhteisjakauman kahden yksittdisen satunnaismuuttujan vélinen riippuvuus
voidaan tdysin kuvata ndiden kahden satunnaismuuttujan reunajakaumilla ja
korrelaatiokertoimilla. Vinojen, huipukkaiden tai paksuhéntéisten satunnaismuuttujien
jakaumille multinormaalijakauma ei yleensi ole realistinen arvio, varsinkaan ddrimmaéisten
tapahtumien tilanteessa. Riskimittoja laskettaessa nimenomaan ddrimméiset suuria tappioita
aiheuttavat tapahtumat ovat keskeisid ja mallin tulisi olla silloin realistinen. Ongelmana on ollut,
ettd yleisempien jakaumien tapauksille ei ole ollut teoreettista perustaa. Viimeisen noin
kymmenen vuoden aikana on kuitenkin tutkittu muutamaa yleisempii jakaumaa.

Yhden muuttujan riskimittoja on tutkittu laajasti kirjallisuudessa ja teoriaa laajennettu
sijoitussalkun tarkasteluun, jossa tuottojen jakaumat ja tuottojen viliset riippuvuudet ovat
samoja. Kdytdnnon tilanteissa on kuitenkin tarve laskea riskimitta erilaisten sijoitusten
yhdistelmalle, jolloin jakaumat ja riippuvuudet voivat olla erilaiset. Téhin tarpeeseen on
kehitetty kopulafunktioihin perustuva teoria, jossa voidaan tutkia usean muuttujan
yhteisjakaumaa. Yhteisjakauman muodostavat satunnaismuuttujat, joilla on eri jakaumat ja
mahdollisesti erilaiset keskindiset riippuvuudet.

Aidrimmiisten tapahtumien tutkimus on lisid#intynyt viime aikoina. Tuottojen hiintijakauma on
tuottojen riskejd tarkasteltaessa alue, johon tarkastelun painopiste on asetettava. Salkun
sijoitusten tuottojen keskindisten riippuvuuksien oikea mallintaminen on haasteellista ja tima
tutkimus on edelleen aktiivista.

Vuonna 1994 esitettiin Value-at-Risk-mitta (VaR), joka on miirétylld aikaperiodilla ja
todennikoisyystasolla /-k ylittyva tappion maira. Toisin sanoen Value-at-Risk on suurin
mahdollinen tappio tarkasteltavalla aikaperiodilla ja todenndkoisyydelld k. Matemaattinen
midritelmé on

VaR, =inf {—F;'(k)}.

Epdjatkuvien tuottojakaumien tilanteessa mahdollinen monikdsitteisyys on mééritelméssi otettu
huomioon laskemalla infimum.

Yleisen riskimittojen teorian perusteita on esitetty ldhteessd [6, 7], jonka mukaan koherentin
riskimitan p on toteutettava seuraavat ehdot:

(a) Positiivinen homogeenisuus: p(A X)=Ap(X) kaikilla satunnaismuuttujilla X ja kaikilla
reaaliluvuilla A .
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(b) Subadditiivisuus: p(X+Y)<p(X)+p(Y).
Jos lisédksi seuraavat kaksi ehtoa ovat voimassa, puhutaan koherentista riskimitasta:
(a) Monotonisuus: Satunnaismuuttujien relaatiosta X <Y seuraa p(X)<p(Y).

(b) Siirtymiinvarianssi (translaatioinvarianssi): p(X+ary)=p(X)—« kaikilla
satunnaismuuttujilla X ja reaaliluvuilla & ja kaikilla riskittomilld koroilla Fo .

Joissakin tutkimuksissa kaksi ensimmadistd ehtoa on korvattu ehdolla, ettd p on konveksi:

p(AX+(1=2)Y)<Ap(X)+(1=A)p(Y), missi 0<A<1.

Huomattakoon, ettd konveksisuudesta ei vilttimétti seuraa positiivinen homogeenisuus.
Riskimittaa, joka on siirtyméinvariantti, monotoninen ja konveksi kutsutaankin heikosti
koherentiksi riskimitaksi. Riskimitta Value-at-Risk e1 ole koherentti riskimitta, koska se ei
toteuta subadditiivisuusehtoa. Esimerkki koherentista riskimitasta on CTE (Conditional Tail
Expectation), joka on ehdollinen tappion odotusarvo ehdolla, etti tappio on suurempi kuin
Value-at-Risk-arvo. Nditi perinteisid riskimittoja késitelldin jaljempéni tissd luvussa.
Kirjallisuudessa on vaihtelevaa kédytdntod riskimittojen nimedmisessd. Useissa ldhteissid ES-
riskimitta vastaa timén esityksen CTE-riskimitan mééritelmaa.

Johdanto riskimittoihin

Riskilld ymmarretiddn vahingollisen seurauksen tai tappion mahdollisuutta. Finanssi- ja
vakuutuspuolella riskilld tarkoitetaan tapahtuman mahdollisuutta, joka voi vaikuttaa haitallisesti
henkilon tai yrityksen kykyyn saavuttaa tavoitteensa. Vield tarkemmin riski voidaan mairitella
mitattavissa olevana tappion tai odotettavissa olevaa tulosta heikomman tuloksen
todennikoisyytend. Riskiin liittyy epitoivottavan tapahtuman todennidkdisyys, jonka mittaamista
erilaisilla riskimitoilla tissé esityksessi kéasitellaan. Varmaa tapahtumaa ei pideté riskind, kuten
myOskiidn vakuuttamisessa varma tapahtuma ei voi olla vakuutuskorvaukseen oikeuttava. Tdysin
yleispiteviad riskin madritelméaa eri aloilla ja tilanteissa ei ole [121].

Riskimittojen kiyttotarkoituksia on monia. Voidaan mainita kolme ehké tirkeintd, jotka ovat
pddoman tarpeen madrittiminen, riskien hallinta ja vakuutusalalla vakuutusmaksujen
madrittiminen. Finanssilaitos tarvitsee lisdpddomaa odottamattomien tappioiden peittdmiseen,
jotta se toteuttaa lainsddddannon vaatimat vakavaraisuuspdadaomavaatimukset. Muita lisdpddoman
rajoja voidaan tarvittaessa laskea muiden yrityksen sisdisten kontrollitarpeiden mukaan.
Esimerkkind mainitaan arvopaperiporssin kaupankiyjiltd vaatima talletusmaksu varmistamaan
kaupankdyjdn kyky selviytyd arvopaperikaupoista lopullisessa selvityksessi. Edelld toisena
mainittua riskien hallintaa varten yritys voi laskea erilaisia riskimittoja, jotka eivét ole
vilttamittd rahayksikkomadrdisid. Yksinkertainen esimerkki tédllaisesta riskimitasta on salkun
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volatiliteetti eli tuoton hajonta aikayksikdssd. Kolmas esimerkki on vakuutusyhtion
perustoimintaan liittyvd vakuutusmaksujen méirddminen. Vakuutusmaksu on siis riskimitta,
joka mittaa vakuutettua riskid.

Luottoriski syntyy siitd, ettd luoton antaja ei saa luvattuja takaisinmaksuerii ja korkoja tai luoton
saajan maksukyky on heikentynyt. Luottoriskejd on monen asteista maksajan tidydellisestd
maksukyvyttomyydestd luottoluokituksen alenemiseen tai maksukyvyn heikkenemiseen.
Jalkimmadisessa tilanteessa luottoriski ei ehké realisoidu, vaan kaikki maksut suoritetaan.
Maksujen viivédstymisen riski lasketaan my6s luottoriskiksi.

Operatiiviset riskit koostuvat yhtidlle mahdollisesti syntyvisté tappioista, jotka johtuvat
riittimattomistd tai puuttuvista sisdisistd prosesseista, henkiloisti tai jarjestelmistd sekd
ulkoisista jéarjestelmistd. Operatiivisten riskien mittaaminen on niiden luonteen takia vaikeaa,
joten riskejd on kdytdnndssi otettu huomioon skenaarioita kdyttdmalla.

Pankkitoimialalla tirkeimmat erilaiset riskit ovat markkina-, luotto- ja operatiiviset riskit.
Markkinariski aiheutuu taloudellisen aseman perustana olevien markkinakomponenttien arvojen
vaihtelusta tai vaihtelun mahdollisuudesta; markkinakomponentit ovat esimerkiksi osakkeiden ja
velkakirjojen arvoja, valuuttojen vaihtokursseja, hyddykkeiden hintoja sekd niihin perustuvien
erilaisten johdannaisten arvoja.

Riskien luokittelu markkina-, luotto- ja operatiivisiin riskeihin ei ole kaikissa tapauksissa
yksikisitteinen eikd pankkialallakaan kattava. Vakuutusalalla tulevat edelld mainittujen lisdksi
erilaiset vakuutusriskit eli varsinaisissa vakuutussopimuksissa korvattavien tapahtumien
tiheydessd ja ajallisessa vaihtelussa oleva satunnaisuus. Yleisid kaikille toimialoille yhteisid
riskiluokkia ovat myos maksuvalmius- ja malliriskit. Malliriski syntyy, jos yhtio kayttdd
virheellistd tai vidrdd mallia esimerkiksi riskien mittaamiseen. Tdmékin riski on todellinen ja
sen objektiivinen suuruuden arviointi on vaikeaa. Riskien mittaamiseen on olemassa monia
menetelmii ja niissd tehddin yleensd approksimointeja. Mikdidn malli ei tdydellisesti kuvaa
todellisuutta.

Edelld mainittujen kolmen riskiluokan lisdksi vakuutusalalla on likviditeettiriski, joka aiheutuu
tappiosta, joka syntyy tilanteessa, jossa vakuutusyhtiolld ei ole likvideji eli kdytettidvissad olevia
varoja vakuutuskorvausten maksamiseen silloin, kun ne on sovittu suoritettavaksi. Sekéd pankki-
ettd vakuutusalalla on velkojen maksuun liittyva likviditeettiriski. Likviditeettiriskin
mittaamiseen ei ole ollut vastaavia menetelmid kuin markkina- ja luottoriskien mittaamiseen.
Kéaytdnnossi likviditeettiriskejd on otettu huomioon skenaarioiden avulla.

Vakuutusalalle ominainen riski on vakuutusriski (eng. underwriting risk). Esimerkkeji
vakuutusriskisti ovat luonnonilmiéiden esiintymisten muuttuminen, eliniin ennustamattomat
muutokset henkivakuutuksissa ja vakuutuksenottajien muuttuva kédyttdytyminen esimerkiksi
vakuutuksiin liittyvien takaisinostojen ja optioiden kidytossa.
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Edelld mainitut riskiluokat eivit kata kaikkia mahdollisia riskeji. Liiketoimintariskeilld
tarkoitetaan liiketoimintaympéristosséd tapahtuvan muutoksen aiheuttamaa tappiota tai tappiolle
altistumista seki ndihin mahdollisiin muutoksiin tarvittavan sopeutumiskyvyn heikkenemista.
Liiketoimintariskien riskimittoihin pitee sama huomautus kuin operatiivisiin riskeihin ja
likviditeettiriskeihin: mallintamisen vaikeuden takia liitketoimintariskejd huomioidaan
kdytdnnossi skenaarioilla.

Asianmukainen riskien hallinta ottaa huomioon kaikki mahdolliset riskit ja niiden viéliset
keskiniiset riippuvuudet. Riskien hallinnassa tulee ottaa huomioon myos edelld mainitut
vaikeasti mallinnettavat riskit. Riskien hallinta sisiltdd sekd varojen ettd vastuiden (eng. ALM =
Asset & Liabilities management) samanaikaisen hallinnan, jossa yritys pyrkii hyvéén tuottoon ja
riittivdin vakavaraisuuteen, jotta myos satunnaisista riskeistd mahdollisesti aitheutuvat tappiot
voidaan kattaa. Nykyinen kdytinto ei ole pddssyt tavoitetilaan, jossa kaikki riskit ja niiden
viliset riippuvuudet kyettédisiin mallintamaan riittdvén luotettavasti vakuutusyhtion asiakkaiden
etuuksien turvaavuutta ajatellen [121 1.1.2].

Matemaattisen kisittelyn lahtokohdaksi otetaan useasta riskistd koostuva portfolio:
d
X :Z wX;,
i=1

missi W, i1=1,..,d ovat riskien suhteelliset painoarvot portfoliossa. Huomattakoon, etti on
mahdollista ottaa kerrallaan tarkasteluun vain yrityksen osa tai esimerkiksi jokin vakuutuslaji.
Koko yrityksen riskien hallinnassa on kuitenkin mallinnettava yhteisjakauma (X, ,...,X,) .
Yhteisjakauman riippuvuuksien méérittiminen tehdédédn yleensd mallin kalibroinnilla.
Kalibrointi voidaan tehdé hierarkisesti useammalta tasolta koostaen. Yrityksen sijoitusten tai
vakuutussopimusten lukumaééré on tyypillisesti suuri, joten laskennan kannalta joudutaan
yksittdisid sijoituksia ja vakuutuksia yhdistiméin samankaltaisten positioiden osalta.
Yhdistettyjen positioiden laskenta parantaa omalta osaltaan yleiskuvan muodostumista.

Yritysten taloudellisten riskien hallinta on tullut yha tarkeimmaéksi markkinoilla tapahtuneiden
hiiriodiden ja jopa vadrinkdytosten jalkeen. Lahteessd [121 1.2.1] on kerrottu muutamasta
tarkeimmasti laajoja varallisuuden arvojen laskuja aiheuttaneista tapahtumista. Viimeisii ndistid
ovat olleet Lehman & Brothersin konkurssi v. 2008 ja erdiden euromaiden velkaongelmat viime
vuosina.

Toisaalta riskien lisddntyessda markkinoille on syntynyt lukuisia uusia rahoitusinstrumentteja,
joita voi kayttii riskeiltd suojautumiseen. Finanssilaitokset voivat paketoida riskipitoisia
sijoituksia ja myyda niitd edelleen markkinoille instituutiosijoittajille tai védhittdismarkkinoille.
Suojautumiseen voi kiyttidd esimerkiksi optioita, termiinejd, swappeja ja muita johdannaisia.
Varjopuolena on ettéd sekd johdannaisia ettd muita innovatiivisia tuotteita voi kdyttda
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voimakkaaseen riskinottoon, varsinkin jos vastaavaa suojattavaa sijoitusta ei ole portfoliossa.

Markkinoiden kehittyminen monimutkaisemmaksi, uudet johdannaiset sekd markkinoiden
laajentuminen ja keskindisen riippuvuuden lisdéintyminen ovat johtaneet yritysten sisdisen
riskien hallinnan korostumiseen ja toisaalta julkisen valvonnan ja sdédntelyn lisdintyviin
tarpeeseen. Pankkipuolella sédéntely on lisdéntynyt vaiheittain alkaen vuoden 1988 Basel I -
sopimuksesta uusimpaan Basel III -vaiheeseen. Ensimmiisesséd vaiheessa otettiin huomioon
luotto- ja markkinariskit, Basel II -sopimuksessa vuonna 2001 otettiin mukaan operatiiviset
riskit. Basel II ja Basel III antavat mahdollisuuden soveltaa sisdisid yhtiokohtaisia riskimalleja.

Sadntelyn lisddminen, ei sekidn, ole tdysin kiistatonta. Sddntely lisdé riskien hallinnan
aitheuttamia kustannuksia. Siddntely voi pahimmillaan itse aiheuttaa uusia riskejd, joita voivat
olla séddntelysti johtuvat viiristavit markkinailmiot tai liiallisen itseluottamuksen syntyminen.
Viiristavd markkinatapahtuma voisi syntyd, kun kaikki saman toimialan yritykset kéyttiviit
samaa riskimittaa ja reagoivat yleisen markkinatilanteen ajamina samankaltaisin sijoitus- tai
liiketoimintapéatoksin.

Vakuutusalalla on toteutettu vastaavaa sddntelyd kuin pankkipuolella. Pankkien sdédntelyn
tavoitteena ovat pankkien asiakkaiden aseman turvaaminen mydos pankin selvitys- ja
konkurssitilanteissa seké yleisen markkinaluottamuksen séilyttiminen. Vakuutusyhtididen
sadntelyn erityinen tarkoitus on taata vakuutusasiakkaiden korvaus- ja eldkesaatavat. Siintelylld
pyritddn turvaamaan saatavat vakuutusyhtioltd myos vakuutusyhtion selvitys- ja
konkurssitilanteissa. Vakuutusasiakkaiden etu on toissijaisesti myos estdd vakuutusyhtididen
joutuminen taloudelliseen kriisiin yhtion vakavaraisuudella eli riittidvilld padomilla seka
sijoitusten ja vastuiden riskien hallinnalla.

Riskiin liittyvin satunnaisuuden ja sen todenndkoisyyden matemaattinen médrittely on perdisin
A.N. Kolmogorovilta vuodelta 1933. Hin médritteli aksiomaattisesti todenndkoisyysavaruuden
kisitteen (2,1, P))[121]. Satunnaismuuttuja on funktio todenniik6isyysavaruudessa

X :T =R . Esimerkki satunnaisfunktiosta on sijoituksen tai velan arvo. Vakuutusalalla
puhutaan vastuuvelasta, joka jakaantuu kahteen osaan vakuutusmaksuvastuuseen ja
korvausvastuuseen. Vakuutusmaksuvastuu muodostuu tulevista vakuutustapahtumista
aiheutuvista vastuista ja korvausvastuu on jo tapahtuneista vakuutustapahtumista aiheutunutta
velkaa korvaukseen oikeutetuille.

Riskin matemaattisessa mallintamisessa keskeinen kisite on riskin X jakaumafunktio Fy
tarkasteltavan aikajakson kuluttua:

F.(x)=P(X<x).

Jakaumafunktio on todennikoisyys, ettd satunnaismuuttuja X on pienempi tai yhté suuri kuin
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vakio x. Kun tarkastellaan portfoliota, joka sisélti# useita riskipositiota, satunnaismuuttuja X on
moniulotteinen vektori. Esimerkiksi kun riskeji on d kpl, merkitéiin X=(X 1,007 Xg4) . Riskit
ovat tarkasteltavan tapauksen mukaan esimerkiksi osakkeita, annettuja lainoja, otettuja velkoja
tai vakuutussopimuksiin perustuvia sitoumuksia vakuutuksenottajille. Portfoliossa voi olla seké
varoja ettid velkoja. Riskejd voidaan tarkastella lisiksi stokastisena prosessina { X; } ajan t
funktiona joko jatkuvan ajan funktiona tai diskreettien aikajaksojen t=1,... sarjana.

Eri tyyppisia riskimittoja
Riskin mittaamiseen on useita ldhestymistapoja. Lihteessd [121] on mainittu neljd padryhmaa:

ja tappiojakaumasta laskettavat riskimitat. Néitd kaikkia on kédytossé ja seuraavaksi annetaan
niistd kustakin esimerkkejd sekid mainitaan niiden hyvié ja huonoja puolia.

Alkeellisimpia mainituista riskimitoista ovat nimellisarvoihin perustuvat menetelmit, joissa
tarkastellaan portfolion sisdltimien sijoitusten arvojen summaa, jossa yksittdisid arvoja on
mahdollisesti painotettu sijoitusluokan riskisyyden mukaan. Timé menetelmi on ollut kédytossi
pankkien vakavaraisuussédédntelysséd operatiivisten riskien standardikaavassa. Etuna on
luonnollisesti menetelmén yksinkertaisuus, mutta siind on vakavia heikkouksia. Menetelma
ottaa huomioon sijoitetut varat, mutta ei velkoja eikd suojauksia. Menetelmé ei ota huomioon
myo6skddn hajauttamista.

riskimitoista ovat lainan duraatio ja osakkeiden johdannaisten arvojen muutosten maarii
kuvaavat ns. “kreikkalaiset”. Ne ovat johdannaisen arvon osittaisderivaattoja erilaisten arvoon
vaikuttavien tekijoiden suhteen. Myohemmin esille tulevassa Blackin ja Scholesin mallissa
riskitekijoitd ovat johdannaisen perusteena olevan osakkeen arvo, johdannaisen kesto,
toteutushinta, korko ja volatiliteetti. Osittaisderivaattoja voidaan mainittujen tekijoiden lisdksi
laskea useamman tekijdn suhteen samaan aikaan, jolloin saadaan lisdi uusia riskimittoja.
johdannaisten arvojen muutosten hallinnassa. Riskitekijdin perustuvaa riskimittaa ei voi kayttda
position kokonaisriskin médrittelyyn, paitsi jos position riski ei riipu muista tekijoistd. Eri

kuvaavaa riskimittaa.

Skenaarioihin perustuvassa menetelméssa tarkastellaan ennalta méériteltyjen riskitekijéiden
muutosten seurauksia yksittdisen position tai portfolion arvossa. Riskimitta on eri skenaarioiden
aiheuttamien tappioiden maksimi. Menetelmi on helpointa ymmaértié esimerkin avulla.
Chicagon porssissid johdannaiskauppaa kidyviltd asiakkailta vaaditaan vakuutena skenaarioihin
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perustuva talletusmaksu. Se lasketaan maksimina kuudentoista eri skenaarion aiheuttamista
tappioista. Skenaarioista neljitoista muodostuu méirétystd volatiliteetin noususta tai laskusta
yhdistettyni seitsemiin méadrittyyn termiinisopimuksen arvon muutokseen. Lisdksi
pienemmalld painoarvolla lasketaan kaksi dédriskenaariota.

Tappiojakaumaan perustuvat riskimitat muodostavat tirkeimmén ja laajimman riskimittojen
luokan. Riskimitaksi otetaan jokin lukuisista tarkastellun aikavélin tappiojakaumasta lasketuista
tilastollisista suureista. Esimerkkejd tdllaisista ovat hajonta, Value-at-Risk ja tappion odotusarvo.
Niitd késitelldadn myohemmin tarkemmin. Mikéin yksittdinen riskimitan arvo ei tietenkéén voi
kuvata riskid tiydellisesti, ja riskimitoilla on aina omat heikkoutensa. Valitsemalla
tarkasteltavaksi jakaumaksi vain tappiojakauma teemme rajauksen riskimittaa médriteltiessa,
mutta riskien hallintaa ajatellen timéi valinta on hyvin luonnollinen. Tappiojakaumaa voidaan
tutkia eri tasoilla, esimerkiksi yksittdisen position, sijoitusluokan, salkun tai koko yrityksen
osalta. Erilaisia riskejd ja eri tasoilla laskettuja riskimittojen arvoja voidaan vertailla keskenéén.
Tappiojakauman mallintamisessa varojen ja velkojen yhtédaikainen tarkastelu on mahdollista.
Samoin hajauttaminen voidaan ottaa huomioon.

Tappiojakaumiin perustuvat riskimitat eivit nekidén ole ongelmattomia. Tappiojakauma perustuu
historialliseen tietoon, joka ei aina kuvaa hyvin tulevaisuutta. Lisidksi jakauman maérittdminen
riittdvén tarkasti on vaikeaa, esimerkiksi riskien kannalta tirkeédn jakauman hénnén arviointiin ei
aina ole riittdvisti aineistoa. On mahdollista pdétyéd puutteelliseen tai vidrdin jakaumaa
kuvaavaan malliin. Tyypillinen mallintamisen virhe voi olla normaalijakauman kédyttdminen
tilanteessa, jossa suuret tappiot ovat normaalitodennikdisyyttd suurempia.

Tappiojakauma

Tappiojakauma on tédrkein kisite riskimittoja laskettaessa. Tassd esitetdédn tappiojakauman
matemaattista kasittelyid ldhteen [121] merkinnéilld. Lihteen mukaan esitetidin kaksi esimerkkid,
miten tappiojakauma voidaan esittda riskitekijoiden muutosten lineaarisena approksimaationa.
Esimerkit ovat osakkeista ja nollakuponkilainoista koostuvien salkkujen tappiojakaumien
laskeminen. Jdljempéni palataan tappiojakaumien tarkasteluun myos edistyneemmilléd
menetelmilld, jolloin lineaarisen approksimaation aiheuttamilta mallinnuksen puutteilta voidaan
vilttya.

Portfolion arvoa kuvaavaa satunnaismuuttujaa ajan hetkelld S merkitiin V (S) :1la. Aikajakson
S+ A kuluttua portfolion tappio on

L[s,s+A}::_[V(S+A)_V(S)] .
Vakuutusmatemaattisissa sovelluksissa on yleinen kdytinto ilmoittaa tappio positiivisena

arvona. Tarkemmin sanottuna kyseessd on voitto- ja tappiojakauma, mutta koska mielenkiinto
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kohdistuu jakauman ylempéén puoleen kutsutaan jakaumaa lyhyemmin tappiojakaumaksi.
Jakauman voittoa osoittavat arvot ovat kaavoissa negatiivisia.

Tavallisimpia kdytdnnossi tarkasteltavia aikajaksoja ovat yksi pdivd, kymmenen péivii ja yksi
vuosi. Vakuutussovelluksissa yksi vuosi on tyypillinen ja rahoitusmarkkinoilla niiden luonteen
mukaisesti myOs lyhyemmiit tarkastelujaksot ovat tirkeitd. Kun aikajaksona A on yksi vuosi,
merkitdidn yksinkertaisemmin:

Lt+1::L[t,(t+1)}:_(vt+1_vt) . )

Edellisessi kaavassa otettiin kiytton myos aikasarjan merkinti V (£): =V, . Tavoitteena on
laskea V; jasitd kautta L. Mallinnetaan V. ajan t ja d-dimensioisen satunnaismuuttujan

Zt:(Zt,lf---th,d)l avulla
Vt:f(tth>. (3)

Vektorin Z; komponentteja kutsutaan riskifaktoreiksi. Tissi esityksessi tullaan merkitsemisin
pystyvektoria ylipilkulla. Funktio f: IR, X R’—R on mitallinen funktio. Riskitekijdt ja funktio
f médritelldsin kussakin tapauksessa tutkittavan portfolion ja valitun mallinnuksen mukaisesti.
Kun lasketaan ehdollista tappiojakaumaa, riskitekijoiden arvot oletetaan tunnetuiksi hetkelld ¢.
Esitys (3) médrittelee miten riskit kuvautuvat mallissa salkun arvoksi ja edelleen kaavan (2)

mukaan tappiojakaumaksi.

Miiritelldin riskifaktoreiden muutokset X<y seuraavasti

Xt‘":Zt_Zt—l- (4)
Tappio on
L., =(f(t+1,Z,+X,,,)-F(t,Z,). 5)

Edellisessid kaavassa oletettiin, ettd portfolion kokoonpano sdilyy samana tarkastellulla
aikavililld. Koska portfolion kokoonpano kuitenkin muuttuu pidempii aikajaksoa
tarkasteltaessa, esimerkiksi vuoden aikana, kaava (4) ei sovellu suoraan niissé tilanteissa.
Aikajakso on jaettava osiin tai portfolion sisdllon muuttuminen on huomioitava mallissa muulla
tavalla.

Portfolion tappiojakaumaa L., voidaan tutkia kahdesta eri nikokulmasta joko ehdollisena tai
ei-ehdollisena jakaumana. Ehdollisen jakauman X..1| Fetilanteessa satunnaismuuttujan historia



35

F; tunnetaan. Historialla F; tarkoitetaan yleensi tarkasteltavan satunnaismuuttujan generoimaa
sigma-algebraa F,=0 ({ X;:S<t}) . Stationaarisen jakauman tapauksessa voidaan tarkastella
my6s ei-ehdollista, yleiselld A :n pituisella aikavililld syntynytti, tappiojakaumaa X .

Jos funktio f on differentioituva, niin tappion ensimmadisen kertaluvun approksimaatio voidaan

kirjoittaa

; (©6)
Liiq: :—(ft(t,ZtHZ fzt(t,Zt)X,-) )

i=1

missd funktion f alaindeksit tarkoittavat osittaisderivaattaa. Kaavan (5) approksimaatio on hyvi
tilanteessa, jossa riskifaktoreiden muutokset ovat pienii tai ritppuvuus riskifaktoreista on

lineaarinen tai likimain lineaarinen.

Jotta edelld esitetyt yleiset kaavat tulisivat helpommin ymmarrettdaviksi, annetaan konkreettinen
esimerkki [121 Example 2.4 ja 2.5]. Tarkastellaan portfoliota, joka koostuu d:std osakkeesta,
joiden suhteelliset osuudet A; ja arvot ovat S;,i=1,...,d . Otetaan riskifaktoreiksi osakkeiden

arvojen logaritmit:
Z.,i=In(S; )
ja siten riskifaktoreiden muutokset ovat portfolion osakkeiden logaritmisia tuottoja
X, =IN(Sei1,)—IN(S, ) . (7)

Tisti saadaan portfolion arvolle V¢ ja tappiolle L. 1 lausekkeet

d
Vt:Z Aiexp(zt,i)ja
=1

IMe

Lii=—(Vi 1= V)==2_7;5, (exp(X,,,;)—-1).

Edellisestd kaavasta saadaan kaavaa (6) vastaava lineaarinen approksimaatio

d
A
Lt+1—_z /\iSt,iXt+1,i-
i=1

Edelli kirjoitettiin portfolion arvo ja tappio lausekkeena logaritmisten osakkeiden arvojen
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funktiona.

Merkitiizin riskifaktoreiden muutosten ehdollinen odotusarvovektori on 4= E (X | F,) ja
vastaava kovarianssimatriisi =, =Var (X,|F,) . Osakkeista muodostuneen salkun tappioarvon
odotusarvolle ja hajonnalle saadaan arvot, kun merkitiin osakkeen suhteellista arvoa
portfoliossa W :114:

d
) 8
E(LtA+1| Ft):_vt; Wt,i“t,i:VtWt'Ut ja Var(LtA+1|Ft):Vf We2 W, ®

- _ Sf,f
missd W, =4, :
Vf

Kaavan (8) arvot ovat siis ehdollisen jakauman odotusarvo ja varianssi. Vastaavat ei-ehdolliset
arvot saadaan kdyttdmailld odotusarvona ja kovarianssimatriisina ei-ehdollisia
odotusarvovektoria ja kovarianssimatriisia p ja 2 . Portfolion osakkeen i odotusarvo

E(X /):H i lasketaan kaavan (7) satunnaismuuttujien X 0,ir X 1,jrees X t,i odotusarvojen
keskiarvona.

On tunnettua, ettd osakkeiden arvojen logaritmiset muutokset aikayksikkod kohti noudattavat
melko hyvin normaalijakaumaa eli toisin sanoen arvojen muutokset ovat log-normaalisti
jakautuneet. Kun osakkeiden arvon muutoksille tehddén mainittu oletus, ehdollinen ja ei-
ehdollinen odotusarvovektori ovat samoja. Vastaava pétee kovarianssimatriiseille. Jos
osakkeiden arvonkehitys mallinnettaisiin jollakin muulla tavalla, ehdollinen ja ei-ehdollinen
tulos voivat olla erisuuria [121].

Edelliseen osakesalkkuesimerkkiin perustuen sovelletaan esitettyji kaavoja eurooppalaiseen
osakkeen osto-optioon. Oletetaan, ettii osakkeen arvo alkuhetkelld on S ja vuotuinen
volatiliteetti on o . Eurooppalaisen osto-option, jonka toteutushinta on K ja kesto on T Blackin
ja Scholesin kaavan [121] mukainen arvo on

V=S%d(d,)—K*exp(—r(T-s))®(d,)

missi

In(%)+(r+%az)(T—s)

a(T-5)

.= a  d,=d,-oV(T-s).
=
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Riskifaktoreiksi ja vastaaviksi riskifaktoreiden muutoksiksi otetaan
Z.=(In(S,),r;, 00) ja Xe1=(IN(S,1)=IN(S,), re 1= re, 00 —0)"
Tappion lineaarinen approksimaatio on

LtA+1: _(V5A+ VSStXt+1,1+VrXt+1,2+VaXt+1,3) .

V :n alaindeksit tarkoittavat osittaisderivaattoja ajan, osakkeen alkuarvon, koron ja volatiliteetin
suhteen.

Toisena esimerkkini tarkastellaan nollakuponkilainoista muodostuvaa portfoliota, kun lainojen
maturiteetit ovat T ja arvot hetkelli t ovat P(t,T;),i=1,...,d . Maturiteetin T;lainojen
lukumaiirdd merkitdian A; :114. Koska nollakuponkilainojen avulla voidaan esittis
kuponkituottoja antavien lainojen portfolioita, tidssi esitettdvad malli on kdyttokelpoinen
yleisemmin kuin vain nollakuponkilainoilla. Kun jatkuvaa tuottoa ajan hetkelld t maturiteetin T ;
funktiona merkitdzn Y (t,T;) :114, nimellisarvoltaan yhden rahayksikén nollakuponkilainan
arvo on

p(t, T;)=exp(—(T;—t)y(t,T;).

Otetaan riskifaktoreiksi tuotot Y (t, T;),i=1,...,d . Portfolion arvo ajan hetkelld t on
d

V=2 Ap(,T).
i-1

Tappion lineaariseksi approksimaatioksi saadaan ottamalla osittaisderivaatat ajan ja tuottojen
suhteen

d
Lt+1:_; Ap(E, Ty, T)—(T,—t) X1,

missi riskitekijoiden muutokset ovat X, ;=Y (t+1,T;)—y(t,T;) . Tehdiin melko karkea
oletus, etti tuottokiyrd on riippumaton maturiteetista y (£, T )=y (t) ja yhden aikajakson
(esimerkiksi yhden vuoden) kuluttua tuotto muuttuu samaan suuntaan maturiteetista riippumatta
y (t+1)=y(t)+6 . Nimi approksimaatiot tehdizin usein kiytinnon laskujen
yksinkertaistamiseksi. Tappion lineaarinen approksimaatio tulee muotoon
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missi duraatio D on

d t, T,
D:Z /\I,M(Ti_t)_
= V.

Duraatio on portfolion sisédltdmien lainojen diskontatulla kassavirralla painotettujen
maturiteettien summa.

Laskelma antaa sivutuloksena tunnetun immunisaatiomenetelmén vakuutusyhtion varojen ja
velkojen muodostaman portfolion tasapainottamiselle. Portfolio rakennetaan siten, ettd sen arvo
on immuuni korkokdyrin muutoksille, jossa korkokdyrd muuttuu maturiteetista riippumatta
seuraavasti Y (t+1)=y(t)+6 . Immunisaatiossa sijoitetaan portfolion varat siten, ettd varojen
ja velkojen muodostaman koko portfolion duraatio on nolla.

Value-at-Risk

Tappiojakaumaan perustuvista riskimitoista tunnetuin on Value-at-Risk (merkitdin myos
VaR).Value-at-Risk antaa tarkasteltavalla aikavélilld tappioméérén ylédrajan, jota suuremmaksi
tappio ei jollakin todenndkoisyydelld « nouse. Todenndkoisyys & on luottamustaso, jolla tappio
jdd alle médrdn VaR, . Maksimitappion riippuvuus luottamustasosta merkitin siis
alaindeksilld. Matemaattisesti V@R, on « -kvantiili:

VaR =inf {|eR:P(L>)<1-«}=inf {|eR:F, (I)>«}.

Tappiojakauman jakaumafunktiota merkittiin F :114. VaR, tiivistii tappiojakauman yhteen
lukuarvoon, joten silli on omat puutteensa. Erityisesti VAR, ei sisilld mitiin tietoa tappiosta,
jotka tapahtuvat alle 1- « todennidkoisyydelld. Jakauman héntdosan mallintamisen vaikeudesta
johtuen malliriski on todellinen, ja useamman riskin yhteisjakaumaa mallinnettaessa malliriski
voi edelleen kasvaa. Riskien vaihtelut ja riskien volatiliteetit saattavat riippua toisistaan tavalla,
jota ei kyetd mallintamaan riittdvin hyvin. Esimerkkeji tdllaisesta ovat markkinoilla tapahtuvat
romahdukset, jotka koskevat monia sijoitusluokkia ja siten monella tapaa vaikuttavat talouden
toiminnoissa.

Riskimitta VaR ei ota huomioon riski#, joka syntyy suuren markkinaosapuolen
likviditeettiriskistd. Suuren transaktion toteuttaminen itse aiheuttaa hdirion markkinoilla,
esimerkiksi suuren osakeméddrdn myynti laskee myytdvin osakkeen hintaa. Yksittdisen toimijan
toimenpiteet vaikuttavat harvoin koko markkinaan, mutta osamarkkinoilla, esimerkiksi
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yksittidisessi sijoitusrahastossa vaikutukset saattavat olla merkittdvid.

Kéaytdnnossi tarkastellaan esimerkiksi luottamustasoja & =0,95 tai « =0,99. Markkinariskeissa
aikaviliksi otetaan tyypillisesti yhden tai kymmenen péivin jakso ja luotto- ja operatiivisissa
riskeissd yhden vuoden jakso. Vakuutusyhtion tilanteessa tyypillinen aikavili on yksi vuosi tai
vuotta pidempi jakso. Vakuutusyhtion kokonaisriskiin siséltyvét vakuutusriskit seki edella
mainitut markkina-, luotto- ja operatiiviset riskit.

Kun jakaumafunktio on jatkuva ja aidosti kasvava, kvantiili on jakaumafunktion kiinteisfunktio:

du=F (). 9)

Kiytinnossi tappiojakaumia mallinnetaan usein jatkuvilla jakaumilla, jolloin VAR, saadaan
suoraan kaavan (9) mukaan tappiojakaumafunktion kiénteisfunktiona. Normaalijakaumalle
N(u, o) ja Studentin t-jakaumalle t(v,u, o”) saadaan:

VaR,=u+0od () (normaalijakauma) (10)

VaR,=u+ot, () (Studentin t-jakauma). (11)
Edelld normaalijakauman parametrit ovat jakauman odotusarvo ja varianssi. Studentin t-
jakauman parametri v >2 on vapausaste, i on jakauman odotusarvo ja parametri o’ antaa

jakauman varianssin kaavasta var(L)=vo?®/(v—2). Studentin t-jakauma on tappiojakauman
mallina useissa tilanteissa parempi kuin normaalijakauma.

VaR, ei ota huomioon jakauman todennikdisyystason U> « ylittivin tappion médrdd. Tamin
puutteen korjaa riskimitta TVaR,, | joka on jakauman hintiosan yli otettu VaR, :n odotusarvo:

1
TVaR,lei—(XfVaRu(L)du.

Seuraavaksi esitetdin kirjallisuudessa usein esiintyvit kolme riskimittaa, joilla on liheinen
suhde VaR,ja TVaR, -riskimittoihin [29]:

CTE.=E(L|L>VaR,) (Conditional Tail Expectation)

CVaR,=E(L-VaR,|L>VaR,)=CTE ,—VaR, (Conditional VaR)

ES.,=E(L-VaR,), (Expected Shortfall).



40

Niiden ja TVaR, :n viililld on seuraavat riippuvuudet [29]:

1

—X

TVaR,=VaR,+——ES,

1
CTE,=VaR,+=————ES
* * F,(VaR,) °©

ES.
CvaRo(—I_:XTaRa)

Jos jakaumafunktio on jatkuva, saadaan yhtisuuruus TVaR ,=CTE, [29].

Salkun markkinariskien laskennallisia menetelmia

Markkinariskien laskennan perusmenetelmét ovat varianssi-kovarianssimenetelma,
historiatietoithin perustuva simulointi ja Monte Carlo -menetelma.

Varianssi-kovarianssimenetelméssé oletetaan riskitekijoiden noudattavan jotakin sopivaa
jakaumaa, jonka jakaumaparametrien avulla voidaan lausua tappiojakauman lineaarinen
approksimaatio. Tavallisin ja tunnetuin kdytetty jakauma on multinormaalijakauma
Xia~N d(ﬂ ,2) , missd jakauman parametrit ilmaisevat odotusarvon ja varianssi-
kovarianssimatriisin (lyhyemmin sanottuna kovarianssimatriisi). Jakauman dimensiota on
merkitty d :114.

Oletetaan tappiojakauman olevan lineaarista muotoa LtA+1 =—(c, +b't X;41) , missi C; ja vektori
blt ovat mallin kertoimia. Multinormaalijakauman perusominaisuuksien perusteella
tappiojakauma noudattaa yhden muuttujan normaalijakaumaa Ly, ~ N(—¢,—b, u, b, b,) .
Esimerkiksi riskimitta voidaan laskea suoraan kaavasta (10) kdyttdmaélld jakauman Lfﬂ
odotusarvoa ja hajontaa.

Aikaisemmin esitetyssi esimerkissi L., =—V,W, X,., eli kerroin on b,=V,.w, . Kuten
aikaisemmin todettiin, voidaan tarkastella joko ei-ehdollista tai ehdollista tapausta. Esitetyn
menetelmin heikkoutena on, ettéd lineaarinen malli ei aina kuvaa hyvin tappiojakauman
riippuvuutta riskitekijoistd. Vaikka lineaarinen malli olisikin riittdvéd, yleensd normaalijakauman
oletus ei vastaa todellista tappiojakaumaa. Kokemusperdiset havainnot, varsinkin lyhyemmilld
aikajaksoilla pdivéasti neljinnesvuoteen, tukevat useissa tilanteissa huipukasta ja
paksuhéntdisempdd jakaumaa [121]. Normaalijakaumaoletuksesta seuraa tappiojakauman
hiintdosan ja vastaavien riskimittojen, kuten VaR,, aliarviointi. Mallin virhe siis vaikuttaa ei-
turvaavaan suuntaan ja voi tdten johtaa pahimmillaan yhtion vakavaraisuuden vaarantaviin
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johtopditoksiin. Normaalijakaumaoletuksesta johtuva mallivirhe on seké ei-ehdollisen etti
ehdollisen tappiojakauman ongelma.

On kuitenkin olemassa muitakin jakaumia kuin normaalijakauma, joiden lineaarinen muunnos

noudattaa edelleen samaa jakaumatyyppid kuin alkuperdinen jakauma. Téllaisia jakaumia ovat

usean muuttujan Studentin t-jakauma ja yleistetty hyperbolinen jakauma. Sanotaan, ettd mainitut

jakaumat ovat suljettuja lineaarisen muunnoksen suhteen. Kun riskitekijit noudattavat usean

muuttujan Studentin t-jakaumaa X3~ t4(v, 1, X) | tappiojakauman lineaarinen
approksimaatio noudattaa jakaumaa L¢,, ~t (v, —C,— b.u,b,3b,) ja esimerkiksi riskimitta
VaR, lasketaan kaavasta (11).

Historiatietoihin perustuva simulointi kdyttdd havaittuja tappioiden arvoja £t7n+1 Yy Et , kun

vastaavat havaitut riskitekijét ovat Xi_pi1r -+ X . Havaintotietoihin perustuvista arvoista

voidaan laskea haluttu riskimitan arvo olettamalla havaitut tappioarvot otannan tulokseksi.

J ar]estetaan tappioarvot suuruusjirjestykseen L,, pSen S L1 » , josta esimerkiksi V@R, voidaan

arvioida L n(1-«)),n » Misséd hakasuluilla tarkoitetaan suurinta kokonaislukua, joka ei ylitd arvoa
n(l—«) . Esimerkiksi, jos n=1000 ja & =0,99 arvioidaan VaR,, ottamalla 10. suurin tappioarvo.

Vastaavasti riskimitan CTE, arvio on 10 suurimman tappioarvon keskiarvo.

Jos havaintopisteiden lukumiird n ei ole riittdvén suuri, sovitetaan havaittuihin tappioarvoihin
sopiva teoreettinen jakauma ja tdmin jidlkeen lasketaan riskimitta analyyttisesti sovitettujen
jakauman parametrien arvoilla vastaavasti kuin aikaisemmin laskettiin riskimittoja varianssi-
kovarianssimenetelméllid. Koska havaittu jakauma kuvaa usein todellista jakauman héantii
heikosti, ja hintdjakauma on nimenomaan tarkastellun kohteena riskimittoja laskettaessa,
voidaan hintidjakaumaan sovittaa ddrimmdisten arvojen teorian mukainen jakauma. Tillainen
jakauma voi olla esimerkiksi yleistetty Pareto-jakauma.

Historiatietoihin perustuvalla menetelmélld on muutamia vahvuuksia. Menetelmi on
yksinkertainen ja helposti ymmirrettidva. Riskimitan arviointi on yksiulotteinen tehtédvd, eikd
tilastollinen moniulotteinen riskitekijoihin ja niiden riippuvuuksiin perustuva
mallintamisongelma. Heikkoutena on edelld mainittu havaintotietojen riittdvyys siten, etti ne
kuvaavat nykytilannetta ja tulevaisuutta. Historiatietoihin perustuva menetelmé antaa arvion ei-
ehdollisesta tappiojakaumasta eikéd ehdollista jakaumaa edelld esitetylld historiatietoihin
perustuvalla menetelmélléd saada.

Simulointimenetelmissi historiallisista riskitekijéiden muutoksista X; .1, --+, X riippuvasta
mallista simuloidaan haluttu méérid m kpl ennustetun riskitekijin arvoja X (tlfl s X QT)l . Naistd
edelleen lasketaan m kpl tappioennusteen arvoja l:(tl+)1 yares i(tT{ . Simuloitavien arvojen
lukuméérdd m voidaan kasvattaa halutun suuruiseksi, jolloin simuloidusta jakaumasta
laskettavien riskimittojen tarkkuus kasvaa ja mallin kyky kuvata todellisuutta asettaa rajan
tulosten tarkkuudelle. Riskimitan arvo lasketaan vastaavalla tavalla kuin esitettiin historiallisiin
tietoihin perustuvassa menetelmissd. Nyt kdytetddn mallista simuloituja arvoja, eikd suoraan
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kokemusperiisid arvoja.

Jos mallista on suoraan laskettavissa analyyttisella kaavalla riskimitan arvo, simulointia ei
tarvita. Realistisemmat mallit, joissa mahdollisesti mallinnetaan myds riskitekijoiden keskiniisid
riippuvuuksia, johtavat siihen, ettd joudutaan kdyttamiidn simulointimenetelmid. Seki ei-
ehdollinen etti ehdollinen jakauma ovat mahdollisia riippuen onko malli staattinen
jakaumamalli vai dynaaminen aikasarjamalli. Mallin heikkoutena suuressa tai johdannaisia
sisdltdvissi salkussa voi olla laskennan raskaus. T@hinkin ongelmaan on olemassa omia
menetelmiiin, joilla laskentaa voidaan keventii, englanninkielisiltd nimiltidéin: "Variance
reduction” ja "Importance sampling" [121].

Dynaaminen mallintaminen mahdollistaa my9ds ehdollisen tappiojakauman ennustamisen.
Dynaamista mallinnusta voidaan jatkaa pidemmille tulevaisuuteen kuin yhden aikaperiodin
pidhin. Laskennan tarkkuutta — ei mallin tarkkuutta — voidaan yleensé kasvattaa pidemmin
aikajakson ennustamisessa, verrattuna yhden aikaperiodin laskentaan, jossa laskettavan
aikaperiodin pituutta vain kasvatettaisiin.

Joissakin malleissa ennuste pidemmaille aikaperiodille voidaan laskea suoraan analyyttisella

kaavalla. Oletetaan, ettéd riippumattomat samoinjakautuneet riskitekijoiden muutokset
h

noudattavat normaalijakaumaa N 4(0, 2) | jolloin summan jakauma on Z X, ~N,0,hZX)ja
i-1

tappiojakauma noudattaa jakaumaa L ~N (0, hb, 3 b,) . Nahdsn, etti VaR, ja CTE,
skaalautuvat ajan nelidjuuren mukaan:

VaR"=vVhVaR" ja
CTE!"=VhCTE},

missi aikajakso 4 merkittiin sulkuihin yldindeksina.

Vakavaraisuuspdaaoman kasitteesta

Vakavaraisuuspidoman késitettd on kéytetty erityisesti pankkitoimialalla ja sen kédytté on
laajentunut my0s vakuutusalalla. Vakavaraisuuspdiomaa voidaan sellaisenaan pitidi erdénd
riskimittana. Vakavaraisuuspddomavaatimuksen laskentaa sivutaan timén esityksen kaikissa
luvuissa.

Osa riskeistd on pankki- ja vakuutusalalla samoja, vaikka niiden sijoitustoiminnassa onkin
joitakin eroja, luottoriskit ovat yleensd pankeissa tarkedmpid niiden perustehtivin takia.
Erityinen kysymys vakuutusalalla on vakavaraisuuspidoman madrddminen vakuutusriskien
osalta. Vakavaraisuuspdioman mééritys perustuu markkina-arvoihin tai kdypiin arvoihin, koska
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ne kuvaavat paremmin todellista tilannetta verrattuna kirjanpitoarvoihin.

Tarkka Solvenssi II -direktiivin mukainen vakavaraisuuspdadaomavaatimuksen laskenta edellyttdd
sa@nnoston mukaista vastuuvelan, velkojen, hyviksyttyjen omien varojen ja vakuutusyhtion
kaikkien riskien kaésittelyd [176, 177]. Euroopan Unionin Solvenssi II:n vakavaraisuuspdioma-
vaatimuksia esitellddn yksinkertaistaen seuraavassa luvussa, mutta tarkka vakaraisuuspddoma-
vaatimuksen laskenta vaatii edelld lueteltujen seikkojen tdsmallistd huomioon ottamista. Niiden
esittely rajataan timin esityksen ulkopuolelle, joten tarvittaessa lukijan on turvauduttava
suoraan vakuutusyhtiolakiin tai Solvenssi II -direktiivin tekstiin. Aikaisemman lainsddaddannon
mukainen vakavaraisuuspiddoman késite ei ole kirjanpidollisella tarkkuudella sama kuin
Solvenssi II:n vakavaraisuuspididoma. Tietenkin Euroopan talousalueen ulkopuolisissa maissa
kisitteiden sisdltd voi poiketa, koska ne noudattavat omaa lainsdddéntodén.

Useimmissa englanninkielisissd 1dhteissd termilld Economic Capital saatetaan tarkoittaa
vihimmadispddoman madrad, joka tarvitaan tappioiden kattamiseksi tietylld luottamustasolla.
Esimerkiksi ldhteiden [50, 121] Economic Capital -késite vastaa ldhinné tdmén esityksen
vakavaraisuuspaaomavaatimusta.

Vakavaraisuuspiiomaan liittyy keskeisid vakuutusyhtididen taloudellista tilaa kuvaavia
tunnuslukuja. Esimerkiksi vahinkovakuutusyhtion vastuunkantokyky on yhtion
vakavaraisuuspddoman méiri jaettuna jilleenvakuuttajien osuuden jélkeiselld
vakuutusmaksutuotolla edelliseltd 12 kuukaudelta (Iihteen [50] tunnusluku RAROC on
vastuunkantokyvyn kidnteisluku, Risk-Adjusted Return on Capital). Vahinko- ja
henkivakuutusyhtion vakavaraisuusaste on yhtion vakavaraisuuspdadoman suhde vastuuvelkaan.
Tunnuslukujen laajempi késittely rajataan tdmin esityksen ulkopuolelle.
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4 Solvenssi ll:n vakavaraisuuspaaomavaatimukset

Euroopan Unionin Solvenssi II -direktiivin miirilliset sddnnokset koostuvat varojen ja velkojen
arvostamista, vastuuvelkaa, omaa varallisuutta ja vakavaraisuutta koskevista sdinnoksistéd [176,
177]. Tassé luvussa esitelldin yksinkertaistaen vakavaraisuuspidomavaatimusten laskentaa
Solvenssi II:n mukaan. Solvenssi Il sisdltdd vakuutusyhtion vakavaraisuuspddomavaatimuksen ja
vihimmaiispddomavaatimuksen. Mité riskisempi on vakuutusyhtion tilanne sitd korkeammat ovat
vakavaraisuuspddomavaatimukset. Seuraavaksi esitelldéin ensiksi vakavaraisuuspadoma-
vaatimuksen ja sen jidlkeen vihimmadispddomavaatimuksen laskentaa.

Vakavaraisuuspddomavaatimus

Vakavaraisuuspiiomavaatimuksen tarkoituksena on asettaa yrityksen oma varallisuus védhintiin
sellaiselle tasolle, jolla vakuutuksenottajien edut ovat kohtuullisella varmuudella turvatut.
Vakavaraisuuspiiomavaatimus on laskettava standardikaavalla tai kdyttamailld kokonaista tai
osittaista sisdistd mallia. Lainsddddnnon mukaan on siis olemassa kaksi vaihtoehtoa, joista
vakuutusyhti6 voi lain sallimissa puitteissa valita. Vakavaraisuuspddomavaatimusta laskettaessa
on oletettava, ettd liiketoiminta jatkuu. Vakavaraisuuspddomavaatimuksen on katettava olemassa
oleva liiketoiminta ja seuraavien 12 kuukauden kuluessa odotettavissa oleva uusi liiketoiminta.
Olemassa olevan litketoiminnan osalta vakavaraisuuspddomavaatimuksen on katettava
ainoastaan odottamattomat tappiot. Vakavaraisuuspddomavaatimuksen on vastattava vakuutus-
yhtion oman varallisuuden Value-at-Risk-arvoa, joka on laskettu 99,5 % todennidkoisyydelld
yhden vuoden ajanjaksolle.

Vakavaraisuuspiiomavaatimuksen laskenta késittdd ainakin seuraavat riskimodulit:
vahinkovakuutusriski, henkivakuutusriski, sairausvakuutusriski, markkinariski ja vastapuoliriski
(perusvakavaraisuuspddomavaatimus). Kukin riskimoduleista kalibroidaan kéyttamailld Value-at-
Risk-arvoa, joka on laskettu 99,5 % todennidkoisyydelld yhden vuoden ajanjaksolle.
Riskimodulien muotoilussa otetaan tarvittaessa huomioon hajautusvaikutukset. Katastrofeihin
liittyvissa riskeissd voidaan tarvittaessa kiyttdd maantieteellisii erittelyjd henkivakuutus-,
vahinkovakuutus- ja sairausriskimodulien laskennassa. Standardikaavan mukaan
vakavaraisuuspidomavaatimus on perusvakavaraisuuspddomavaatimuksen ja operatiivista riskid
koskevan padomavaatimuksen summa seki korjaus, jolla otetaan huomioon vakuutustekniseen
vastuuvelkaan ja laskennallisiin veroihin liittyvd vaimennusvaikutus. Vakavaraisuuspddoma-
vaatimus on laskettava vihintidin kerran vuodessa.

Operatiiviseen riskiin sisiltyvét oikeudelliset riskit, mutta eivét strategisiin padtoksiin liittyviét
riskit eivitkd maineriskit. Operatiivisen riskin vakavaraisuuspddomavaatimus lasketaan
vakuutusyhtion eri vakuutustyyppien volyymien mukaan: pddasiassa vastuuvelkojen miirien ,
maksutulojen ja vakuutusyhtion hallinnollisten kulujen perusteella.
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Vakavaraisuuspiiomavaatimusta koskeva standardikaava on

Basic SCR=/| Y, Corr, ;SCR,SCR,
ij ’

missi indeksit 7 ja j tarkoittavat vahinko-, henki-, sairaus-, markkina- ja
vastapuoliriskimoduleita. Direktiivissd korrelaatiokertoimia on merkitty Corr-merkinnalla.
Korrelaatiokertoimien arvot matriisina esitettyni ovat:

1,] Markkina Vastapuoli Henki Sairaus Vahinko
Markkina 1 0,25 0,25 0,25 0,25
Vastapuoli 0,25 1 0,25 0,25 0,5
Henki 0,25 0,25 1 0,25 0
Sairaus 0,25 0,25 0,25 1 0
Vahinko 0,25 0,5 0 0 1

Esimerkiksi vahinkovakuutus- ja vastapuoliriskien vililld on korrelaatiokerroin 0,5.
Vahinkovakuutusriskeilli ei ole korrelaatiota sairaus- ja henkivakuutusriskien kanssa.

Vahinkovakuutusriskimodulia koskeva standardikaava on

SCR

non-life

=¢Zj) Corr, ;SCR,SCR;

missid indeksit 7 ja j tarkoittavat vahinkovakuutuksen vakuutusmaksu- ja
korvausvastuuriskialamodulia ja katastrofiriskialamodulia.

Henkivakuutusriskimodulia koskeva standardikaava on

SCR= 2. Corr, ;SCR;SCR,
i, ’

missd indeksit 7 ja j tarkoittavat henkivakuutuksen kuolevuus-, pitkdikdisyys-, tyokyvyttomyys-
ja kuolevuus-, kustannus-, muuttamis-, raukeamis- seké katastrofiriskialamoduleita.

Markkinariskimodulia koskeva standardikaava on

SCR poec=1 2 Corr; ;SCR,SCR,
i, ’
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missd indeksit i ja j tarkoittavat markkinariskin korko-, osake-, omaisuus-, korkomarginaali-,
markkinariskikeskittymis- ja valuuttariskialamoduleita.

Vastapuoliriskin ja sairausvakuutusriskin vakavaraisuuspddomavaatimukset lasketaan myos
Solvenssi II -sdintelyyn liittyvédn ohjeistuksen mukaisesti. Solvenssi II:n lainsdadidntokehikon
rakenne on selitetty tarkemmin ldhteessi [178]. Vastapuoliriskin ja sairausvakuutusriskin
vakavaraisuuspidomavaatimusten laskentakaavat eivit perustu vilttamittd korrelaatio-
matriiseihin. Myds ndmé mainitut riskimodulit on kalibroitava kédyttamilld Value-at-Risk-arvoa,
joka on laskettu 99,5 % todennikdisyydelld yhden vuoden ajanjaksolle.

Vahimmaispaaomavaatimus

Viahimmiispddomavaatimuksen on vastattava sitd omien varojen méérad, jonka alittuessa
vakuutuksenottajiin ja edunsaajiin kohdistuisi kohtuuton riski, jos vakuutusyrityksen sallittaisiin
jatkaa toimintaansa.

Viahimmiispadomavaatimuksen absoluuttisen vihimmaéistason on oltava [177]:

i. vahinkovakuutusyrityksissd kytkosyritykset mukaan luettuna 2 500 000 euroa
lukuunottamatta tapauksia, jotka sisiltavit vakuutusluokkiin 10 — 15 kuuluvia riskeja,
jolloin tason on oltava vihintddn 3 700 000 euroa;

1. henkivakuutusyrityksissi kytkosyritykset mukaan luettuna 3 700 000 euroa;

iii. jalleenvakuutusyrityksissd 3 600 000 euroa lukuunottamatta kytkosyrityksid, joissa
vihimmaispddomavaatimus on 1 200 000 euroa;

iv. yrityksissi, jotka harjoittavat samanaikaisesti henki- ja vahinkovakuutustoimintaa i ja ii-
alakohdissa mainittujen rahamédrien summa.

Kohta iv tarkoittaa direktiivin 73 artiklan kohdassa 5 [176] lueteltujen maiden vakuutusyhtioita,
joissa lainsdddédnto on mahdollistanut samanaikaisen vahinko- ja henkivakuutustoiminnan.
Suomen lainssdddidnnon mukaan toimivissa vakuutusyhtidissd henki- ja vakuutustoiminta ei ole
ollut mahdollista samassa vakuutusyhtiossid. Useimmissa tapauksissa suomalainen
vahinkovakuutusyhtio harjoittaa direktiivin vahinkovakuutusluokkiin 1 ja 2 (tapaturmat ja
sairaus) liittyvdd vakuutustoimintaa. Kohta iv ei koske nditd vakuutusyhtisita. Uuden Solvenssi
IT -sd@nnoston mukaan henki- ja vakuutustoiminta on pidettidva erilldén toisistaan.

Absoluuttisen vahimmadistason ylittyessd vihimmaispddomavaatimus lasketaan seuraavien
muuttujien tai joidenkin niistd lineaarisena funktiona: vakuutustekninen vastuuvelka,
vakuutusmaksut, riskipddoma, laskennalliset verot ja hallinnolliset kulut. Kédytetyistd muuttujista
on vihennettdvi jilleenvakuutuksen osuus. Lineaarinen funktio on kalibroitava tasolle, joka
vastaa vakuutusyhtion oman varallisuuden Value-at-Risk-arvoa, joka on laskettu 85 %
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todennikoisyydelld yhden vuoden ajanjaksolle. Vahimméaispddomavaatimus ei saa laskea alle 25
% tai ylittaa 45 % vakavaraisuuspddomavaatimuksesta. Vahimmaiispadomavaatimus on
laskettava vihintiin neljannesvuosittain ja laskennan tulokset on ilmoitettava
Finanssivalvonnalle. Jos vahimmaiispddomavaatimus on madrdaytynyt 25 % tai 45 % -rajan
perusteella, yrityksen on toimitettava Finanssivalvonnalle tietoja miksi nédin on tapahtunut.
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5 Luottoriskien mallintamisesta

Toisistaan riippuvat luottoriskit

Téassd luvussa mallinnetaan luottoriskid ja erityisesti usean yhtion muodostaman salkun
luottoriskii, jossa yksittdisen yrityksen maksukyvyttomyys (eng. default) riippuu muiden
yhtitiden tilanteesta esimerkiksi yleisen taloudellisen tilanteen muutoksen kautta. Tédssi
yhteydessi kiytetddn termid yritys, jolla ymmarretdin yleisemmin velallista tai muuta
vastapuolta, jolla on maksuvelvoite saajalle. Vuoden 2008 finanssikriisin jilkeen todettiin, ettd
useimmat luottoriskid kuvanneet mallit eivit ottaneet riittdvalla tavalla yritysten vilistid
riippuvuutta huomioon dériolosuhteissa. Tasséd luvussa mallinnetaan salkun luottoriskid siten,
ettd maksukyvyttomyyden riippuvuus otetaan huomioon. Vaikka kisiteltivina ovat luottoriskit,
samoja menetelmii voi soveltaa muihinkin toisistaan riippuviin riskeihin. Luottoriskin
ottaminen esimerkiksi on perusteltua siksi, etti erityisesti pankkipuolella luottoriskit ovat
markkina- ja operatiivisiin riskeihin verrattuna suurempia.

Vakuutuspuolella vastaavia malleja voi soveltaa esimerkiksi toisistaan riippuvien
vakuutusriskien mallintamiseen kokonaisuutena. Samoin sekd pankki- ettd vakuutusyhtioissi
nykyisen integroituneiden markkinoiden aikana markkinariskejd on realistisissa malleissa
kisiteltdva toisistaan riippuvina. Edelleen samaa ajatusta voi luontevasti laajentaa ylemmaélle
tasolle, jolloin markkina-, vakuutus-, luotto- ja operatiivisia riskejd mallinnetaan toisistaan
riippuvina. Solvenssi II on erids tapa ottaa huomioon riskien vélistd riippuvuutta, mutta tassi
esitetddn menetelmid, joiden avulla on mahdollista kehittdd paremmin todellisuutta kuvaavia
malleja. Toisaalta riskien kédyttdytyminen déiriolosuhteissa on kuitenkin jollakin tavalla
ylliatyksellistd, joten lilan monimutkaiset mallit eivit tuo lisdarvoa. Liika monimutkaisuus voi
himartii tilanteen ymmértdmisté ja luottaminen malliin, jota ei tdysin ymmaérretd voi johtaa
vidriin johtopéditoksiin. Tassi esitettdvét riippuvuutta kuvaavat mallit ovat kuitenkin varsin
yksinkertaisia.

Seuraavaksi esitettdvissd mallissa luottoriskilld tarkoitetaan maksukyvyttomyyden sattumisen
todennikoisyyttd jonkin madrdtyn ajanjakson aikana, esimerkiksi seuraavan yhden vuoden
aikana. Maksukyvyttomyyden tapahtumisen ajankohdalla tarkasteltavan ajanjakson sisilli ei ole
merkitystd. Tidtd on ldhteessd [97] kutsuttu staattiseksi luottoriskin mallintamiseksi.
Luottojohdannaisten hinnoittelussa tarvitaan dynaamista luottoriskin mallintamista, jossa
maksukyvyttomyyden tapahtuman tai luottokelpoisuuden muutoksen ajankohta on otettava
huomioon.

Mallit on ldhteessi [97] jaettu sekoitus- ja kynnysmalleihin (eng. mixture and threshold models).
Kynnysmallit ovat kuitenkin vain sekoitusmallien erikoistapaus. Malleja kisitelldén erikseen,
koska niissi on erilainen ldhestymistapa maksukyvyttomyyden tapahtumisen mallintamiseen.
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Otetaan aluksi kdyttoon muutamia merkintdjé, jotka samalla selventdvit mallinnettavaa
tilannetta. Maksukyvyttomyysindikaattorilla tarkoitetaan satunnaismuuttujaa Y ;, joka saa arvon
1, jos yhti6 joutuu maksukyvyttomiksi tarkasteltavan ajanjakson T sisilld ja muussa
tapauksessa arvon 0. Merkitddn €; :114 vastapuolelta olevaa saatavan mééraa ja tappion osuutta
l; 114, jos maksukyvyttomyys tapahtuu. Maksukyvyttomyystilanteessa on siis mahdollista saada
osa saatavasta takaisin. Niilld merkinnoilld tappio on

Jos salkussa on M eri saatavaa, yhteensa
m
(m)_
L™= 21; leY,.
=

Salkkuja, joissa saatavien miirit ja tappio-osuudet ovat samat kutsutaan homogeenisiksi
salkuiksi. Téassd esityksessi tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi vain homogeenisia salkkuja.
Otetaan vield kdytt6on maksukyvyttomyystapahtumien lukumaéérille merkinta N™

Homogeenisessa salkussa /;=/ ja voidaan asettaa €,=1  joten

L= Y =IN™.

i=1

Siten homogeenisessa salkussa maksukyvyttomyydesté johtuvan tappion laskenta voidaan
suorittaa tarkastelemalla maksukyvyttomyystapahtumien jakaumaa. Homogeenisen salkun
maksukyvyttomyystodennikoisyydet ovat samat kaikilla vastapuolilla.

Aluksi tarkastellaan yksinkertaista binomimallia, joka yleensd soveltuu heikosti
maksukyvyttomyystodennikoisyyksien mallintamiseen, mutta binomimallia laajentamalla
saadaan huomattavasti realistisempi malli. Binomimallissa on m vastapuolta, jotka joutuvat
maksukyvyttémiksi todennikoisyydelli p ajanjakson 7 sisilld. Oletetaan, ettd indikaattorit Y
ovat riippumattomia ja samoinjakautuneita. Maksukyvyttoméksi joutuvien vastapuolten
lukumérd on N'™ riippumattomien Bernoulli-jakautuneiden satunnaismuuttujien summa, joten
se on binomijakautunut parametreilla m ja p. Siten todennékdisyys, ettd tapahtuu k
maksukyvyttomyystapahtumaa on

P(N™=k)=("")p"(1-p)™,
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ja maksukyvyttomyystapahtumien odotusarvo on E N™=m p . Edelli oletetut binomimallin
rilppumattomuuden ja samoinjakautumisen oletukset ovat harvoin voimassa todellisuudessa.
Maksukyvyttomyystapahtumilla on todettu olevan riippuvuuksia siten, ettd poikkeavissa tai
adrimmadisissd tilanteissa maksukyvyttomyyksien todennikéisyydet kasvavat huomattavasti.
Binomimalli johtaa liian pieniin salkun suurten tappioiden todennédkdisyyksiin. Kiytetddn
sanontaa, ettd binomimallin tappiojakauman hinti ei ole paksu. Melko yksinkertaisella
binomijakauman tdydennykselld voidaan muodostaa malli, joka huomioi
maksukyvyttomyystapahtumien riippuvuuden ja samalla koko salkun tappiojakauman

paksumman héinnin.

Satunnaisvektori Y =(Y1,..., Y »)" noudattaa Bernoullin sekoitusjakaumaa, jolla on
satunnaistekijid ¥ , jos on olemassa funktiot ;:IR—[0,1], 1<i<m siten, etti ehdolliset
satunnaismuuttujat Y| ¥ ovat riippumattomia Bernoulli-jakautuneita satunnaismuuttujia ja
P(Y,=1|¥=y)=p;(v). Miritelmi yleistyy suoraan korkeampaan dimensioon, jolloin
satunnaisvektorilla ¥ on o <m komponenttia, joiksi voidaan ottaa sopivia makrotaloudellisia
tekijoitd, esimerkiksi korko- tai osakeindeksejd.

Koska maksukyvyttomyyttd kuvaavat indikaattorifunktiot ovat riippumattomia ja ne noudattavat
Bernoullin jakaumaa, saadaan

P(y=y¥=y)=[1P(v,=y,l¥=v)=]T p(w)"(1-pw)"".

i=1

Edellisestii kaavasta saadaan todenniikoisyys P (Y =Y ) integroimalla satunnaistekijin ¥
kaikkien mahdollisten arvojen yli. Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi tilannetta, jossa
salkun maksukyvyttomyyden todenniikdisyydet ovat samoja P(@)=p;(¢)=P(Y,=1|¥=y) .
Satunnaismuuttujaa P () kutsutaan sekoitusmuuttujaksi. Kiyttimalld odotusarvon ja iteroidun
odotusarvon mééritelmid saadaan

P(Y;=1)=E(p(¥)). (12)

Todennikoisyys, ettd salkussa tapahtuu tietty méddrda maksukyvyttomyystapahtumia on edelld
esitetyn perusteella

P<N<””:/<|vf=w>:<”k’>p<w>k<1—p(w>>m*.

Jotta saamme ei-ehdollisen todennikoéisyyden on integroitava P(¢) :n yli:
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1

P<N<m>=/<>=<f,j>f p(w)(1=p(y))™ dG(p(w)),

0

missid G on sekoitusmuuttujan P () kertymifunktio eli G (X)=P(p(y)<x).
Sekoitusmuuttujan jakaumana voidaan kdyttdd esimerkiksi Beta-, Probit-normal- tai Logit-
normaalijakaumia [97]. Esimerkiksi, jos sekoitusmuuttujan jakauma on Beta-jakauma, saadaan

m _ . m Bla+k,b+m—k)
P(N —k)—(k) 3(a.b)

, a,b>0, missi

1
B(a,b)ZI 227 1-z)"', 0<z<1.
0

Aikaisemmin kisitellyssd binomimallissa maksukyvyttomyysindikaattorit olivat riippumattomia,
joten niiden vélinen korrelaatio on nolla. Sekoitusmallissa ehdolliset
maksukyvyttomyysindikaattorit ovat riippumattomia, mutta ilmeisesti ei-ehdolliset
indikaattorifunktiot ovat korreloituneita. Nédytetddn seuraavaksi, ettd nédin on ja lisiksi
sekoitusjakauman ensimmadinen ja toinen momentti madrddvit korrelaatiokertoimen. Merkitddn

7T:P(Yi1:1"" ’ Yik:]-) , missi {il,...,ik},ke{ 2,...,m} on joukon { 1,...,m}
mielivaltainen osajoukko. Kahden indikaattorifunktion vilinen korrelaatio on

JE(Y)) T, —T°

l

Corr(Y.,Y )= Cov(v,Y,) _EW,Y)-El
" Var(Y)Var(Y,)  E(Y)-E(Y,)  w-m

Vastaavasti kuin kaava (12) saadaan

m=P(Y,=1,...,Y,=1)=E(E(Y,...Y, | ¥))=E(p(¥)") , joten

Corr(Y;, Y;)= = >0.

Seuraavaksi tarkastellaan salkkua, jossa saatavien lukumééré on suuri. Yksinkertaisuuden
vuoksi oletetaan, etti €, =1 . Realistisessa tilanteesta tappio-osuudet /; ja
maksukyvyttomyysindikaattorit Y eiviit ole riippumattomia, vaan heikossa markkinatilanteessa
my6s tappio-osuudet ovat suurempia. Lihteessi [69] on kisitelty tilannetta, jossa /; ovat
stokastisia ja salkun yksittdiset luottoriskit eivit ole samoja.



52

Yksinkertaistetussa tilanteessa P(¥)=P;(¥) kaikilla i. Suurten lukujen lain mukaan [69]

N
lim ——=p(¥) m.v. mitan P (.| ¥) suhteen. Tisti seuraa raja-arvon suppeneminen jakauman
m— oo
mielessa
(m)
lim P(%sx):P(p(Y)sx):G(x). (13)
m-oo

Siten maksukyvyttomien suhteellisen osuuden jakauma ldhestyy sekoitusmuuttujan jakaumaa.
Jos sekoitusmuuttujan jakaumalla on paksu hintd, myos salkun tappiojakaumalla on paksu hinti
ja suurten luottotappioiden todennékdisyys on korkea.

Kynnysmalliin perustuvat luottoriskit

Edellisessi kappaleessa ei otettu kantaa miten vastapuolen maksukyvyttomyys syntyy. Tédssd
kisitellddn malleja, joissa maksukyvyttomyys tapahtuu, kun stokastisen prosessin arvo laskee
madrityn kynnysarvon alle. Tarkasteltava prosessi on yleensi vastapuolen varojen méaéra.

Esitettdva malli perustuu Robert C. Mertonin vuonna 1974 julkaisemaan artikkeliin yrityksen
luottoriskistd. Yrityksen taseessa on kolme péddosaa, jotka ovat varat, oma pddoma ja vieras
pidoma. Keskeinen stokastinen prosessi on yrityksen varojen miiri, jota merkitizn V', :114.
Varoja yritys on saanut ottamalla velkaa nimellisarvoltaan D ja sijoittamalla omaa pdiomaa.

Velan arvo hetkelli t on D, ja oman piddoman arvo E,, joten tarkasteltavalla aikavililla
O<t<T:

Vi=D+E,

Mertonin mallissa yrityksen ottaman velan arvoa ajanhetkelli t esittéid nollakuponkibondin arvo,
joka vaihtelee Brownin liikkeen mukaan. Oletetaan, etti

dV,=rV.dt+cV.dw,

missd W on standardi Brownin liike, >0 on vakiokorko ja o> 0 on varojen arvon
volatiliteetti. Korkona kdytetdén markkinoiden riskitontd korkoa. Tdmaé johtuu siité, ettd ei voida
etukdteen odottaa varallisuusarvon, eikd minkéén sen johdannaisen, tuottava eri suuren
korkotuoton kuin riskiton sijoitus. Muussa tapauksessa syntyisi arbitraasimahdollisuus.
Oletetaan, ettd tulevaisuudesta el ole tietoa varallisuuden tavanomaisesta poikkeavasta tuotto-
odotuksesta. Historiallinen varallisuusarvon tuotto tai tuleva toteutuva tuotto voi tietenkin
poiketa riskittomaésti korosta.

Yritys joutuu maksukyvyttomiksi, jos varojen miiri alittaa vieraan piioman ajanhetkelld T eli
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V<D . Tissi tilanteessa velan myontijit saavat jiljelld olevan varallisuuden V7 ja
osakkeenomistajat menettivit kokonaan sijoittamansa pddoman. Jos yritys ei joudu
maksukyvyttomiksi, velan myontiijit saavat takaisin koko velan nimellisarvon D ja
osakkeenomistajille jiz loput V1 — D . Nidmi maksut voidaan esittid seuraavassa muodossa:

D.=min(V,,D)=D—-(D-V,)*

E.=max(V,—D,0)=(V,-D)".

Velan arvo sen maksuhetkelld on velan nimellisarvo vihennettynéd eurooppalaisen myyntioption

hinnalla. Oman pddoman arvo on vastaavasti eurooppalaisen osto-option arvo.

Varojen arvoa kuvaavan yhtilon ratkaisu saadaan Iton lemman avulla ajanhetkelld T [97]:

2

VT:VOexp((r—%)TJrUWT).

Kéayttamilld standardin Brownin liikkeen ominaisuutta kirjoitetaan WT:\/ TZ , missi Z on
normaalijakautunut N (0,1) . Kuten edelli todettiin, maksukyvyttdmyyden aiheuttaa ehto
V<D | joten maksukyvyttémyyden todennikoisyys on

P(VT<D):P(In(VT)<In(D)):P(In(VO)+(r—%2)T+crﬁZ<In(D)) =

In(\%)—(r—%)T In(\%)—(r—%)T

Plls— 7 =—_ 7

Standardia normaalijakauman kertyméfunktiota merkittiin ¢ :114. Mertonin mallista voidaan
kehittidd luottoriskien riippuvuutta kuvaava laajennettu malli vastaavalla tavalla kuin
binomimallista saatiin sekoitetun jakauman malli. Tarkastellaan salkkua, jossa on M saatavaa.
Saatavan i arvo ajanhetkelld t on V', ; . Jotta mallissa saatavien arvot saadaan riippumaan
toisistaan, oletetaan, ettd kuhunkin arvoon vaikuttaa kaksi stokastista prosessia: kaikille yhteinen
stokastinen prosessi ja saatavan oman arvonkehityksen prosessi:

th,I.Zr Vt,idt+0ivt,idBt,i’ I’ZO, O'I.>O’ missa

B, i=VpW,+V1-pW, ,, p=0.
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Prosessit W ; ovat riippumattomia standardeja Brownin liikkeiti ja siten myos B ; ovat
standardeja Brownin liikkeitd. Brownin liikkeen ominaisuuden perusteella kirjoitetaan B ti
muotoon

B, =Vpt¥+t(1-p)Z,.

Ratkaisuksi saadaan

2

Ve =Vo,expl(r—=H) t+o,(pt ¥ +VE1=p) Z)).

Vastapuoli i joutuu maksukyvyttomaksi, kun V7 ;< D ajanhetkelld T :

2
VOI,eXp((r—%)T+U,(\/pTY’+\/T(1—p)Z,))<D,<:>
5 2
In(—)—(r—Z0T
\/1— Z.< Vo'i 2 — ‘F<=>
pL; 0',-\/? p
, CooY
; \/1—p , missi
b, o
In(vrﬁ—{r—if)T
C =

Maksukyvyttomyyden todennédkdisyys riippuu kaikille vastapuolille yhteisesti
markkinatekijéstd, joka noudattaa standardia normaalijakaumaa. Vastapuolen
maksukyvyttomyyden todennikoisyys ehdollistettuna tekijéille ¥ on

C.—p¥Y
I,<T
V1-p

C—p¥ (14)

(V)=P(Y =1|¥Y)=P(Z —_——).
py(¥)=P(Y,=1|¥)=P( =)

| ¥)=(

Viimeinen yhtild seurasi siiti, etti Z; oletetaan riippumattomaksi tekijastd ¥ kaikilla / .

Kiytetdin nyt tietoa, ettd B; ; :n jakauma on standardi normaalijakauma. Vastapuolen
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maksukyvyttomyyden todennikoisyydeksi saadaan

2

p=P(Y=1)=P(V <D,)=P(V,,exp((r—=HT+o,\T Z))<D))

2

Do
==
i U,\/T'

)=P(Z;<C;)=9(C)).

Tistd saamme tirkesin kaavan vakiolle C;
C=2'(p,).

Seuraavaksi tarkastellaan salkkua, joka siséltdd useita luottoriskejd. Oletetaan jélleen
yksinkertaisuuden vuoksi, etti jokaisen vastapuolen todennédkoisyys joutua maksukyvyttomiksi
on sama T=P; ja P(¥)=p; (@) kaikilla i . Tisti seuraa, ettd myos vakiot C; ovat samoja.
Kaavasta (14) ndahdéin, ettd ehdollinen maksukyvyttomyyden todennékoisyys on

P (m)—Vpy
V1- p

pi(¥)=o( ).

Ehdolla, etti ¥ =y indikaattorifunktiot Y ; ovat Bernoulli-jakautuneita parametrilla P (@) . Joten
ehdollinen todennikoisyys, etti tapahtuu K maksukyvyttomyystapahtumaa noudattaa
binomijakaumaa parametreilla mja p(y) :

P(N™<k|¥=y)=2 P(N"'=i|¥= w=; (1-p(w)™

Ei-ehdollinen maksukyvyttomyystodennédkoisyys saadaan integroimalla:

— 0

Z ) [ pu)(1=p(u)™'fy,(u)du

— 0

missi fy on standardin normaalijakauman tiheysfunktio. Edelliseen kaavaan voidaan sijoittaa
p(u) ja laskea todennékoisyyksid numeerisesti.

Salkulle, jossa on suuri mééré luottoriskejd, voidaan laskea approksimaatio. Aikaisemmin
saatiin tulos, ettd sekoittuneen Bernoulli-jakauman tapauksessa maksukyvyttomyyssuhde
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ldhenee sekoitustekijdn jakaumaa. Tdmé sama tulos on voimassa myds Mertonin malliin
perustuvassa sekoitusmallissa. Lasketaan kertyméifunktio G (X) :

_ pra P =pw,
G(x)=P(p(w)<x)=P(@(*— Z=E¥) <
p(E NP gt ) = p(y < L (VT g0 (x)— 0 ()=
\/1—p \/p
P(¥<—(1-pd ™ (x)= & () =d(=(T—p & (x)~&(m)). as)

Kaavan viimeinen lauseke antaa arvion suuren luottoriskeji sisdltdvin salkun
maksukyvyttomyyssuhteelle:

(m)
PN —x)=0 (- (V1=p @ (x)-07 ().

Indikaattorifunktioiden vilisti korrelaatiota ei ole mahdollista laskea analyyttisesti, mutta
lahteessd [97] on todistettu lause 3.4.1, jonka mukaan, jos parametri p =0
indikaattorifunktioiden vilinen korrelaatio on nolla ja jos p #0 indikaattorifunktioiden vilinen
korrelaatio on nollasta poikkeava.

Kopuloihin perustuvat riskimitat

Keskindisten riskien riippuvuus on téirked tekijd vakuutusyhtididen riskien hallinnassa. Tédssa
esitetdéin kopuloihin perustuvaa riskien laskentaa, konkreettisena esimerkkind kdytetdidn salkun
luottoriskin laskentaa. Kopulamenetelmien suosio on viime aikoina lisdéntynyt
vakuutusyhtididen vakavaraisuuspddomien laskennassa, jolloin mallinnetaan
vakavaraisuuspidomavaatimuksissa sddnnellyt katettavat riskit, joista yksi on luottoriski.

KéytdnnOn aineistoja tarkastelemalla on havaittu, ettd multinormaalijakaumaan ja lineaariseen
korrelaatioon perustuvat mallit eivit aina kuvaa todellisuutta riittivin hyvin, varsinkaan
adritilanteissa. Kopuloiden avulla voidaan muodostaa monimuuttujamalleja, joissa ei rajoituta
multinormaalijakaumiin eiké korrelaatiomatriisimenetelméén.

Aluksi esitetiéin yleisti teoriaa kopuloista. Kopula médritelldin joukolla [0,1 ]
kertyméfunktiona, jonka reunajakaumat ovat standardeja tasaisia jakaumia. Téastd seuraavat
kolme kopulan C ominaisuutta:

1. C(uy,...,Uy) on kasvava jokaisen argumentin U; suhteen;
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2. C(1,...,1,u;,1,...,1)=ukaikillaie{1,...,d}, missi U;€[0,1] :

3. Kaikilla(a,, ---,ad),(bl, ey bd)E[O,l]d, kun @,<b; on voimassa ja

2 2
D2 (F1)C (U, v, Uy )20, missi Uj; =8 ja U p=b) kaikilla
i= =

=1 iy=1

je{l,...,d}.

Ensimmiinen ehto seuraa siitd, ettd kopula on kertyméfunktio. Toinen ehto on seurausta
reunajakauman méiiritelmistd. Kolmas ehto varmistaa sen, ettid

P(a,<U,<b,,...,a,<U,;<b,) on aina ei-negatiivinen.

Kopuloiden ominaisuuksia kuvaa tirked Sklarin lause:
a) Olkoon F yhteisjakaumafunktio, jonka reunajakaumat ovat F1, ..., F 4. Till6in on
olemassa kopula C:[0,1]7—[0,1] siten, etti kaikilla X1, ..., X4,€R, R=[—00, 0]
F(Xy, ..o, Xg)=C(F(Xy),...,Fy(Xy)).
Jos F1,..., F4ovat jatkuvia, kopula C on yksikisitteinen.

b) Kaintien, jos C on kopula ja Fy, ..., F4 ovat jakaumafunktioita,

F=C(F,(x,), ..., F4(X4)) on yhteisjakaumafunktio, jonka reunajakaumafunktiot ovat
Fi,....F,.

Salkun luottoriskien tarkastelussa yhteisjakaumafunktion mallintaminen on usein vaikeaa, mutta
reunajakaumafunktiot ovat yleensa helpommin saatavissa esimerkiksi havaintoaineiston
perusteella. Sklarin lauseen keskeinen merkitys on siini, ettd se mahdollistaa yhteisjakauman ja
reunajakaumien liittimisen toisiinsa. Yhteisjakauma ja reunajakaumat voidaan mallintaa
erikseen ja sen jilkeen muodostaa Sklarin lauseen avulla kokonaismalli.

Laskemalla pisteessd X;=F fl saadaan

C(Xqy, ., Xg)=F(F*(Xy),.... F;*(X,)).

Edellinen kaava kertoo kuinka kopula saadaan yhteisjakaumafunktiosta ja
reunajakaumafunktioista.
Kopulan mééritelmé voidaan antaa myos seuraavassa muodossa:

Jos satunnaisvektorilla X =( X1, ..., X;) on usean muuttujan jakaumafunktio F ja jatkuvat
reunajakaumafunktiot F1,..., F4, niin F :n (tai toisin sanoen X :n) kopula on
(F1(X1), ..., F4(X4)) :n jakaumafunktio C.

Usein hyodyllinen ominaisuus on, ettd kopula ei muutu, jos reunajakaumille tehddin muunnos
aidosti kasvavilla funktioilla:

Oletetaan, etti satunnaisvektorilla (X1, ..., X;) on jatkuvat reunajakaumafunktiot ja kopula C
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jaolkoot T'1, ..., T yaidosti kasvavia funktiota. Tilloin satunnaisvektorilla
(T1(X1), .., T4(Xg)) on kopula C.

Kopuloiden tdarkeimmit luokat ovat elliptiset kopulat ja Archimedeen kopulat. Tarkastellaan
kumpaakin lyhyesti yleiselld tasolla. Elliptiset kopulat ovat usein kiytettyjd kopuloita, jopa
tilanteissa joihin ne soveltuvat heikosti [97]. Elliptisid kopuloita ovat Gaussin kopula ja
Studentin t-kopula.

Olkoon vektori Z d :n muuttujan standardi normaalijakautunut N 4(0,R)  missid R on
korrelaatiomatriisi. Tilléin Z :n kopula on Gaussin kopula. Gaussin kopula on Sklarin lauseen
mukaan:

C2 (U)=P (B (X})<Uy e, B(X)<Ug) =B 371Uy e, 57(U,)),

missi Pp tarkoittaa standardia multinormaalijakauman kertyméfunktiota, jolla on
korrelaatiomatriisi R . My®6s ei-standardilla multinormaalijakaumalla on sama kopula. Tdmi
voidaan todistaa suorittamalla sarja aidosti kasvavia muunnoksia satunnaismuuttujaan [97].

Olkoon vektori X standardi usean muuttujan Student t-jakauma, jolla on korrelaatiomatriisi R ja
vapausaste v . Standardi usean muuttujan Studentin t-kopula on Sklarin lauseen mukaan:

Ci,R(U):tv,R(t;]-(ul)r ey t;,lR(Ud)) .

Elliptisten kopuloiden kéytté on melko yksinkertaista, mutta heikkoutena on, ettd ne joudutaan
simuloimaan analyyttisen matemaattisen muodon puuttuessa. Toinen suurempi huono puoli on
elliptisten kopuloiden ominaisuuksien rajoittuneisuus. Niilld ei useinkaan voida realistisesti
mallintaa ddrimmaisten tapahtumien vilisti riippuvuutta riittdviasti. Kdytdnnossa todettu
riippuvuus on voimakkaampaa ja tappiojakaumilla on paksummat héannét kuin elliptisilla
kopuloilla on mahdollista kuvata.

Archimedeen kopuloiden avulla on mahdollista kuvata riippuvuuksia laajemmin kuin elliptisilla
kopuloilla. Archimedeen kopuloita ei méédritelld Sklarin lauseen avulla, vaan ne perustuvat
sopivan generaattorifunktion ¢ kiyttoon. Esitetdin seuraavaksi generaattorifunktioita koskeva
lause:

Olkoon ¢:[0,1]|—[0, 0] jatkuva ja aidosti viihenevi funktio siten, etti ¢ (0)=c0 ja
¢(1)=0. Olkoon C:[0,1*—[0,1] annettu seuraavasti:

Clu, U= (p(u)+e(u,)),

missd ¢ ' on @ :n kignteisfunktio. Talldin C on kopula jos ja vain jos ¢ on konveksi.
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Lauseen todistus on esitetty ldhteessd [97]. Huomattakoon, ettd edellinen lause on annettu
kahdelle dimensiolle. Korkeammissa dimensioissa konveksisuus ei riitd, vaan lisiksi
generaattorifunktion kiinteisfunktion ¢ ' on oltava tdysin monotoninen. Tdysin
monotonisuuden médritelméi on annettu ldhteessi [97].

Annetaan esimerkkini kaksiulotteinen Claytonin kopula. Claytonin kopulan generaattorifunktio
ja sitd vastaava kaanteisfunktio ovat

e(t)=t"’-1ja

1

o HE)=(t11) "

missd 0>0. Claytonin kopulaksi saadaan

__1
Cs'(up uy)=@ (u"—1+uy’-1)=(u;"+u,’-1) 7.

Edelld Claytonin kopulassa oli vain yksi parametri. Claytonin kopula on mahdollista mééritelld
my0s kahdella parametrilla.

Lihteessd [97] on esitetty erds menetelmd, jolla voidaan johtaa kopuloita. Minké tahansa ei-
negatiivisen satunnaismuuttujan Laplace-muunnoksen kéénteisfunktio on vaadittavat
generaattorifunktioehdot tiyttiva kopula. Tétéd varten esitetddn Laplace-muunnoksen
médritelma.

Olkoon X ei-negatiivinen satunnaismuuttuja, jolla on kertyméfunktio F . T#ll6in X :n Laplace-
muunnos on

LX(S):E[e‘SX]:T e *dF(x), s=0,

missi integraali on kertymifunktion F Lebesgue-Stieltjes-integraali. Jos tiheysfunktio f on
olemassa, LX(S):I e f (x)dx,s=0. Asetetaan LX(OO)ZO , jolloin Laplace-muunnos
0

tdyttdd vaadittavat ehdot [97]. Generaattorifunktioksi voidaan valita

Seuraavaksi lasketaan konkreettinen esimerkki, joka antaa yhteyden Archimedeen kopulan ja ei-
negatiivisen satunnaismuuttujan Laplace-muunnoksen vililli. Olkoon X Gamma-jakautunut
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parametreilla 1/0 ja 1 eli Gam(1/6,1). Siis satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

1 1
© 1 © 1 F(_)
Ly(t)=E[e ¥|=[e*f(x)dx=[ e * X T dx= 11 f(lit)ee‘ydw : 7=
0 0 r(z) r(y) ° ”5)(1—”)0

-1

(1+t)° =@ '(t).

Tulokseksi saatiin, ettd parametreilla 1/0 ja 1 Gamma-jakautuneen sattunaismuuttujan Laplace-
muunnos on Claytonin kopulan generaattorifunktion kédédnteisfunktio.

Seuraavaksi esitetddn Marshallin ja Olkinin lause , joka antaa keinon muodostaa
satunnaismuuttujavektoreita, joilla on usean muuttujan Archimedeen kopula kertymifunktiona:

Olkoon ¥ ei-negatiivinen satunnaismuuttuja, jolla on Laplace-muunnos Ly . Edelleen olkoon
@ (t)=L,'(t)ja @ *(t)=Ly(t). Till6in on olemassa jono V1, ..., V4 samoinjakautuneita
vililld [0, 1| masriteltyji satunnaismuuttujia, jotka ovat satunnaismuuttujan ¥ suhteen
ehdollisesti riippumattomia ja

P(V.<v,|V)=e """,

Lisiksi satunnaisvektorin V1, ..., V, kertymifunktio on Archimedeen kopula, jolla on
generaattorifunktio ¢ :

P(V,<v,,...,V <V, )=¢ @ (V) +...+@(Vv,)).

Esitetddn Marshallin ja Olkinin lauseen todistus:

Olkoon Ui, ..., Uy jono riippumattomia standardeja tasaisesti jakautuneita satunnaismuuttujia,
jotka ovat riippumattomia ¥ :sti. Madritelldan V; seuraavasti

ny, ,
V= 7 ‘) kaikillai€ {1, ..., d }. Tisti seuraa, ettd ehdollinen satunnaismuuttujan
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V¥ kertyméfunktio on

—InU

—InU,->
b4

v 2@(v)|¥)=P(InU;==Yop(v)|¥)=

P(Vi=v,|¥)=P (o ( =i | ¥)=P(

I

P(U,

1

se‘“’(v’>| \I/):e—‘l’w(vi)_

Toinen yhtilo seuraa siiti, ettd ¢ on aidosti viheneva. Lauseen ensimmadisen osan mukaan

Q
Q

P(V <V, ..,V <V )=E[P(V,<Vq,...,V <v | ¥)=E[[] P(V,<v,|¥)|=E[[] e """ =

i=1 i=1

E[eXp(—; P(V))¥)]=Ly (2 @(v)=0 (2 @(v))).

i=1 i=1

Liahteessd [97] on laskettu tappioiden jakaumia kolmella eri kopulalla. Namai ovat elliptiset
kopulat Studentin t- ja Gaussin kopula sekd Archimedeen kopuloista Claytonin kopula. Laskenta
on tehty simuloimalla, koska analyyttista kaavaa ei ole saatavilla. Parametrit on pyritty
valitsemaan siten, ettd jakaumia on mahdollista vertailla keskenédédn. Yksittdisen yrityksen
maksukyvyttomyystodennikoisyys ja korrelaatiomatriisi ovat samat kaikissa kolmessa
simuloinnissa; erot syntyvit maksukyvyttomyystapahtumien riippuvuudesta eli valitusta
kopulasta.

Tarkastellaan d4rimméisiéd tapahtumia jakauman kummassakin laidassa. Studentin t-kopulan ja
Claytonin kopulan tapauksessa simuloinnissa saadaan paksuhéntiisid jakaumia verrattuna
Gaussin kopulaan. Maksukyvyttomyystapahtumien riippuvuus toisistaan on suurempi t-
kopulalla ja Claytonin kopulalla kuin Gaussin kopulalla. Kéytetyilld parametreilla [97]
Claytonin kopulan antamat tulokset sijoittuvat Gaussin ja Studentin t-kopulan vilille.

Gaussin kopulalle tunnusomaista on keskiarvon ympérille keskittyva jakauma. Gaussin
kopulatodennikdisyys, ettd hyvin vdhiinen tai hyvin suuri méari salkun yrityksistd joutuu
maksukyvyttoméksi on alhainen. Studentin t-kopulalla jakauma on hyvin erimuotoinen ja se ei
keskity vastaavalla tavalla keskiarvon ympdrille, jolloin todennidkoisyys sille, ettd vain muutama
tai hyvin suuri méaré yrityksii joutuu maksukyvyttomyyteen on suurempi verrattuna Gaussin
kopulan tulokseen.

Seuraavaksi muodostetaan kynnysarvoon perustuva sekoitusmalli kiyttdmailld kopuloita. Teoria
perustuu edelli esitettyyn Marshallin ja Olkinin lauseeseen. Olkoon ¥ ei-negatiivinen
satunnaismuuttuja, jonka Laplace-muunnos on Ly . Asetetaan @ (t)=L;'(t), jolloin

@ *(t)=Ly(t), kuten aikaisemmin. Olkoot V1,1, ..., V1, ehdollisesti riippumattomia ¥ :n
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suhteen ja P(V, ;<v,|¥)=e""""" Marshallin ja Olkinin lauseen mukaan vekiorilla

VT, 17 ees VT,m on usean muuttujan jakauma, joka on Archimedeen kopula
generaattorifunktiolla ¢ . Lauseen mukaan ehdollinen maksukyvyttomyyden todenndkoisyys on

p(Y/)ZP(YI:]_ | II/):P(\/T,i<D | Y/):e—‘l’qa(D).

Satunnaismuuttuja ¥ kuvaa ympéroivad makrotaloudellista tilannetta. Lasketaan ei-ehdollinen
todenndkoisyys:

m=P(Y,=1)=E|P(V, ,<D|¥)|=E[e """ ®)|=L, (¢ (D))=¢ *((D))=D.

Tissi sekoitusmallissa siis kynnysmallin kynnysarvo D on yksittdisen yrityksen
maksukyvyttomyyden todennikdisyys. Saadaan siten seuraava kaava:

p(¥)=e """, (16)

Seuraavaksi tarkastellaan suurta salkkua, jossa on lukumaiirdisesti paljon yrityksid. Oletaan
jélleen, ettd yritysten maksukyvyttomyystodennikdisyydet ovat samat eli kyseesséd on
homogeeninen salkku. Kuten aikaisemmin kaava (13) on voimassa, joten kisiteltdvissd mallissa

G(X)=P(P(Y’)SX)=P(GXP(—‘I’(P(W))SX)=P(—‘I’S(Ipn(;())=
ply="0X) g _py<INX ) _pInx,
p(m) p(m) p(m

Siis suuressa salkussa voidaan approksimoida suhteellista maksukyvyttomien yritysten midraa

seuraavasti:
(m) _

PN cx)=1-F(ZNX) xel01], (a7
m ()

missd F on tekijin ¥ kertyméfunktio ja ¢ on Archimedeen kopulan generaattorifunktio.
Lasketaan edellisen avulla maksukyvyttomyyden jakauma sekoitusmallissa, joka perustuu
Claytonin kopulaan. Aikaisemmin on laskettu, etti ¥ =Gam (l , 1) ja generaattorifunktio on

0
o(t)=t’-1,0=0. Claytonin kopulalla on kaavan (16) mukaan p(¥)= e "'V Kaavasta
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(17) Claytonin kopulalla

y(%,—nX,
(m) _ 0’ +9_
PN cx)=1-F(=nx)_q T m =1
mod r()
0
miss'aiy(S,X):ft<5_1)e_tdt.
0

Kaavasta nidhdédin, ettd tarkasteltaessa jakauman héntdaluetta suurilla 0 :n arvoilla
kertyméfunktio kasvaa hitaammin ja johtaa suurempaa suhteelliseen maksukyvyttomyyteen
salkussa eli paksuun hintdin [97].

Luottoriskien riskimitat

Seuraavaksi tarkastellaan luottoriskien riskimittoja ja erityisesti Value-at-Risk ja CTE-
riskimittoja. Kerrataan tidssé aikaisemmin esilld olleet médritelmét. Value-at-Risk-mitan voidaan
sanoa olevan arvo, jota suuremmaksi tappio L ei muodostu tietylld todennikoisyydella:

Var (L)=inf{yeR:P(Lzy)<1-«}.

Matemaattisesti Var, (L) on tappiojakauman F (X) o -kvantiili. Hyddyllinen ominaisuus on,
ettii kun L:n jakaumafunktio on jatkuva Var.(L)=F*(e) . Aikaisemmin todettiin, etti

Var (L) on translaatioinvariantti, positiivisesti homogeeninen ja monotoninen, mutta ei
subadditiivinen. Toinen Var (L) -riskimitan heikkous on, etti se ei anna tietoa kuinka suuri
tappio syntyy, jos tappio ylittdd médran Var, (L) . Riskimitta ei ole koherentti, koska se ei

toteuta subadditiivisuutta.

CTE toteuttaa mainittujen kolmen ominaisuuden lisiksi my0Os subadditiivisuuden, joten se on
koherentti riskimitta. CTE-riskimitta liittyy Var, (L) -mittaan ja se antaa tietoa mahdollisesta
tappion madristi. CTE-riskimitta vastaa kysymykseen: "Jos tappio ylittii méarin Var, (L)
kuinka suuri on odotettavissa oleva tappio":

CTE,(L)=E[L|L>Var,(L)].

Kun jakauman kertymifunktio on jatkuva, luvussa 2 esitetyn mukaisesti riskimittojen Var, (L)
ja CTE vililld on voimassa:
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1
(1-«)

(18)

CTE (L)= [ var,(L)du.

Todistetaan edellinen kaava. Kiyttimilld ehdollisen odotusarvon ja Var, (L) :n mairitelmai
saadaan

E[L*I[L>Var (L))(L>] E[L*I[Var (L) oo)(L)]
CTE (L)=E|L|L=Var (L)|= —— = — .
«L)=EIL| D] P(L=Var (L)) (1-«)
Seuraavaksi kiytetdin tietoa, ettd jatkuvalla aidosti kasvavalla kertymifunktiolla
Var,(L)=F 21(0() sekii L ja F Zl (U) ovat samoinjakautuneita, missi U on standardi tasan
jakautunut satunnaismuuttuja.

EL#Iivar 1), (L) =E[F (U Ly oy (FU(UNI=ELF (U)o (U)] =

1

[F*u)fy,du=[ Var,(L)du.

Toisen yhtiliisyyden kohdalla kiytettiin F,*(¢)<F,'(U)<o <=> a<U<1 ja viimeisen
yhtiliisyyden kohdalla tasaisen jakauman tiheysfunktio on f,=1.
Seuraavaksi laskemme ylli esiteltyjen kahden riskimitan arviot suuren salkun tapauksessa.

Jalleen késitelldan homogeenista salkkua, jossa tappioiden lukumaiiri tarkasteltavalla
aikajaksolla on / :

Var (L'™)=ImG ™ («) ja (19)
m Im b1 (20)
CTE, (L )_(1_0(){6 (u)du.

Todistetaan edelliset kaavat.

(m)

Var, (L'"™)=inf{yeR:P(L" <y)>=«}=inf { yeR .'P(LI?S%)Z(X} =

(m)
inf{yeIR:P(NTS%)Za}—>inf{yeIR:G( )=a}=inf{ImxeR:G(x)=x} =

y
Im



Imxinf {xeR:G(x)za}=ImMxG ().

Jalkimmaéinen kaava (20) saadaan suoraan kaavasta (18). Sekoitusjakaumana voidaan kiyttaa
erilaisia jakaumia. Lahteessd on [97] on laskettu Beta-, Probit-normaali-, Logit-normaali- ja
Clayton kopulan mukaisia sekoitusmuuttujia Bernoullin sekoitusmallissa. Tédssi otetaan
esimerkiksi vain Claytonin kopulan tapaus. Claytonin kopulan generaattorifunktio on

—¥(m’-1)

¢ (t)=t""—1 ja Bernoullin jakauman sekoitusmuuttuja on p(¥)=e , missd 0>0 ja

Y=Gam (% ,1) . Lasketaan vastaavalla tavalla kuin aikaisemmin:
1 In
. Y(g"Ti’ﬁ
P(p(¥>q))=P(e"" V>q)= T
F(g)

Kiytetiin kaavaa G(q)=P (p(¥)<q)=1-P(p(¥)>q) , ratkaistaan G :n kiidinteisfunktio ja
kiytetdidn sitd kaavoissa (19) ja (20). Jos kédédnteisfunktiota ei voida ratkaista analyyttisesti, se
joudutaan simuloimaan. Mainitaan vield toinen esimerkki. Aikaisemmin késitellyssd Mertonin
teoriaan perustuvassa mallissa kaavasta (14) voidaan ratkaista G':

Gl y)=a(Z (y)flpquﬁ‘ (m)y

Kaavaa voidaan kayttdd tdssid kappaleessa esitetylld tavalla riskimittojen laskemiseen.

Liahteessd [97] on esitetty tuloksia, joiden mukaan sekoitusjakauman valinta ei aiheuta suurta
mallivirhettd ennen 99%:n kvantiilia. Tappiojakauman kahden ensimmaéisen momentin ja
korrelaatiokertoimen méairittdminen sitd vastoin vaikuttavat tappiojakaumaan enemmain.

65
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6 Aarimmaisten arvojen teoria ja riskimitat

Tédssd luvussa esitetdédn yleistd ddrimmadisten arvojen teoriaa, jota voidaan kayttad
vakuutusyhtididen vakavaraisuusmallinnuksessa. Airimmiisten arvojen teoriassa tarkastellaan
jakaumien hintdaluetta. Keskeisimmét mallit ovat lohkomaksimeihin ja kynnysarvojen
ylittymiseen perustuvia. Yleistetty ddrimmadisten arvojen jakauman teoria on analoginen
keskeiselle raja-arvolauseelle. Standardi yleistetty ddrimmadisten arvojen jakaumafunktio (GEV =
Generalized Extreme Value Distribution) on [121]

H.=exp(—(1+&Ex) "), £#0ja
H.=exp(—e™),£=0,

missd 1 +& X >0. Standardista jakaumasta saadaan kolmen parametrin luokka asettamalla

X— . . .. . .
H, , .=H; ( ( pn 1) ), missi {4 €R on paikkaparametri ja 0> 0 on skaalausparametri. Parametri

& on muotoparametri ja se midrad jakauman tyypin. Kun muotoparametri on suurempi kuin 0
kyseessd on Fréchet-jakauma, kun muotoparametri on 0 kyseessid on Gumbel-jakauma ja kun
muotoparametri on pienempi kuin nolla Weibull-jakauma. Finanssisovelluksissa usein kéytetty
on Fréchet-jakauma ja jonkin verran Gumbel-jakauma. Tami seuraa jakaumien ominaisuuksista:
Fréchet-jakaumat ovat paksuhintidisempid kuin Gumbel-jakaumat. Weibull-jakaumalla on
airellinen péitepiste X,=SUP { XER:F(X)<1} eli se ei ulotu koko reaaliakselille.

Madritelldin lohkomaksimi N :n riippumattoman samalla tavalla jakautuneen
satunnaismuuttujien jonon maksimina M,=max {X 1700 X n} . Oletetaan, ettd
riippumattomien samalla tavalla jakautuneiden satunnaismuuttujien jono M, suppenee eli raja-
arvo joillakin reaaliarvoisilla jonoilla (d,,) ja (C,), €,>0 kaikilla N on olemassa [121]:

lim P(Mn—%sx):lim F'(c,x+d,)=H(x). D

n—-o n n—o

Miiritellizn, ettd jakauma kuuluu joukkoon F €MDA (H) (MDA=Maximum Domain of
Attraction), jos edellinen ei-degeneroitunut raja-arvo H on olemassa. Ei-degeneroituneella
tarkoitetaan, etti jakauma ei ole keskittynyt yhteen pisteeseen. Kiintien, jos FEMDA(H)
jollekin ei-degeneroituneelle H , tdlloin H on kaavan (21) mukainen yleistetty ddrimméisten
arvojen jakaumafunktio H jollakin yksikisitteiselli & . Paikka- ja skaalausparametrit voivat
riippua valituista jonoista (d,) ja (C,,) , mutta jonot voidaan valita aina siten, etti raja-arvona
saadaan standardi jakaumafunktio H .

Esimerkkeiné Pareto- ja eksponenttijakaumien GEV-rajajakaumat saadaan suoraan laskemalla
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raja-arvot kaavan (21) mukaan. Pareto-jakauman Pa(«, k) kertymifunktio on

I 1/«
F(X)=1—(KKX) ,>0,k>0 ja x=0. Jonoiksi valitaan Cn:K " jad,=kn""—k.
Saadaan kaavan (21) mukaan
4 o4 1 X—(x X Va
F(c,x+d, )=1- K =1- K =1-=(1+2) ,1+Z=n""",
(X =Ll ) S ) =1 (1) 1]
K+ kK X+kN" —k
Edelleen raja-arvo on
—x n —x
lim F™(c. x+d,)=lim (1-2(1+%X) ) =exp(=(1+%) ), 1+%>0.
n—w n—o n x x x

Edellisesti nihdiin, etti F €EMDA (H 1 /,x) . Eksponenttijakaumalle saadaan vastaavalla tavalla
laskemalla tulos F EMDA (H,).

Lihes kaikki tilastotieteessd ja vakuutusmatematiikassa kdytetyt jakaumat kuuluvat luokkaan
F € MDA (H;) jollakin muotoparametrin arvolla & . Jakaumat, joilla on Fréchet-rajajakauma,
voidaan luonnehtia hitaasti vaihtelevien tai sdinnollisesti vaihtelevien funktioiden avulla.
Positiivinen Lebesgue-mitallinen funktio L on vililli (0,0) hitaasti vaihteleva, jos

. L(tx

lim L( (X)) =1,t> 0, ja positiivinen Lebesgue-mitallinen funktio A on vililli (0, o)

. oo hitx) L, L .
saannollisesti vaihteleva indeksilld p , jos lim h(x) =t", t>0. Hitaasti vaihtelevat funktiot

muuttuvat potenssifunktioita hitaammin suurilla X :n arvoilla.

Sadnnollisesti vaihtelevat voidaan esittdd potenssifunktion ja hitaasti vaihtelevan funktion
tulona: h(x)=x"L(x). Seuraava lause on voimassa: Muotoparametrin arvolla E>0
FEMDA(H,) <=> 1-F(x)=x "*L(x) jollakin hitaasti vaihtelevalla funktiolla L. Toisin
sanoen jakaumat, joilla on Fréchet-rajajakauma, ovat sddnnollisesti vaihtelevia funktioita, joilla
on negatiivinen indeksi. Jakaumien héntdjakauma vihenee kuten potenssifunktio indeksilld
1/&. On mahdollista osoittaa, ettéi korkeammat momentit E (X*)=o0, kun k> 1/E.
Esimerkiksi aikaisemmin kisitelty Pareto-jakauma toteuttaa ehdon 1—F (X )=Xx"“L(X ), missi
L(x)=(k "+ x ") *on hitaasti vaihteleva funktio, koska L (X )— k", kun X — . Muita
jakaumia, joilla on Fréchet-rajajakauma ovat esimerkiksi itse Fréchet-jakauma, kdinteinen
Gamma-jakauma, Studentin t-jakauma, Log-gamma-jakauma, F-jakauma ja Burr-jakauma.

Jakaumia, joilla on Gumbel-rajajakauma ( MDA(H,) ) ei ole pystytty luonnehtimaan yhti
helposti, kuin Fréchet'n luokkaan kuuluvia jakaumia. Aikaisemmin todettiin, ettd
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eksponenttijakaumalla on Gumbel-rajajakauma. Voidaankin sanoa, ettd tdsséd jakaumien luokassa
jakauman hinnit vihenevit oleellisesti eksponentiaalisesti. Kuitenkin luokan sisélld on suurta
vaihtelua hintdjakauman paksuudessa. Sekd normaalijakauma ettd Log-normaalijakauma
kuuluvat Gumbel-luokkaan. Normaalijakauman hintid on huomattavasti ohuempi verrattuna
Log-normaalijakauman hiintdén. Tilastollisesti tarvitaan riittivén laaja aineisto, jotta Log-
normaalijakauma voidaan erottaa Fréchet-luokan jakaumista. Positiivisten satunnaismuuttujien
Gumbel-luokan jakaumilla #irelliset momentit ovat rajoitettuja: E ( X*)<oo kaikilla k>0 .

Muita jakaumia, jotka kuuluvat luokkaan MDA (H,) ovat Gumbel-jakauman lisiksi Gamma-,
Chi-squared-, standardi Weibull, Benktander I ja II -jakaumat. Benktander-jakaumia on kaytetty
jonkin verran vakuutussovellusten tappiojakaumien mallintamiseen.

Weibull-luokan jakaumafunktioilla on véhiten kéyttdda vakuutussovelluksissa, koska niilld on
adrellinen oikean puolen loppuarvo, kuten aikaisemmin todettiin. Weibull-luokkaa voidaan
luonnehtia seuraavasti: Muotoparametrin arvolla & <0

FEMDA(H ) <=> X<, 1-F(x,—x ")=x"*L(x)

jollakin hitaasti vaihtelevalla funktiolla L. Voidaan mainita tirked jakauma, joka kuuluu
Weibull-luokkaan. Beta-jakauma ja sen erikoistapauksena tasainen jakauma kuuluvat tdhin
luokkaan.

GEV-teoriaa voidaan useimmiten kiyttdd myos aidosti stationaaristen aikasarjojen
ominaisuuksien tutkimiseen. Teoriaa voidaan soveltaa, kun stationaarisella aikasarjalla on
olemassa ns. ddrimmaiisyysindeksi € (eng. extremal index), jonka méiritelmi on esitetty
lihteessi [97] kappaleessa 7.1.3. Jos d@drimmaisyysideksi 6 <1 , lohkomaksimeilla on taipumus
klusteroitua, jolloin tima on otettava huomioon. Jos 0=1 , klusteroitumista ei tapahdu ja
stationaarisen aikasarjan lohkomaksimit kéyttaytyvit kuten vastaavat riippumattomat
samoinjakautuneet satunnaismuuttujajonon jdsenet. Aikasarjojen mallintaminen usein esiintyvi
tehtdavi vakuutus- ja muiden finanssiyritysten sijoitussalkun laskennassa.

GEV-mallin kiytinnon sovellus on ddrimmdisten tapahtumien analysointi. Ongelman asettelussa
voidaan ldhted kahdesta suunnasta: joko tuottotason tai tuottojakson arvioinnista. Ensimmaéisessi
tapauksessa asetetaan ddritapahtuman taajuus ja lasketaan sen mukainen tapahtuman suuruus.
Toisessa tapauksessa asetetaan déritapahtuman suuruus ja lasketaan sen mukainen tapahtumien
taajuus.

Olkoon H kertyméfunktio N :n pituisten lohkojen maksimien muodostamalle
satunnaismuuttujalle. Suure 'y =G 1-1/k (H) eli H :n (1—1/k) -kvantiili on k:s tuottotaso.
Toisin sanottuna tarkoitetaan tuottotasoa, joka ylitetddn keskimédrin kerran jokaisessa k:ssa n:n
pituisessa jaksossa. Havaittuun aineistoon perustuva arvio tuottotasolle saadaan ratkaisemalla:
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ot 1= St S (cin1 -1y
n,k 0,6 k_” g /( .

S

Tuottojakson arviointiongelman ratkaisu GEV-mallissa on lyhyemmin ilmaistavissa seuraavalla
kaavalla. Olkoon H kertymiifunktio N :n pituisten lohkojen maksimien muodostamalle
satunnaismuuttujalle.

1
Tapahtuman { M,> U } tuottojakso on Kp,u= 1-H.  (u)
g0

Edellinen kaava perustuu oletukselle, ettd tason U ylitys tapahtuu tdsmilleen yhden kerran
Kk, . :ssa N :n pituisessa jaksossa. Jos aineistossa esiintyy merkittivissi madrin klusterointia,
ylityksii voi tapahtua useampia K, ,, :ssa jaksossa. Kaava lausuttiin havaintoaineistoon
perustuvan sovituksen antaman kertyméfunktion avulla. Jos teoreettinen jakauma tunnetaan,
lasketaan arvot suoraan tunnetuilla teoreettisilla parametrien arvoilla.

Seuraavaksi siirrytddn késittelemddn kynnysarvon ylittymiseen perustuviin malleihin.
Lohkomaksimeihin perustuvat mallit eivit kdytad tehokkaasti hyvikseen havaintoaineistoja, silld
vain lohkojen maksimit huomioidaan kustakin lohkosta. Kynnysarvomenetelméssé havainnot,
jotka ylittdvit annetun tason ovat mukana laskennassa. Miiritelldén aluksi yleistetty Pareto-
jakauma (GPD = Generalized Pareto Distribution). Yleistetyn Pareto-jakauman kertyméfunktio
on [121]

X 1/g
Gm(x)zl—(1+§g) ,E#0 ja

G, (x)=1-exp(—),£=0,

missd >0, x>0, kun £>0 ja 0<x<—p/& kun £<0. Vastaavasti kuin GEV-jakaumat myds
GPD-jakaumat luokitellaan muotoparametrin & arvojen mukaan. Kun £>0 , on G; ; tavallisen
Pareto-jakauman kertymifunktio parametreilla 1/€ ja /€ . Kun £=0, kyseessi on
eksponenttijakauma. Kun £ <0 , jakauma on lyhyt héintiinen Pareto II -jakauma. Kaikille
kolmelle jakaumaluokalle on voimassa: G; ;EMDA (Hg), E€R | Paksuhintiisessi luokassa

£>0 momentit ovat #irettomid E (X“)=o0, kun k>1/E. Kun £<1, odotusarvo on olemassa
ja silld on arvo E(X)=B/(1-§).

Seuraavaksi esitetddn kaksi todennikoisyyslaskennan funktiota, joihin kidytetddan GPD-jakaumia.
Kynnyksen U ylittivin satunnaismuuttujan X ehdollinen kertyméfunktio X:n kertyméfunktion F
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avulla on

F(x+u)—F(u)
1-F(u)

(22)

F,(X)=P(X—-u<x|X>u)= ,0<x<x.-u,

missd X <% on jakauman F oikeanpuoleinen loppupiste. Satunnaismuuttujan X , jolla on
adrellinen odotusarvo, keskimaérdinen ylitysfunktio (eng. mean excess function) miiritelldin
seuraavasti:

e(u)=E(X—-u|X>u).

Funktio € (U) on kynnyksen U ylittivin tappion odotusarvo ehdolla, etti kynnys U on ylittynyt.
Tama funktio on yleisemmin tunnettu laitteiden tai elollisten olentojen elinién stokastisista
tarkasteluista. Eksponentiaalisesti jakautuneella satunnaismuuttujalla on ns.
muistamattomuusominaisuus, jonka mukaan F, (X)=F (X) kaikilla X :n arvoilla. Laitteen osan
jdljelld oleva elinikd on muistamattomuusominaisuuden mukaan riippumaton ajasta, jonka laite
on tarkasteluhetkeen mennessi kestéinyt.

Tarkastellaan satunnaismuuttujaa X , jonka kertyméfunktio on G ; ehdollista kertymifunktiota
F. . Kaavasta (22) saadaan tulos

F,(x)=G; 4,(X), Bu)=B+EuU, (23)

missi 0< X <00, jos £=0 ja 0<x<—(B/E)—U kun £<O0. Ylitysjakauma sailyttid kaavan (23)
mukaan GPD-muodon samalla parametrin & arvolla, skaalausparametrin muuntuessa
lineaarisesti kynnysarvon U mukaan. Edelleen saadaan GPD:n ylitysfunktio:

eu)=El)BTEY,

-£ 1-¢

missd 0<U <o, jos 0<E<1 ja 0<u<—B/E kun E<O0. Ylitysfunktio €(U) on lineaarinen
kynnysarvon U suhteen. Tami on GPD:n luonteenomainen ominaisuus, jota hyodynnetiéin
erityisesti havaintoaineistojen késittelyssd. Seuraavaksi esitetdin yleinen lause, jonka mukaan
GPD on laajan jakaumien perheen ylityskertyméfunktion rajajakauma [121].

On olemassa positiivinen mitallinen funktio (U), jolla

lim sup |FU(X)_G§,B(U)(X)|:O'josjavainjosFEMDA(HE),EER.

U—-Xxp 0<sx<Xxg—u
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Edellisen lauseen mukaan jakaumat, joiden rajajakauma kuuluu GEV-luokkaan on sama joukko,
joiden ylitysrajajakauma kuuluu GPD-luokkaan. Lisédksi muotoparametri & on sama
kummassakin luokassa. Lihes kaikki yleisessd kdytossd olevat jatkuvat jakaumat kuuluvat
luokkaan MDA (H) jollakin € :n arvolla. Lauseen ovat esittineet Pickands, Balkema ja de Haan
v. 1974 ja 1975.

Oletetaan, ettid F on tappiojakauman kertyméfunktio, jolla on oikeanpuoleinen loppupiste
X <00 ja jollakin korkealla kynnysarvolla U on voimassa F,(X)=G; 4(X), kun 0< X<X,—u
jollakin € €R ja B>0. Timiin oletuksen vallitessa korkeammalle kynnysarvolle V > U piitee
Fv(X):Gg,B+§(v—u)(X) .

Todistetaan timd ominaisuus:

1—F(X)_l—F0w+xL_1—FﬂrHv+x—u» 1-F(u) _1-F,(x+v-u)_
VTSR (v) 1-F(u) 1-Flu+(v—u)) 1-F,(v—u) _

1-G, ,(x+v—-u)
1—§GB (v—u) =1 _G‘é,ﬁ+§(v—u)(X)-
g,B

Ylitysjakauma korkeammalla kynnysarvolla sdilyttdd kaavan GPD-muodon samalla parametrin
& arvolla, skaalausparametrin muuntuessa lineaarisesti kynnysarvon V mukaan. Kun £ <1
ylitysfunktio on

_BrEVv-u)_Ev  B-Eu

e(v) 1% 1 e 1z

missd U<V <0, jos 0<E<1 ja U<V =<U-—B/Ekun £<0. Kaavan lineaarisuutta V :n suhteen
kiytetddn hyviksi havaintoaineistojen GPD-mallin mukaisessa analysoinnissa. Havaintotietojen
lineaarisen osuuden avulla voidaan sdétdd kynnysarvoa, ja lineaarisuus on merkkind GPD-mallin
sopivuudesta havaintoaineiston selittdjdnd. Kynnysarvo pyritiéin asettamaan mahdollisimman
alhaiseksi, jotta analyysiin saadaan mahdollisimman paljon datapisteitd. Toisaalta kynnysarvo on
valittava riittdvén korkeaksi, jotta GPD-malli on sovellettavissa.

Kiytetddn edelld esiteltyd teoriaa riskimittojen mallintamiseen. Oletetaan, ettd GPD-mallin
kiyton edellytykset ovat voimassa, jolloin saadaan todennikoisyydelle:

1-F(x)=P(X>u)P(X>x|X>u)=(1-F(u))P(X—u>x—-u| X>u)=
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<1—F<u>><1—Fu<x—u>>=<1—F<u>><1+§x—3“) . -

Edellisen mukaan, jos tunnetaan (1—F(U)) , voidaan laskea hintitodennikoisyys. Kaavasta (24)
voidaan ratkaista korkean kvantiilin eli VaR-riskimitan kaava:

l-a ¢

VaR.=q.(F)=u+g((3=5 () ~1)-

3

Edellisestd kaavasta saadaan kaavan (18) perusteella odotettu tappio:

1 1
TE,=——[q,(F

VaR BEU
T1g 1-g°

Riskimitta voidaan lausua myos CTE,=VaR +e(VaR,). Korkeilla kvantiileilla suhde on

a—1 Var :(1_5)71'520‘]3
CTE,
"M Var. =1,£<0.

Erds yleinen tapa GPD-mallin parametrien miirddmiseksi on suurimman uskottavuuden
menetelmi. GPD:n tiheysfunktiosta voidaan laskea lauseke [121]

N, N,
INL(E,B;Yq, ...,y Z n(g; ,(Y;))=—N,In(B Z 1+§

joka maksimoidaan ehdoilla >0 ja 1+& Y ;/8>0 kaikilla j. Maksimointitehtivin tuloksena
saadaan GPD-mallin mukainen ylitekertymifunktio Gg, 4+ Kaavan hintitodennédkoisyydelle
voidaan kdyttdd seuraavaa estimaattoria, kun havaintojen kokonaismiérd on N ja alle
kynnysarvon U olevien miird on N,

—~1/¢

)

X—U
B

(1-F(x))=

F N“(1+A
n 13

joka on voimassa, kun X=U. Riskimitoille VaR, ja CTE , saadaan vastaavat estimaattorit, kun
«=1-N,/n.



Kopulat on todettu tdmién esityksen aikaisemmissa luvuissa keskeiseksi usean riskijakauman
yhdistimisen matemaattiseksi apuvilineeksi. Adrimmiisten tapahtumien usean muuttujan
kopuloita on kisitelty ldhteessd [121] luvuissa 7.5 ja 7.6 seké ldhteessi [98].
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7 Yhteenveto

Tamin esityksen tavoitteena on ollut esitelld joitakin keskeisid riskimittojen
laskentamenetelmid. Tyypillisesti vakuutusyhtiot kdyttivit useita laskentamenetelmii sisdisessa
riskienhallinnassaan seké lainsddddnnon vaatimassa vakavaraisuusmallinnuksessa.

Vakuutusyhtitiden riskit ovat pitkilti samoja kuin pankkitoiminnassa, vakuutusyhtioilld
vaikuttavat lisdksi vakuutusriskit. Vakuutusyhtion on tidytettivd Euroopan Unionin Solvenssi II -
direktiivin mukaisen lainsddddnnon asettamat vakavaraisuuspddomavaatimukset, joita ovat
vihimmaiispddomavaatimus MCR ja vakavaraisuuspiiomanvaatimus SCR. Tdmin
lainsddddnnon ensisijainen tavoite on turvata vakuutuksenottajien ja edunsaajien edut myos
vakuutusyhtion maksukyvyttomyys- ja konkurssitilanteissa.

Vihimmiispddomavaatimus vastaa omien varojen miirdé, jonka alittuessa vakuutuksenottajiin
ja edunsaajiin kohdistuisi kohtuuton riski, jos vakuutusyrityksen sallittaisiin jatkaa toimintaansa.
Vaakavaraisuuspddomavaatimus on lievempi vaatimus ja sen tarkoituksena on asettaa yrityksen
oma varallisuus vihintédédn sellaiselle tasolle, jolla vakuutuksenottajien edut on kohtuullisella
varmuudella turvattu. Vakavaraisuuspddomavaatimuksen on vastattava oman varallisuuden
Value-at-Risk-arvoa, joka on laskettu 99,5 % todennikoisyydelld yhden vuoden ajanjaksolle.
Vihimmaispddomavaatimuksen on absoluuttisten vahimmaismédrien lisdksi vastattava oman
varallisuuden Value-at-Risk-arvoa, joka on laskettu 85 % todennékdisyydelld yhden vuoden
ajanjaksolle.

Edelld mainittu Value-at-Risk on yleisin kéytetty riskimitta sekd pankki- ettd vakuutusalalla.
Value-at-Risk-mittaa voi kédyttdd yksittdisten riskien tai riskiryhmien tasolta aina koko yrityksen
vakavaraisuuspadoman tarkasteluun. Muista perinteisistd riskimitoista voidaan mainita CTE-
riskimitta. CTE on subadditiivinen, jolloin useampia riskejd yhdistettdessi hajautushyotyjen
takia CTE-riskimitta ei voi olla suurempi kuin yksittdisten riskien riskimittojen arvojen summa.
Value-at-Risk-riskimitalla ei ole subadditiivisuusominaisuutta, mutta normaalitilanteissa Value-
at-Risk-mitta on kuitenkin kdyttokelpoinen. Solvenssi II:ssa on pdddytty Value-at-Risk-
riskimitan kdyttdmiseen yksinkertaisuuden takia. Lisédksi vdhiiselld havaintoaineistolla CTE:n
laskeminen odotusarvona voi olla epdvakaampaa verrattuna Value-at-Risk-arvon médrittimiseen.

Poikkeuksellisissa vakuutustoiminnan tilanteissa tai markkinahdiriissd vakuutusyhtion riskien
keskindinen riippuvuus voi oleellisesti muuttua normaalitilanteeseen verrattuna. Esimerkkind
vakuutuspuolelta on luonnonkatastrofin aiheuttama eri vakuutustyyppien vilisen riippuvuuden
lisdéntyminen ja jédlleenvakuutuksen kautta tapahtuva menojen siirto jdlleenvakuutuksia
vastaanottaneille vakuutusyhtidille. Esimerkkind markkinariskeistd on vuoden 2008
finanssikriisin aiheuttama markkinahirio, joka vaikuttaa edelleen eri puolilla maailmaa.
Luottoriskien hallintaan on olemassa omia menetelmid, joista erditd kisiteltiin timén esityksen
luvussa 5. Vakuutusyhtion vastuuvelka on nimensd mukaisesti myos velkaerd, joten erds
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tutkimisen arvoinen mahdollisuus on soveltaa vastuuvelan hallintaan samoja menetelmié kuin
luottoriskien mallintamisessa. Luottoriskien mallintamisen yhteydessi sovellettiin jakaumien
mallintamiseen my0os kopuloita, joilla on vakuutusyhtididen riskienhallinnassa lisdédntyvii
kayttod eri riskien aiheuttamien tappiojakaumien kuvaamisessa.

Vakuutusyhtion vakavaraisuuspddomavaatimusten laskennassa voidaan joutua kédyttiméén eri
menetelmid vahinkovakuutusriskin, henkivakuutusriskin, sairausvakuutusriskin, markkinariskin
tai vastapuoliriskin laskennassa. Solvenssi II:n mukaisessa standardikaavassa vakuutusyhtion eri
riskien vakavaraisuuspidomavaatimukset yhdistetdin kokonaispddomavaatimukseksi, joka
perustuu riskien vélisiin korrelaatiokertoimiin ja normaalijakaumaan. Solvenssi II -sdédnnoston
mukainen toinen vaihtoehto on vakuutusyhtion oman sisdisen mallin kehittiminen ja
kiyttiminen. Lainsdddinto asettaa korkeita laatuvaatimuksia oman mallin tasolle ja kédytolle.
Lisédksi mallin on saatava Finanssivalvonnan lupa ennen kiyttoonottoa. Oman mallin etuja ovat
parempi ymmarrys vakuutusyhtion omista riskeistd ja mahdollisesti matalammat
vakavaraisuuspidomavaatimukset. Alhaisemmat vakavaraisuuspdadomavaatimukset
mahdollistavat vakuutusyhtidille joustavamman varojen kidyton. Vakuutusyhtion sisdinen malli
voi olla parempi poikkeus- ja diritilanteiden kuvaamisessa. Edellisen perusteella sisdinen malli
voi olla my0s vakuutusyhtion asiakkaiden etu.

Riskienhallinnan merkitys on kasvanut viime vuosina erityisesti finanssikriisin seurauksena. On
kiinnitetty huomiota siihen, ettd riskijakaumien laskentamallit ja niihen perustuvat
vakavaraisuusmallit eivét ole riittdvalld tavalla ottaneet huomioon poikkeuksellisia
markkinatilanteiden tai vakuutusriskien vaihteluita eikéd ndiden eri riskien vilisid riippuvuuksia.
Tilannetta heikentdi lisdksi se, ettd riskienviliset riippuvuudet muuttuvat hiiriotilanteissa, ja
ndistd riippuvuuksien muutoksista on vahin havaintotietoa. Realististen déri-ilmiot siséltidvien
mallien rakentaminen on siten hankalaa.

Solvenssi II:n korrelaatiokertoimiin ja normaalijakaumaan perustuvalla laskentamallilla on
huomattavia puutteita poikkeustilanteissa, normaaliolosuhteissa malli on kuitenkin riittdvin
kuvaava ja yksinkertainen kiyttdd. Viime vuosina kopuloiden tutkimus ja kdyttod
vakuutusyhtiiden riskien tappiojakaumien mallintamisessa on lisdintynyt. Kopulat
mahdollistavat realistisempien tappiojakaumien kédyton riskien mallintamisessa ja niiden
yhdistimisessd koko yhtion kaikki riskit kattavaksi tappiojakaumaksi. Kopulajakaumasta
voidaan laskea vakavaraisuuspddomavaatimukset Solvenssi II:n mukaisen sisdisen mallin
puitteissa. Solvenssi II:n standardikaava ei perustu kopuloihin.

Mahdollisia kopulajakaumia on runsaasti. Vakuutusyhtion riskien tappiojakaumien
mallintamiseen ja jakaumien yhdistimiseen sopivia ovat esimerkiksi Gaussin kopula ja t-kopula.
Suositeltavampi on t-kopula, jolla on mahdollista kuvata Gaussin kopulaa paremmin riskien
keskiniisid riippuvuuksia poikkeus- ja dédriolosuhteissa. Tdmd ilmenee siind, ettd Gaussin
kopulan hintéiriippuvuuskertoimet ovat nollia, mutta t-kopulan nollasta poikkeavia.
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CRO Forumissa (CRO = Chief Risk Officers) vuonna 2008 suoritetun International models
benchmarking study -kyselytutkimuksen mukaan vakuutusyhtiéiden riskien tappiojakaumien
yhdistdmisessi kéytettiin 60 % kovarianssimatriiseja, 30 % simulointia ja vain 5 % kopuloita.
Solvenssi II -sdinndston voimaantulon jédlkeen kaikissa Euroopan Unionin maiden vahinko- ja
henkivakuutusyhtidissd, jotka noudattavat standardimallia on kiytdssd varianssi-
kovarianssimenetelmi. Solvenssi II:n mukaisena sisdisend mallina tai yhtion omana mallina seki
simulointi ettd varsinkin kopulat ovat ilmeisesti nousussa. Samassa kyselytutkimuksessa
kysyttiin vakavaraisuuspddomavaatimusten laskennassa kéytettyja riskimittoja. Tulokset olivat
Value-at-Risk 76 %, CTE 24 % ja muut 12 %. Sama vakuutusyhtio voi kéyttdd useita
rinnakkaisia malleja. Kyselyssi selvitettiin riskimitan osalta tulevaisuuden suunnitelmia 2 — 3
seuraavalle 1dhivuodelle (vuosille 2009 — 2011): Value-at-Risk 71 %, CTE 29 % ja muut 6 %.
Suunnitelmissa oli siis lievdid siirtymistd Value-at-Risk-riskimitasta CTE-riskimittaan. Kyselyssd
oli mukana Solvenssi II - sddnndston ulkopuolisia maita, jotka voivat kiyttdd oman maansa
lainsddddnnon mukaisia menetelmid ja riskimittoja.

Lainsidddanto velvoittaa vakuutusyhtioitid laajempaan riskienhallintaan kuin pelkéstiin
vakavaraisuuspddomavaatimusten tiyttimiseen. Vakuutusyhtididen omassa riskien arvioinnissa
kehitetddn laskentamenetelmii, joita ei Solvenssi II -sddnnosto suoranaisesti rajoita. Erilaisten
menetelmien kdytto on suotavaa malliriskien havaitsemiseksi ja tarkempien tulosten saamiseksi
eri riskeistd. Vakuutusyhtion omassa riskienhallinnassa on mahdollista kayttdi esimerkiksi
ddrimmdisten tapahtumien mallintamisen laskentamenetelmid, joita esiteltiin luvussa 6.
Mallintamisella on vakavaraisuuslaskennan lisdksi muitakin tavoitteita, esimerkiksi yhtion
taloudellisen tilan seurannassa, paatoksenteossa, yhtion arvon méadrittimisessi ja
vakuutustuotteiden hinnoittelussa.
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