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ABSTRACT

Hely Salomaa:
Maximum Likelihood Estimation of a Mathematical Model for the Claims Process

The loss reserve estimation is considered as the statistical estimation problem of a
simple mathematical model proposed for the run-off data of settled claims. The entries
of the data matrix are assumed to be independent random variables following a
compound Poisson distribution with means, variances and skewnesses depending on
few parameters. The compound Poisson distribution is approximated by the normal and
gamma distributions and by the Wilson-Hilferty approximation. The parameters of the
model are estimated from the observed run-off triangle using the maximum likelihood
method. The likelihood function is derived for all three distributions mentioned above.

The estimate for the loss reserve is obtained as the sum of the expected values of the
unobserved entries of the run-off data matrix. The variance estimate of the loss reserve
estimator is calculated as well. If the normal distribution is assumed the distribution of
the loss reserve estimator is also normal allowing confidence intervals to be calculated.

The connection of the chain ladder method to the model is also considered. Finally, two
numerical examples are given to illustrate the estimation process.
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1. JOHDANTO

Vahinkoprosessin mallintamisella riskiteoriaan perustuen on pitkd perinne. Alan perus-
oppikirja Beard, Pentikdinen ja Pesonen (1984) kasittelee asiaa varsin {aajasti. Riski-
teoriaan perustuvan tarkastelun kohteena on yleensa ollut tilivuosittainen tai johonkin
muuhun aikayksikkdon kohdistuva kokonaisvahinkomeno ja tarkastelussa on lahdetty
siitd, ettd vahinko korvataan samana vuonna jona se sattuu. Kaytdnndssa tiettyna
vuonna sattuneiden vahinkojen korvausten maksaminen saattaa kuitenkin tarkastelta-
van vakuutusliikkeen luonteesta riippuen jakaantua hyvinkin monien vuosien osalle (ns.
run-off-ilmi6). Vahinkomenon kohdistamiseksi oikeaan tilivuoteen on tilivuoden paatty-
essi arvioitava, paljonko siihen mennessa sattuneista vahingoista tullaan maksamaan
korvauksia tulevina vuosina eli on arvicitava korvausvastuun maéar3 tilivuoden paatty-
essa. Korvausvastuu muodostuu tunnetuista, viel2 maksamatta olevista vahingoista
(outstanding claims) ja niistd ennen tilivuoden paattymistd sattuneista vahingoista,
joista ei ole vield saatu edes ilmoitusta (IBNR). Korvausvastuun arvioimista varten on
kehitetty lukuisa joukko erityyppisid menetelmia. Rantala (1984) johti riskiteoriaa hy-
vaksi kdyttden IBNR-laskukaavan, jossa tiettyd kantavuotta vastaava IBNR lasketaan
ko. kantavuoteen liittyvan maksutulon ja tarkasteluhetkeen mennessé maksettujen kor-
vausten painotettuna summana. Kertoimet on johdettu niin ettd IBNR-virheen varianssi
minimoituu. Kertoimet riippuvat vahinkoprosessin parametreista, jotka oletetaan tunne-
tuiksi. Saatu IBNR-estimaattori on harhaton edellyttden ettd maksutulo on todellinen
riskimaksutulo.

Pentikiinen ja Rantala (1988, 1990) kasittelivét eri kantavuosiin liittyvien vahinkomeno-
jen run-off-prosessia riskiteoreettisen mallin pohjalta. Edellisessé artikkelissa johdettiin
kaavat mm. tilivuoden korvauskulujen varianssille ja filivuoden loppua vastaavan kor-
vausvastuun virheen eli run-off-virheen varianssille. Korvausvastuun laskennassa kéy-
tetty kaava, jossa korvausvastuu estimoidaan maksutulon ja maksettujen korvausten
painotettuna summana, kattaa useat yleisesti kiytetyt korvausvastuun laskentasaan-
nét. Korvausvastuun laskentasééntoja vertailtiin ensin em. varianssien perusteelia
olettaen kaikki maliin parametrit seké varausmenetelman kertoimet tunnetuiksi. Toiseksi



run-off-virhetta ja sen vaikutusta korvauskuluihin tutkittiin samoilla oletuksilla tehtyjen
simulointien perusteella. Vuoden 1990 artikkelissa run-off-virheen simulointitarkastelua
jatkettiin muuten samoilla periaatteilla, mutta nyt varausmenetelman kertoimet estimoi-
tiin laskentahetkeen mennessi kertyneiden maksettujen korvausten perusteella. Vas-
taava run-off-malli on myds osana Pentikéisen, Bonsdorffin, Pesosen, Rantalan ja
Ruohosen (1989) vakuutusyhtién solvenssitarkastelun pohjana olevaa maliia.

Tass3 tydssa tarkastellaan mahdollisuuksia Pentikdisen ja Rantalan (1986) esittdméan
mallin parametrien maximum likelihood estimointiin tarkasteluhetkeen mennessé kerty-
neen vahinkohistorian perusteella. Mallin estimointi antaa mahdollisuuden myds tule-
vaisuudessa maksetiavien korvausten arviointiin, ts. se tuottaa yhden korvausvastuun
laskentamenetelman. Kohdassa 2 kuvataan lyhyesti Pentikdisen ja Rantalan (1986)
esittdma malli seka tarkastellaan siihen liittyvdd maximum likelihood estimointiproblee-
maa. Kohdassa 3 esitetdén yksinkertaistetiu malli ja johdetaan likelihood funktio erilai-
silla jakaumaoletuksilla. Kohdassa 4 tutkitaan korvausvastuun laskennassa kdytetyn
perinteisen chain iadder menetelmén yhteyttd yksinkertaistettuun malliin. Kohdassa 5
tarkastellaan esimerkinomaisesti yksinkertaistetun mallin maximum likelihood estimoin-
tia keinotekoisesti generoidusta datasta. Saatujen estimaattien perusteella lasketaan
piste- ja viliestimaatit korvausvastuulle. Esimerkkien pohjalta tehdyt johtopéétdkset on
esitetty kohdassa 6.



2. RUN-OFF PROSESSI
2.1 Matemaattinen malli

Olkoon n,vuonna i sattuneiden vahinkojen kokonaislukumadré ja X; niistd maksettava
vahinkosumma. Vahingoista n;; kpl maksetaan samana vuonna, n;, kpl seuraavana
vuonna jne. Vuonna i+k-1 maksetaan n, kpl vuonna i sattuneita vahinkoja vahinko-
summan ollessa X, Oletetaan ettd kaikki yhteen kantavuoteen liittyvét vahingot on

maksettu t vuodessa. Tarkastellaan vuosina 1,2,...,¢ sattuneita vahinkoja. Esitetaén
kaikkiin t kantavuoteen liittyvat, t vuotena maksettavat vahinkosummat matriisina X:

[ Xn X12 Xw X:,r-z X1,1—1 xn
X 21 X 22 X 23 e X 2,42 X 24— X 2t
X 31 X 32 X 33 e X 3,t-2 X 3,0-1 X 3t
X=| ! : : : : :
X t-2.1 X t-2,2 X t-2,3 7 X t-2,1-2 X t-2.1-1 X -2t
X t-1,1 X t-1,2 X t-1,3 7 X t-1,t-2 X 1,01 X -1t
X t1 X tz X 13 - X t.1-2 X t,t-1 X 14

Jos prosessia tarkastellaan vuoden tlopussa, niin silloin tunnetaan muuttujien X, 7 =
1,....1 k=1,...,Fi+1 arvot eli tavanomainen run-off-kolmio ja tehtévéné on estimoida
jaljelia olevien muuttujien arvot, joiden summa on korvausvastuun maaré vuoden flo-

pussa:

L ukumadarat n;oletetaan Mixed Poisson-prosesseiksi odotusarvona:



E(n;)=ni.(i) q;

missé n on vakio, /, (i) on volyymin muutosta kuvaava indeksi {/_ (1) = 1) ja g;on
struktuurimuuttuja. Struktuurimuuttuja voi olia deterministinen funktio tai stokastinen ai-
kasarja, jonka kuitenkin edellytetddn olevan heikosti stationaarinen, ts.

E(q;)=1, Var(q;)=0}, Cov(q,.q,,) =",

Muutiujat X, k= 1,...,t ovat ehdollisesti riippumattomia ehdolla g;jakaumanaan Mixed
Compound Poisson, niin ettd vahinkojen lukumasran odotusarvo on

E(m )=E(np)=nl(i)q py,

miss& p, on todenndkdisyys sille, ettd vuonna j sattunut vahinko maksetaan vuonna
i+k-1. Aikaisemmin oletettiin, etta kaikki vahingot maksetaan fvuoden kuluessa, joten

!
zpk =1
k=1

Todennakdéisyydet p, siis maaraévét vahinkojen selvidmisjakauman, joka voi vaihdella
hyvinkin paljon tarkasteltavan vakuutusliikkeen luonteesta riippuen. Vuonna 7 sattu-
neesta vahingosta vuonna i+k-1 maksettavan summan 2, jakaumasta oletetaan, etta
se on aina saman muotoinen ainoastaan skaalauksen muuttuessa niin etta

E(Zy)=m In(i) Gu(k),

missa 1 on yksittéisen vahingon maarén odotusarvo vuonna 1 sattuneelle ja samana
vuonna maksettavalle vahingolle, /(i) on indeksi joka kuvaa yksittdisen vahingon
odotusarvon muutosta vahingon sattumisvuoden mukana ja g, (k) indeksi joka kuvaa

odotusarvon muutosta riippuen siitd miten kauan vahingon sattumisesta on kulunut va-
hingon maksamisajankohtaan. Indeksit skaalataan niin, ettd /(1) = g, (1) = 1. Jos

vuonna 1 sattuneen ja maksetun vahingon jakauman j. momentti on &, niin jakauman
muodon sdilyessa samana

E(Zi)=2a In(i) gn(k), j=12,3,...



Edell3 tehtyjen oletusten perusteella on
E(Xy)=nml,(i) (i) gn(k) Py

Var(Xy ) =nay 1,(i) ln(i)* Gu(k) P+ 1°mPL (i) 1(i)? gu(k)* pog.

2.2 Likelihood funktio

Tarkastellaan edelld kuvattua prosessia vuonna t, jolioin muuttujien X, i=1,....t; k=
1,....+i+1 arvot on havaittu. Merkitd&n ndiden muuttujien yhteisjakauman tiheysfunktiota
f{X):11& ja muuttujien Xy, k= 1,...,t-i+1 yhteisjakauman tiheysfunktiota AX):l&. Satun-
naismuuttujat X, k= 1,...,--i+1 ovat siis keskenaan riippumattomia, kun g;:n arvo on
kiinnitetty, ts.

t=i+1

HXilg) = []f( Xul q;)-
ket

Muuttujan X, ehdollinen jakauma ehdolla gq;on Compound Poisson, jolle

E(Xyl @)= 1,(i) ln(i) Gn(K) Py .
Var(Xul @)=, (i) Ini P 9n(k)F* Peai  ja
Y(Xel @)= 72 %2 3y 1, (i) P2 g2,

Jakaumaa voidaan approksimoida esim. normaalijakaumalla, NP-approksimaatiolla,
gammajakaumalla jne, kis. Beard, Pentikdinen, Pesonen (1984).

Merkitddn q = (qy.....qy)". Silloin on

{ I—i+

f(Xla)=11 TTf(xula)-
k=1

i=1

Olkoon muuttujien g; yhteisjakauman tiheysfunktio fq). Silloin



f(X):jf(qu)f{q)dq: Eq(f(X]q)).

Pentikdinen ja Rantala (1986) valitsivat g-prosessiksi ensimmaisen kertaluvun auto-
regressiivisen aikasarjan

q,-1=a(q._,-1)+¢g;

missd 0 < a < 1 ja g;~ N(0,6,2). Tall6in q:n asymptoottinen jakauma on tulotteinen nor-
maalijakauma, jolle
2

E(q,)=1, Véar(q,-)=1caaz i=1,...,t

2

Cov(q,.q,,)=a —2==, i=1,...t j="1..t—i
/ 1-a° :

Likelihood funktio f(X) on tassa tapauksessa moniulotteista normaalijakaumaa noudat-
tavien satunnaismuuttujien q; funktion h(q) = fX|q) odotusarvo. Yksinkertaisimmillaan-
kin, eli valittaessa X:n ehdolliseksi jakaumaksi ehdolla g; normaalijakauma, £X|q) on
suhteellisen monimutkainen muuttujien g; funktio, joten sen odotusarvon laskeminen
merkitsee f-ulotteisen integraalin numeerista laskentaa.

Jos aikasarjan sijasta oletetaan, ettd g-muuttujat ovat keskenéan riippumattomia ja
noudattavat jotain spesifioitua jakaumaa, esim. gammajakaumaa, jolloin lukum&arapro-
sessi n; on Polya-prosessi (kts. Beard, Pentikdinen, Pesonen {1984)), niin tilanne yk-
sinkertaistuu jonkin verran. Silloin

I—i+1

#(X)=T1 [TTf(xda)i(a)da.
k=1

i=1

Nyt on siis laskettava t kpl yksiulotteisia integraaleja likelihood funktion arvon méaraa-
miseksi annetuilia muuttujien X, arvoilla. Likelihood funktion maksimointi mailin para-
metrien suhteen tunnetuilla X;-arvoilla nayttaa tdssakin tapauksessa varsin tydlaélta
jollei suorastaan mahdottomalta.

Koska g-muuttujien olettaminen riippumattomiksi jo sindnsé aika radikaalisti rajoittaa
prosessia, niin iuutavasti ei meneteta enda paljoakaan, jos luovutaan niiden satunnai-



suudesta ja kiinnitetd@n ne ykkdsiksi. Silloin muuttujat X, i=1,...,t; k=1,...,t-i+1 ovat
kaikki keskendan riippumattomia ja niiden jakauma on Compound Poisson, jolle

E(Xy)=nm (i) I,(i) gn(k) Py,
Var( X, })=na, I,(i) lm(i)z gm(k)2 Py
Y Xy )=m"2 3% ay 1,(i)V% "2,

Tallaisella menettelylid paadytsan malfiin, jonka parametrien estimointi maximum likeli-
hood menetelmilla on mahdollista.



3. YKSINKERTAISTETTU MALLI
3.1 Mallin maarittely

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat X, i =1,....t; k= 1,...,I-i+1 ovat keskenain riippu-
mattomia ja X,:n jakauma on sama kaikilla in ja k:n arvoilla, kuitenkin niin, etta jakau-

man parametrit m,, 6> ja ¥, riippuvat /st ja ksta seuraavasti

-1 it k-1
mikzmrn rm rc pk’

2 2 Li-1 L2(i-1) 2(Kk—1
(3-1) Gfk:V ‘rr': rm“ )rc{ )pkr

—(i-1)/2 172
Yr’k=grn{ ) P "

Parametrit on johdettu em. Compound Poisson jakauman odotusarvosta, varianssista
ja vinoudesta olettamalla, etté volyymi kasvaa vuosittain vakioprosentilla (/, (i} = r'™")
ja yksittaisen vahingon odotusarvo kasvaa vakioprosentilla sekd kantavuoden mukana
ettd maksuvuoden mukana (/. (i) = ri", g, (k) = r*™"). Koska vahinkojen iukumaria
ei havaita, ei vakiota n ole mahdollista estimoida erikseen, joten yksinkertaistetun mallin
'parametrit on valittu niin, ettd nm korvataan parametrilla m, na2 parametrilia v¢ ja

-2 -3/
R

a, parametrilla g. ltse jakaumaksi voidaan valita esim. normaalijakauma,
gammajakauma tai Compound Poisson-jakauman NP- tai Wilson-Hilferty-approksimaa-
tio. Jos valitaan normaalijakauma, niin parametri v, ei ole mukana mallissa. Seuraa-
vassa johdetaan mallin likelihood-funktio normaalijakauman, gammajakauman ja

Wilson-Hilferty-approksimaation tapauksessa.

Todennakdisyyksia p,, k =1,...,f voitaisiin periaatteessa pitda estimoitavina paramet-
reina, mutta kdytdnndssé se ei ole mahdollista parametrien lukumairan ollessa liian
suuri k@ytettavissa olevien havaintojen lukumaérdan nahden. Siksi todennakoisyydet
kannattaakin mallintaa. Todennékdisyysjakaumaksi voitaisiin valita esim. Poisson-
jakauma, jolloin



N AK-1
Todennakoisyysjakauman valinta mallia havaintoihin sovitettaessa riippuu siita, millai-
sesta vakuutusliikkeesta on kyse. Poisson-jakauma ei tuota kovin monipuolista selvis-
misjakaumien parvea. T&ssa tydssa on Poisson-jakauman chella kaytetty yleistettya
negatiivista binomijakaumaa, jolle

_T(h+k-1){ » ' 1
p"_r(h)(k—1)!(1+1)] Arof

Tassa jakaumassa on kaksi parametria, joten sen tuottama todenndkdisyysjakaumien
valikoima on Poisson-jakaumaa laajempi. Rajatapauksessa (h — <) se tuottaa
Poisson-jakauman.

3.2 Normaalijakauma

Oletetaan, ettd X, ~ N(m, ,c5), missd m, ja o5 ovat (3.1):n mukaiset. Mallin paramet-
reina ovat m, V2, r, r,., r. sekd todennakdisyyksien p, parametrit (A jos jakaumana
Poisson tai h jav jos jakaumana negatiivinen binomijakauma). Jakauman vinouteen
liittyvd parametri g ei ole mukana tdssd mallissa. Muuttujan X, tiheysfunktio on siis

2

2
(X )= (2] & exp{_lg_(i&:.ﬂfi}_
2 Ok

Koska Xt ovat keskendan riippumattomia, niin likelihood funktio on
t =i
L= H Hf(xik ).
i=1 k=t
jolloin sen logaritmi / puolestaan on
I b=it+? 1

i X, —m. P
’:Z2’”f(xfk)=vakf0—§2;inc§(_%Z;( rkcimak)_

i=1 k=1 i

Kun tihén sijoitetaan suureiden m,, ja o5 lausekkeet (3.1), saadaan _



I
I=vakio—-;:t(t+1) In vz———1—t(t——1)(t+‘l)(ln r+2inr, +2in rc)—%Z(z‘—kﬂ)lnpk
k=1

TIG'J 1| X 1 -kt
‘E?ZZFW FRED DI USRS N

i=t k=1'nR c

Estimoitavien parametrien lukumaérén pienentamiseksi inflaatiotekijét r.,ja r, on oletet-
tu tunnetuiksi kohdan 5 esimerkkitapauksissa. Jos néin menetelldan, niin alkuperaiset

-1 k-1

havainnot X, voidaan jakaa tekijalla r,, . joHoin saadaan muunnetut havainnot Z,.

Merkitaan vield
! =i+t

Z.=Y ' Z, (=tunnettu vakio)

i=1 k=1

sekd ¢, =t(t+1)/4jac,=1(t—1)(t+1)/12 likelihood funktion logaritmi saadaan
muotoon

!
[ =vakio—c, Inv?—c, In rn——%Z(t—kH)lnpk
k=1

1 1 b feeit? zjz m 1m i ke
Sk Z - Zpk(1 ik ),
k=1

2v? i=1 k=1 rr:_jpk v 2 v 1- T

Tehtavan on siis maksimoida funktio / parametrien m, v, r_ ja p,:n parametri(e)n suh-
teen.

Kun parametrit on estimoitu, niitéd kéyttden voidaan iaskea arviot tuleville Xj,:n arvoilie,
f=2,..0 k= ti2,... 1. Koska Xt ovat normaalisti jakautuneita, niin

(3.2) E(Xy)=my ja Var(X,)=ok.
Naiden estimaatit saadaan korvaamalla parametrit kaavoissa (3.1) estimaateiliaan.

Korvausvastuu €, on keskendan riippumattomien normaalisti jakautuneiden satun-
naismuuttujien summana normaalisti jakautunut odotusarvon ja varianssin ollessa

10



!

(3.3) mc=E(c,)=i iE(x,.k) ja o§=Var(c,)=i Y Var( X,

i=2 k=t-i+2 i=2 k=t-i+2

Korvausvastuun piste-estimaattina voidaan kéyttda sen odotusarvon maximum likeli-
hood estimaattia /1., joka saadaan kaavasta (3.3) korvaamalla odotusarvot E( X } es-

timaateillaan. Normaalijakaumaan perustuen korvausvastuun estimaatille voidaan maa-
ritd myds 1-o -tason luottamusvili:

m, + 2,.,5,
missd ®(z, ,,,) = 1-o/2 sekd M, ja &2 lasketaan kaavoista (3.3) korvaamalla E( X, ) ja
Var(X,) estimaateillaan.
3.3 Gammajakauma

Seuraavaksi oletetaan, ettd X, on gammajakautunut odotusarvona m, , varianssina

o javinoutena v, , ts. muuttujan X, jakaumafunktio on

4‘ 2 Xf _ml' 4 G’
F(Xik)=r(_2'+_ga“§“ . (X 2m —2—%
w Yk Ok YVik Vi

missa m, , o4 ja v, ovat (3.1):n mukaiset seki

Z M (x=0, h=20).

v...._...,x

T(x,h) =~—L
r'(h)

O

Mallin parametrit ovat muuten samat kuin normaalijakauman tapauksessa, mutta nyt
mukana on mybds jakauman vinouteen liittyva parametri g. Korvausvasiuun €, odo-
tusarvo ja varianssi saadaan nytkin vastaavasti satunnaismuuttujien X, , =2,...,1, k=t-
i+2,...,t odotusarvojen ja varianssien summana, mutta C,:n jakauma ei en&i ole nor-
maalijakauma.

Muuttujan X, tiheysfunktio on

11



4
S
l?i(xik —my )+ 1“” X

- 4] 4
f(Xy)=203 v T{4/v%) 1{_2{2
O

ik
411y,

eXP{__z{—IL(Xik —-my )+ 1:]}
Yi L2 Ok

jolloin likelihood funktion logaritmiksi saadaan

-~

1=i+1
4 i
2

I_vaklo——;-t(tﬂ) In(vg)——t(t 1)(t+1)(Inr +Inr,)- EZ‘W(Q p.)
=1 k=t
t =i+,
4 2 ] 2(2 m
—r i =%k == 0
+¢§§[g’-’" Pe )n[vgr,‘,,"d‘"+9[g v]

X L

Vg:k

Samoin kuin normaalijakauman tapauksessa oletetaan inflaatiotekijét r. ja r_ tunnetuiksi
ja siirrytadn kayttdmasn muunnettuja havaintoja Z, = X,/(r-"'r™). Vastaavasti kuin

edelld Z.. on havainiojen Z, summa. Jos nyt merkitddn ¢, = #{+1)/2 niin funktio /saa-
daan muotoon

| = vakio— ¢, ln(vg)—zzmr‘(ér,;’" p)
i k

‘ +ZZ(-—%($" pk_‘i) In[izfﬁg(?‘“%] e pk}

g vg g\g

Taman funktion maksimointi parametrien m, V2, g, r, ja p,:n parametri(e)n suhteen on
ty6laampai kuin normaalijakauman tapauksessa, mutta ainakin esimerkkitapauksissa
se pystyttiin suorittamaan.

i2



3.4 Wilson-Hilferty approksimaatio

Oletetaan, ettd

(3.4) X, =m, +~c (ﬁf y s, 6] _6
" & K 3 Ik 6 ik 6 'Yfk ’Y’k E]

missd Y ~ N(0,1) ja m,, 65 sekd vy, ovat (3.1):n mukaiset. Téssakin mallissa X.:n ja-

kauma oletetaan siis vinoksi. Satunnaismuuttujan X, kertyméfunktio on nyt

6 1 _Y'k 1/3 Ya s
= B |1 " Yix 2_
= q{? [[2 Gk (x— m,-k)+1} +[ 5 ) 1D

missa @ on standardoidun normaalijakauman kertyméfunktio. Satunnaismuuttujan X,
tiheysfunktioksi saadaan

-2/3
f(X)=(27)"*c B 2 (X~ ,-k)+1} x
2 /3 3
exp BT 1Yi()(,.k—m,k)ﬂ +(1i‘—) -1
2\ Yk 2 o 6

Likelihood funktion logaritmi on silloin

2

I-vak:o—*z fiin G,R—mz fjln [11'"& = m)+1}
i=1 k=1 =1 k=1
1 {
>

t—i

F

‘ 1y 13 v ¥ 2
i1 1(7:};) {[2 O “ ) 6

x
i
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Sijoittamalia suureiden m,, 65 ja ¥, lausekkeet (3.1):std saadaan

L (X =y )+ 1= (e - m)+ 1
Oy 2v ol Py

Samoin kuin edellisissé malleissa, nytkin oletetaan, ettd inflaatiotekijat r,,ja r, ovat tun-
nettuja ja siirrytddn muunnettuihin havaintoihin

Ly =~

Silloin funktio /voidaan kirjoittaa muodossa

] 1< o d t—i+rln lg Z, e
I=vak:o—c,lnv2—c2Inrnuagg(t—kﬂ)lnpk—gzz 2v(—r"’p )+

=1 k=t \ n Fk
2 ; 173
1(6 to1~is] » [1 g Z. } (g)z 1
“ol = RN s —m 1+ 2 — =1} e,
2[9) ; k=1 2v r,’p, ) 6/ 1P *

missé kertoimet ¢, ja ¢, ovat samat kuin normaalijakauman yhteydessa. Taméan funkti-

on maksimointi on vaikeusasteeltaan samaa luokkaa kuin gammajakaumaan perustu-
vaa mallia vastaavan likelihood funktion maksimointi.

Wilson-Hilferty jakauman tapauksessa satunnaismuuttujan X, odotusarvo ja varianssi

poikkeavat hieman luvuista m,, ja o3, silld miéritelm&n mukaan on

1 Y z Y 6 6
E(X.,)=m, +—0, mi‘i) E|Y, -y — | ——1|,
( .'k) ik 3 lk{( 8 |: i 6 'Y,'k ij

Koska satunnaismuuttuja Y, noudattaa standardoitua normaalijakaumaa, niin
E(YM)=0, E(Yf)=1.3.5...(2j~1), i=12,..

jolioin X,.:n odotusarvo on
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1 ) 5
E(X,)=m, ’ch*(%] .

Vastaavasti saadaan X:n varianssiksi

E[xik —E( X, )]2

i
I
R
<
,.........M-........\
TN
» |2
—t,
[romes——
o
|
o[
+
q.e
ES |°’
L_...........ﬁl,
1
-2
= |°’
+
TN
ol
(4]
—
E—

Korjaustekijan merkitys kummassakin lausekkeessa on mititén, paitsi siiné tapauk-
sessa ettd vinous on erittdin suuri.

Korvausvastuun cdotusarvo ja varianssi voidaan estimoida kaavoista (3.3) korvaamalla
E(X,) ja Var(X,) yo. lausekkeilla.
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4. CHAIN LADDER MENETELMA JA PARAMETRIESTIMAATTIEN ALKUARVOT

4.1 Chain ladder menetelmé
Seuraavassa tarkastellaan korvausvastuun estimointia perinteisella chain ladder mene-
telmaild, kun run-off-kolmion havainnot ovat peréisin kohdan 3 yksinkertaistetusta mal-

lista.

Muodostetaan maksettujen korvausten kumulatiivinen run-off-kolmio:

missd §; = >, X,,. Chain ladder menetelmén perusmuodossa kehitysvuosittaiset
kertoimet ovat
- -k t-k
A =23m+1 /Zsik'
i=1 i=1
Chain ladder menetelman mukainen arvio vueden i kokonaiskorvausmenolle on
-1

sz = Si,l-i+1 H?k

k=t-i+1
jolloin korvausvastuun estimaatiksi vuoden f lopussa saadaan

Cz = 2 (sr‘: - Si,i‘-i+1)'

1
f=2
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Vastaavasti korvausmenon lisdyksille X;,,,;, ~2....,/ saadaan arviot

I—i+j-2
Xi,t-i+j = QI,I-IH' - si,f—r'+j-1 = Sf,z-m(f;-nj-r - 1) I | ﬂc .
k=1-i+1

Jos oletetaan, eftd satunnaisvaihtelua ei esiinny eli X, = m,_, niin silioin

2 ERH Z Ekﬂ' i.1 rm1 i1 p} ) Zf::réf’fpj
S XS mat e Y

joten

i-1 ; -1 _ i-1 Li-1 t-ivf-1 _
rm pj =m !’n rm rc pz-:'+] - mi,r-1‘+j'

Zr_hjqr"’ i

; +J- -+

X _ hetj-f C P Prisj z 7
L+ f 2H+1 ri"p. Zt-H—j -1 i- 1 , =
j=1 ¢ 7} j=1 fe =

Chain ladder menetelma tuottaa siis tarkalleen oikean korvausvastuun maarén C, jos
X, =m,, =1,...1 k=1,....tja m, on (3.1):n mukainen. N&in ollen chain ladder mene-
telman voidaan perustellusti katsoa tuottavan erdén approksimaation kohdassa 3 esite-
tyn yksinkertaistetun maliin mukaisen korvausvastuun estimaatille.

4.2 Parametriestimaattien alkuarvot
Chain ladder menetelmén yhteydessa tarkasteltuja kehitysvuosittaisia kertoimia voi-

daan kayttds hyvaksi mairattadessa alkuarvoja kohdan 3 mallien mukaisille maximum li-
kelihood estimaateilie. Kohdan 4.1 kumulatiivisen run-off-kolmion sijasta maaratian

kertoimet £° nyt havaintojen Xy =1,...4 k=1,...,t-i+1 muodostamasta run-off-kolmiosta:

Kun ndma kertoimet ma&rétdan muuttujien X, odotusarvojen muodostamasta run-off-
kolmiosta, niin saadaan

= Pey/ P, k=1,..1-1
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Korvataan kertoimet £° havaituilla kertoimilia 7* ja lasketaan todennakdisyyksille Py €s-

timaatit rekursiivisesti kaavoista

bk+1=bk ?ks/!'c, k=1,...,t_1. '

Kun vield asetetaan ehto z:m P, =1, voidaan maarata p,:
1 k B
=1+ Tt |77 -
k=1\_ f=1

Mikdli r, tunnetaan, niin eo. kaavoista saadaan suoraan arviot todennikédisyyksille
PPy Sovittamalla naihin lukuihin mallin mukainen todennékdisyysjakauma (esim.
Poisson-jakauma tai yleistetty negatiivinen binomijakauma) saadaan alkuarvot toden-
nakdisyysjakauman parametriestimaateille.

Seuraavaksi muodostetaan rivikertoimet

jotka odotusarvojen mukaisesta run-off-kolmiosta laskettuina ovat
ff=rr, i=1..,t-1
Kun r,, oletetaan tunnetuksi, niin r,:lle saadaan estimaatti esim. seuraavasti
1 i7{1-1)
g {Hzf} /h.
Parametrin m alkuarvoksi voidaan ottaa lukujen
Yo = Xo /(B0 05 D), =t k=1,

keskiarvo. Parametrin 2 alkuarvona taas voidaan kayttaa iukujen
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Vie = X / (RF172 (20 p pli2 ) i pliV2 B2 Gt k=t 41

nelididen keskiarvoa. N&in voidaan laskea alkuarvot normaalijakaumamallin paramet-
reilie. Vinousparametrille g alkuarvon maardaminen on hankalampaa.
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5. NUMEERISIA ESIMERKKEJA

5.1 Havaintojen generointi

Havaintojen generointi, likelihood-funktion maksimointi ja muut laskelmat suoritettiin
Mathematica-ohjelmiston versioilla 2.0 ja 2.1 (Wolfram (1991)). Havaintoja generoitiin
Wilson-Hilferty jakauman mukaisesta mallista tunnetuilla parametrien arvoilla. Selvié-
mistodennékdisyyksid lukuunottamatta parametrien arvot otettiin Pentikéisen ja Ranta-
lan (1986) artikkelista: m = 60, v2= 10, g =10"*?, r,=1.03,r,,=1.06 ja r,= 1.08.
Selviamistodenndkdisyydet pyrittiin valitsemaan niin, ett ne vastaisivat suhteellisen
hyvin Poisson-jakaumaa tai yleistettyd negatiivista binomijakaumaa, ja paadyttiin seu-
raaviin kahteen selvidmisjakaumaan:

1. t=6 jatodennékdisyydet ovat 0.55, 0.25, 0.11, 0.06, 0.02, 0.01.
2. t=10 ja todennakdisyydet ovat 0.06, 0.16, 0.23, 0.22, 0.16, 0.09, 0.04, 0.02,
0.01, 0.01.

Naista ensimmainen, jota myds Pentikdinen, Bonsdorff, Pesonen, Rantala ja Ruchonen
(1989) kayttivat esimerkking, vastaa hyvin yleistettyd negatiivista binomijakaumaa, ja
toinen taas Poisson-jakaumaa.

Kummassakin esimerkkitapauksessa generoitiin ¢ x t-matriisi X = { X, }D‘ .- Aluksi m&a-
réttiin matriisit M={m, } ,S= {cﬁ; }m ja G ={v,},, annetuilla parametrien m, v2, g,

I Imia r. seké todenndkdisyyksien p,, k=1,...,f arvoilla. Seuraavaksi generoitiin 12 riip-
pumatonta havaintoa standardoidusta normaalijakaumasta ja muodostettiin niistd  x -
matriisi Y. Matriisin X alkiot laskettiin sitten kaavasta (3.4). Saadut matriisit X, ja

X, ox10 ON esitetty liitteessé.
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5.2 Parametrien estimointi

Havaittuina X;.n arvoina kaytettiin sekd X, :n ettd X, :n tapauksessa alkioita X,
i=1,...,0 k=1,...,ti+1, Havaintoihin sovitettiin normaalijakaumamaili, gammajakaumamalli
ja Wilson-Hilferty malli selviamistodennikdisyysjakaumana tapauksessa =6 yleistetty
negatiivinen binomijakauma ja tapauksessa =10 Poisson-jakauma. Mallin parametrien
estimoimiseksi maksimoitiin mallia vastaavan likelihood-funktion logaritmi havaituilla
X;:n arvoilla tuntemattomien parametrien m, v2, g, r, seka h jav tai A suhteen. Inflaa-
tioparametrit r,, ja r_ oletettiin tunnetuiksi. Taulukoissa 5.1 ja 5.2 on esitetty seké koh-
dassa 4 esitetylld menettelyll4 lasketut parametriestimaattien alkuarvot etté eri malleja
vastaavat maximum likelihood estimaattien arvot. Parametrien h jav (taulukko 5.1) se-
k& A (tauiukko 5.2) alkuarvot on saatu sovittamalla alkuestimaatit-sarakkeessa annet-
tuihin todennakdisyyksiin  p, vastaavasti yleistetty negatiivinen binomijakauma
(taulukko 5.1) tai Poisson-jakauma (taulukko 5.2). Ko. jakaumat eivét siis tuota tarkal-
leen alkuestimaatit-sarakkeen todennékdisyyksia. Sen sijaan muissa sarakkeissa ole-

Taulukko 5.1 Parametrien alkuestimaatit ja maximum likelihood estimaatit
tapauksessa {=6.

Estimaatti | Alkuestimaatit Normaali Gamma  Wilson-Hilferty
m 58.984 62.900 63.226 63.012
2 15.901 15.000 14.744 14.771
g 0.036 0.057 0.034
[ 1.053 1.025 1.024 1.025
h 1.319 1.169 1.138 1.158
D 1.546 1.365 1.311 1.344
P, 0.521 0.526 0.525 0.525
o8 0.264 0.260 0.258 0.259
o )8 0.117 0.119 0.119 0.119
p. 0.054 0.053 0.054 0.054
fo 8 0.027 0.023 0.024 0.024
P 0.017 0.010 0.011 0.010
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Taulukko 5.2 Parametrien alkuestimaatit ja maximum likelihood estimaatit
tapauksessa =10.

Estimaatti | Alkuestimaatit Normaali Gamma  Wilson-Hilferty
M 59.354 62.579 62.672 62.514
2 9.214 13.833 11.290 11.358
g 0.036 0.065 0.062
( 1.039 1.018 1.016 1.018
A 2.973 2.859 2836 2.859
P, 0.065 0.057 ' 0.059 0.057
o 0.166 0.164 0.166 0.164
P, 0.229 0.234 0.236 0.234
p. 0.202 0.223 0.223 0.223
Ds 0.157 0.160 © 0.158 0.160
De 0.085 0.091 0.090 0.091
D, 0.042 0.043 0.042 0.043
P, 0.024 0.018 0.017 0.018
P, 0.009 0.006 0.006 0.006
P 0.022 0.002 0.002 0.002

vat todenndkoisyyksien p, estimaatit ovat ko. todennikoisyysmallista parametrien ma-
ximum likelihood estimaattien arvoilla lasketut todennakéisyydet. Tassé tapauksessa,
kun mallin parametrien todelliste arvot tunnetaan, parametrin g estimaatin alkuarvoksi
otettiin parametrin tunnettu arve 107*? = 0.036.

Kummassakin taulukossa eri malleja vastaavat estimoidut selvidmistodennakoisyysja-
kaumat ovat hyvin I&hella toisiaan ja vastaavat suhteellisen hyvin niita jakaumia, joista
havaitut run-off-kolmiot on generoitu. Parametrin m estimaatitkaan eivét juuri poikkea
toisistaan. Oleellisin ero mallien valilla ndkyy parametrin v2 estimaatissa, joka normaali-
jakaumamallille on kummassakin esimerkkitapauksessa suurempi kuin gammaja-
kauma- ja Wilson-Hilferty-malleille, joissa on mukana myds vinousparametri. Kuten voisi
odottaakin, niin vinous-parametrin puuttuminen normaalijakaumamallista nayttad kas-
vattavan varianssiestimaattia. Kaiken kaikkiaan gammajakaumamallia ja Wilson-Hilferty
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mallia vastaavat parametriestimaatit ovat esimerkkitapauksissa hyvin ldhellz toisiaan.
Kun verrataan saatuja parametriestimaattien arvoja havaitut run-off-kolmiot tuotianeen
mallin parametreihin, niin suuremman havaintojen lukumé&éran ansiosta tapauksessa
t=10 parametrien m ja vZ estimaatit ovat lahempén todellisia parametrin arvoja kuin ta-
pauksessa {=6.

5.3 Mallin ja havaintojen yhteensopivuus

Saaduiila parametrien maximum likelihcod estimaattien arvoilla laskettiin sitten sovitet-
tua mallia vastaavat odotusarvot £( X, ), &1,...,t; k=1,...,1, jotka on annettu litteess.
Mallin ja havaintojen yhteensopivuutta tutkittiin tarkastelemalla odotusarvoestimaattien
E( X, ) poikkeamia havaituista arvoista X, i=1,...,t; k=1,...,t-i+1. Vertailun helpottami-
seksi poikkeamista laskettiin kolme tunnuslukua: poikkeamien summa D, poikkeamien
nelididen summa D, ja keskim&éréinen suhteellinen poikkeama D

D=3 3 X~ E( X))
D= S (X —E(X,))

2 ¢ t-i+1 A
Dr =T 7y oies s | X = E (X )1 1 X

Tunnuslukujen arvot eri malieille kummassakin esimerkkitapauksessa on esitetty taulu-
kossa 5.3. Kummassakaan esimerkkitapauksessa eri mallien tunnusluvut eivat juuri

Taulukko 5.3 Tunnusluvut mallien ja havaittujen run-off-kolmiciden
yhteensopivuudelle.

=6 =10
Normaali Gamma  Wilson-H Normaali Gamma Wilson-H
D, 0.021 0.020 0.102 -0.598 0.221 -0.839
D, 141.476 141.328 141.298 211.483 208.349 211.804
D. 0.132 0.130 0.131 0.135 0.135 0.135
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poikkea toisistaan. Keskiméaarainen suhteellinen poikkeama on kaikille malieille

n. 13.1% tapauksessa =6 ja 13.5% tapauksessa t=10. Kaiken kaikkiaan nayttaa silts,
etta esimerkkitapauksissa kaikkien kolmen mallin sopivuus havaittuun run-off-kolmioon
on samaa luokkaa, joten vinousparametrin mukanaolo ei vaikuta erityisen tarpeelliselta.

5.4 Korvausvastuun estimointi

Lopuksi laskettiin sovitettua mallia vastaava korvausvastuun estimaatti

! t " . o : .
C=3,., ..., E(Xy) javeratiin sitd "todeliiseen” korvausvastuun arvoon

4 4 . . . . " .
C = th 2k=m2 X, . Korvausvastuun varianssin estimaattia varten laskettiin ensin

estimaatit satunnaismuuttujien X, i=2,...,t; k=t-i+2...., variansseille. Korvausvastuun
varianssiestimaatti on néiden estimaattien summa.

Koska sovitetun mallin todennakgisyydet p,.,, p,,..... eivét ole nollia, joskin ne ovat

pienid lukuja, niin korvausvastuun estimaatiksi pitdisi oikeastaan ottaa summa

C = Z,;; 2;!_”2 E( X, ) ja vastaavasti varianssiestimaattia laskettaessa mukaan pi-
taisi ottaa myds muuttujien X, =1....4 k=t+1... varianssien estimaatit. Esimerkkitapauk-

sessa =6 laskettiin & ja vastaava varianssiestimaatti ottamalla mukaan vastaavasti
muuttujien X, odotusarvoestimaatit ja varianssiestimaatit k:n arvoon 15 asti. Vastaa-

vasti C,, laskettiin k:n maksimiarvona 25. Wilson-Hilferty mallin kohdalla odotusarvon
kaavassa oleva vinoudesta v, (ja nain ollen p,:n ki#nteisluvusta) riippuva korjaustermi
tulee suureksi k:n kasvaessa alkaen tuottaa itseisarvoltaan yha suurempia negatiivisia

odotusarvoja jopa niin etta é,,, kokonaisuudessaan tuli negatiiviseksi, kun k:n maksimi-
arvo oli 25. Tasté on pasteltava, etta Wilson-Hilferty-mallin tapauksessa ei yleisesti ot-
taen ole jarkevaa kayttaa ei-havaittujen X;:n arvojen estimaatteina odotusarvoja vaan
lukuja my,.

Korvausvastuun odotusarvon ja keskihajonnan estimaatit on esitetty taulukoissa 5.4 ja
5.5. Vertailun vuoksi mukaan on otettu myds chain ladder menetelman tuottama kor-
vausvastuun estimaatti. Tassé tarkasteltaville malieile on ominaista, ettéd korvaus-
vastuun odotusarvo ja hajonta yleensd kasvavat vahinkojen selvidmisajan jakauman
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‘Taulukko 5.4 Korvausvastuun odbtusarvon ja hajonnan estimaatit tapauksessa {=6.
E(C,)=82.100, Dev(C,)=4.606 ja C,=77.039.

Estimaatti Normaali Gamma Wilson-Hilferty Chain-ladder
CG 86.888 87.557 87.200 88.223
Se, 5.668 5.629 5.631

95 % luottamusvali 75.779-97.997

&, (ko =15) 93.118 94.319 88.525

b, (Kuax=15) 5.925 5.904 6.329

95 % luottamusvali | 81.505-104.731

pidentyessd. Suhteessa odotusarvoon hajonta sen sijaan pienenee johtuen siitd,etta
suhteen

Dev(C,) _v J 2 Z [ 20 2k
E(C,) m 2 z PRPRPCrY

osoittajassa ja nimittdjissi olevat summalausekkeet ovat samaa suuruusluokkaa ja
summattavien lukumadrén kasvaessa osoittajassa olevan summan nelijuuri kasvaa
nimittdjassé olevaa summaa hitaammin. Tapauksessa t=6 kaikki estimaatit ovat suu-
rempia ja tapauksessa =10 pienempii kuin toteutunut korvausvastuun arvo ja korvaus-
vastuun odotusarvo, kuitenkin iZhempana odotusarvoa kuin toteutunutta arvoa. Kum-
massakin tapauksessa chain-ladder-estimaatti on suurin kaikista estimaateista ja néin
ollen jalkimmaisessa lahimpana sekd toteutunutta korvausvastuun arvoa etté odotus-
arvoa. Tapauksessa t=6 kaikki nelja korvausvastuun estimaattia ovat hyvin 18hella toi-
siaan eiki hajontaestimaateissakaan ole juuri eroja. Taulukon 5.5 maximum likelihood
estimaateista normaalijakaumaestimaatti ja Wiison-Hilferty estimaatti poikkeavat suun-
nilleen saman verran toteutuneesta korvausvastuun arvosta ja korvausvastuun odotus-
arvosta gammajakaumaestimaatin poikkeaman ollessa selvasti suurempi. Normaali-
jakaumamallin hajontaestimaatti on jonkin verran muita suurempi.

Normaalimallin yhteydessa korvausvastuulle voidaan maérata véliestimaatteja sen pe-

25



Taulukko 5.5 Korvausvastuun odotusarvon ja hajonnan estimaatit tapauksessa t=10.
E(C,,)=464.718, Dev(C,,)=12.924 ja C,,=486.922.

%c,a (Kmnax = 25)

95 % luottamusvili

402.996-458.856

Estimaatti Normaali Gamma Wilson-Hilferty = Chain-ladder
bm 429.384 421.648 429.937 456.508
i}-cm 14.214 12.708 12.895
95 % luottamusvili | 401.525-457.243
&, (k. =25) 430.926 423.092

14.251 12.739

rusteella ettéd C, on normaalisti jakautunut. Taulukoihin on laskettu 95 % luottamusvélit;

yhté hyvin voitaisiin maarat raja, jonka alapuolella korvausvastuun arvo on annetulla

todennékdisyydelld. Korvausvastuun odotusarvo ja toteutunut arvo siséltyvat estimoi-
tuun 95 % luottamusvaliin tapauksessa t=6, kun taas tapauksessa =10 kyseinen vali-
estimaatti sijoittuu kokonaisuudessaan sekd odotusarvon ettd toteutuneen arvon ala-

puolelle.

Muuttujien X, k>f odotusarvot ovat merkittdvasti nollaa suurempia tapauksessa =6,

mika nikyy taulukossa 5.4 niin, ettd estimaatti C, on selvésti estimaattia &, suurempi.

Sen sijaan tapauksessa t=10 vastaavien odotusarvojen merkitys on vihiinen. Vastaa-

vien varianssiestimaattien vaikutus korvausvastuun hajonnan estimaattiin on vahéinen

kummassakin tapauksessa.
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6. JOHTOPAATOKSET

Vaikka kahden esimerkkitapauksen perusteella ei kovin pitkalle menevia johtopdatoksia
voikaan tehda, niin jotakin kuitenkin voitaneen jo niidenkin perusteelia sanoa. Ensinné-
kin nayttaisi siltéd, ettd normaalijakaumamalli parjaa suhteellisen hyvin kahteen muuhun
verrattuna. Vinousparametrin estimoiminen tamantyyppisistd havainnoista saattaa olla
suhteellisen epévarmaa, joten sen ottaminen mukaan malliin ei antane sanottavaa hyé-
tyd. Laskennallisesti normaalijakaumamallin estimointi on huomattavasti yksinkertai-
sempi molempiin muihin malleihin verrattuna. Gammajakauma- ja Wilson-Hilferty mal-
lien estimoinnissa laskennalliset vaikeudet kasvavat koko ajan tn kasvaessa. Laskenta
kdy mahdottomaksi kun fon suuri (>10) ja selvidmistodenn&kdisyysjakaumana on
yleistetty negatiivinen binomijakauma. N&in ollen kdytdnnéssa mahdolliseksi soveltaa
jad ainoastaan normaaiijakaumamé!li. Normaalijakaumamallin fisdetuna on, etta kor-
vausvastuun jakauma on silloin normaalijakauma, mika mahdollistaa véliestimaattien
laskemisen. Estimaattien tarkkuuden parantamiseksi havaintojen lukumaéaréa voisi lisa-
ta laajentamalla havaittua run-off-kolmiota niin ettd mukaan tulee vanhoja vuosia enem-
man kuin t kpl vaikka kaikki korvaukset oletettaisiinkin tulevan maksetuiksi ¢ vuoden
kuluessa.

Harkittaessa mallin kehittdmista kannattaisi vinouden sijasta pyrkia ottamaan mukaan
muuttujien keskindinen riippuvuus. Tdh&n antaisi ehkd mahdollisuuden havaitun run-
off-kolmion tarkastelu reaalisaationa moniulotieisesta normaalijakaumasta, jossa muut-
tujien odotusarvot ja varianssit voisivat olia samat kuin kohdassa 3 ja muutitujien véliset
kovarianssit mallinnettaisiin vastaavalla tavalla.
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Liite 1.
1. =86

Generoitu matriisi X, ,:

31.505 16.722  8.381 3.160 1.832 - 1.246
36.978 18.393 11856 4.912 2.486 0.506
46.260 18.972 9.392  6.692 1.488 0.943
40.701 23.567 7.609 5.903 1.772 1.702
40.980 29.665 11.595 71471 2.281 1.273
49.225 21.985 12173 5.743 2.284 0.219

Odotusarvojen estimaatit:

Normaalijakaumamalli; /7=62.900, #?=15.000, 7,=1.025, h=1.169 ja D=1.365.

31.686 16.921 8.382 4.044 1.925 0.909
34.436 18.389 9.109 4.395 2.092 0.988
37.424 19.985 9.900 4.777 2.274 1.073
40.672 21.719 10.75% 5.191 2.471 1.167
44,201 23.604 11.692 5.641 2.686 1.268
48.037 25.652 12.707 6.131 2.919 1.378

Gammajakaumamalli; 11=62.226, ¥°=14.744, §=0.057 ¥,=1.024, h=1.138 ja b=1.311.

33.177 17.638 8.809 4.305 2.081 0.999
36.007 19.142 9.560 4672 2.258 1.084
39.077 20.775 10.376 5.071 2.451 1177
42,410 22.547 11.261 5.503 2.660 1.277
46.027 24.469 12.221 5.973 2.887 1.386
49.952 26.566 13.263 6.482 3.133 1.504

Wilson-Hilferty-malli; m=63.012, ¥°=14.771, §=0.034 } =1.025, h=1.158 ja ©=1.344.

33.092 17.656 8.777  4.256 2.038 0.969
35.946 19.179 9534 4623 2.214 1.052
39.046 20.833 10356  5.022 2.405 1.143
42414 22.630 11.248 5455 2612 1.242
46.072 24.581 12219  5.926 2.838 1.349
50.045 26.701 13.273 6.437 3.083 1.465
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Varianssiestimaatit:

Normaalijakaumamalli; /71=62.900, #2=15.000, ,=1.025, h=1.169 ja ©=1.365.

2.813 2.136 1.562 1.128 0.809 0.578
3.019 2.293 1.677 1.211 0.868 0.620
3.240 2.461 1.800 1.299 0.932 0.665
3.478 2.641 1.932 1.395 1.000 0.714
3.733 2.835 2.073 1.497 1.073 0.766
4.006 3.043 2.225 1.606 1.152 0.823

Gammajakaumamalli; M=62.226, ¥¥=14.744, §=0.057 },=1.024, h=1.138 ja v=1.311.

2.782 2.108 1.548 1.125 0.813 0.585
2.983 2.261 1.660 1.206 0.871 0.628
3.200 2.425 1.781 1.294 0.935 0.673
3.432 2.601 1.910 1.388 1.003 . 0.722
- 3.681 2.789 2.049 1.488 1.075 0.774
3.948 2.992 2.197 1.596 1.153 0.831

Wilson-Hilferty-malli; m=63.012, ¥2=14.771, §=0.034 ¥ =1.025, 77:1.158ja h=1.344.
2.785 2.114 1.549 1.121 0.806 0.578
2.989 2.269 1.662 1.203 0.865 0.620
3.207 2.434 1.784 1.291 0.928 0.665
3.441 2.612 1.914 1.385 0.996 0.714
3.693 2.803 2.054 1.486 1.069 0.766
3.962 3.008 2.204 1.595 1.147 0.822
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2. t=10

Generoitu matriisi X ,g,,,:

3.449 11.474 15.085 16.146 11.273 6.566 4131 1974 0579 1.494
4.460 10.841 21.833 19.856 15625 8926 4.554 3.180 1.574 0.965
4591 15.652 19.503 16.588 17.130 10.325 4.85% 3125 1.576 0.782

4638 14.093 21.080 23.128 16.974 10939 5.788 2725 1.534 1.207
6.785 14.433 20.602 22964 22.235 12.114 3422 1.808 1.046 1816
7.070 15.454 21917 24.308 20.224 11293 8.980 4.887 3637 3.356
4.490 20.507 28.719 18.722 25.101 13924 6.262 4.353 2661 2503
8.383 16.261 28.388 34.767 29.119 14.644 4876 5.685 2.374 1.888
7.058 20824 37405 30.451 25822 19.388 8.092 2585 3514 0587
8914 27613 33.228 37819 29.523 16,866 10.561 3427 1.287 0.676

Odotusarvojen estimaatit:

-~

Normaalijakaumamalli; M1=62.579, ¥*=13.833, 7,=1.018, A=2.859.

3.589 11.080 17.103 17.601 13.685 B.358 4316 1.904 0.735 0.252
3872 11.955 18.455 18.992 14.658 9051 = 48657 2.054 0.793 0.272
4178 12800 12913 20493 15817 9.766 5.025 2218 0.855 0.293
4.509 13.818 21.487 22112 17.067 10.538 5422 2391 0.923 0.317
4865 15.019 23.185 23859 18.415 11.371 5.851 2.580 0.996 0.342
5.249 16.206 25.017 25.745 19.871 12.269 6313 2784 1075 0.369
5664 17.487 26.994 27.780 21.441 13.239 6812 3.004 1.159 0.398
6.112 18.869 20,127 29975 23.135 14.285 7.350 3.242 1.251 0.429
6.595 20.360 31429 32344 24.964 15414 7.931 3498 1.350 0.463
7116 21.969 33913 34800 26,936 16.632 B.558 3774 1.457 0.500

~

Gammajakaumamalli; f1=62.672, ¥¥*=11.290, g=0.065, 7,=1.016, 1 =2.836.

3676 11.260 17.244 17.606 13.481 8258 4216 1.845 0.706 0.240
3.961 12,133 18.580 18.970 14.526 8.898 4542 1.987 0.761 0.259
4,268 13.073 20.020 20.440 15.651 9.587 4894 2.141 0.820 0.279
4.599 14.085 21.571 22.023 16.864 10.330 6273 2.307 0.883 0.301
4955 15177 23,242 23.730 18.170 11,131 5682 2485 0.952 0.324
5339 16.353 25.043 25.568 19,578 11.993 6.122 2679 1.026 0.349
5.753 17.620 26.083 27.549 21.095 12.922 6.597 2886 1.105 0.376
6.198 18.985 20.074 20.684 22729 13.823 7.108 3110 1.191 0.405
6.679 20456 31.327 31.683 24.480 15.002 7.658 3.351 1.283 0437
7.196 22.041 33.754 34461 26.388 16.165 8262 3811 1.382 0.470

Wilson-Hilferty-malli; /1=62.514, #?=11.358, §=0.062, },=1.018, 1 =2.859.

3585 11.068 17.085 17683 13571 8.379 4312 1.902 0.734 0.262
3.868 11.943 18.436 18.972 14.643 9.042 4652 2052 0.792 0.272
4.174 12887 16.882 20.471 15.800 9.756 5.020 2214 0.854 0,283
4.504 13.805 21485 22089 17.049 10.527 5417 2.389 0922 0.316
4.860 15.004 23.161 23835 18.396 11.359 5845 2578 0.995 0.341
5.244 16.190 24691 25718 19.850 12.257 6.307 2781 1.073 0.368°
5.658 17.469 26.966 27.751 21.419 13.225 6.805 3.001 1.158 0.397
6.106 18.850 29.097 20944 23.111 14270 7.343 3.238 1.250 0.429
6.588 20.339 31.397 32310 24.638 15.398 7923 3.494 1.349 0.463
7.109 21.947 33.878 34.864 26.909 16615 8.549 3.771 1455 0.499
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Varianssiestimaatit:

Normaalijakaumamalli; ,=62.579, ¥#?=13.833, ,=1.018, A=2.859.

0.891
0.953
1.019
1.089
1.165
1.246
1.333
1.425
1.524
1.630

1.626
1.739
1.860
1.989
2.128
2.275
2434
2.603
2.783
2.977

2.100
2.246
2.402
2.569
2747
2.938
3.142
3.360
3.594
3.843

2.214
2.368
2.532
2.708
2.896
3.097
3.313
3.543
3.789
4.052

2.021
2.162
2312
2472
2844
2.828
3.024
3.234
3.459
3.699

1.651
1.765
1.888
2019
2.159
2.309
2470
2.641
2.825
3.021

1.230
1.316
1.407
1.505
1.610
1.721
1.841
1.969
2.108
2.252

0.849
0.908
0.971
1.039
1111
1.188
1.271
1.358
1.453
1.554

Gammajakaumamalli; M=62.672, ¥°=11.290, §=0.065, F,=1.016,

0814
0.870
0.929
0.993
1.062
1.135
1.212
1.286
1.385
1.480

1.480
1.582
1.690
1.807
1.831
2.063
2.205
2357
2519
2.692

1.904
2.034
2.174
2.323
2.483
2.654
2.836
3.031
3.238
3.462

1.999
2136
2.283
2.440
2.607
2.787
2.978
3.183
3.401
3.835

1.818
1.943
2076
2.219
237
2.534
2.708
2.894

- 3.093

3.306

1.478
1.580
1.689
1.805
1.929
2.061
2.203
2.354
2516
2.689

1.098
1.173
1.254
1.340
1.432
1.530
1.636
1.748
1.868
1.8996

0.755
0.806
0.862
0.921
0.984
1.052
1.124
1.202
1.284
1.372

0.548
0.586
0.627
0.671
0.717
0.767
0.820
0.877
0.938
1.003

~

A=2.836.

0.485
0.518
0.554
0.582
0.633
0.676
0.723
0.773
0.826
0.882

Wilson-Hilferty-malli; /1=62.514, 2=11.358, §=0.062, t,=1.018, A =2.859.

0.807
0.863
0.923
0.987
1.056
1.129
1.208
1.291
1.381
1.477

1.474
1.576
1.686
1.803
1.928
2.062
2.205
2.358
2522
2.8697

1.903
2.035
2.176
2.328
2.489
2.662
2.847
3.045
3.256
3.483

2.006
2.145
2.294
2.454
2.624
2.807
3.002
3.210
3.433
3.672

1.832
1.959
2.095
2.240
2.396
2.562
2.740
2.931
3.134
3.352

1.496
1.600
171
1.830
1.957
2.093
2.238
2.393
2.560
2.737

1.115
1192
1.275
1.364
1.459
1.560
1.668
1.784
1.908
2.041

0.769
0.823
0.880
0.941
1.007
1.077
1.151
1.231
1.317
1.408

0.497
0.531
0.568
0.608
0.650
0.695
0.743
0.795
0.850
0.909

0.334
0.357
0.382
0.408
0.437
0.467
0.498
0.534
0.571
0.611

0.294
0.314
0.336
0.359
0.384
0.410
0.438
0.468
0.501
0.535

0.302
0.323
0.346
0.370
0.395
0.423
0.452
0.484
0.517
0.553
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