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ABSTRACT

Sajo, A (1991) On the Applicability of Fuzzy Set Theory to the
Field of Insurance Business

The aim of this work is to find out something about the
possibilities raised by the new and yet not vastly spread theory
of fuzzy sets. The father of this theory is mr Zadeh, who
published his first article on the subject 25 years ago, and since
then the theory has been much talked about and eagerly proposed to
various fields of science. The main idea of the theory is sensible
enough: to allow for an element to be only partly a member of some
group, not only, as it has always been mathematically expressed,
either a member of a group or then not a member.It seens to be
that the amount of general literature on fuzzy sets is enormous
compared to its young age. Unfortunately it also seems to be
rather more difficult to find specific and useful examples of its
applications.

Alas, the attempt on finding links of insurance practise and fuzzy
set theory - that is, links that would seem useful and new - did
not give any very inspiring new ideas. It may be, that owing to
the strangeness of the theory and the forced generality of a work
of such a limited size, the real force of fuzzy set theory still
remained hidden by the basics discussed in the text and are to
been found only after a more severe and deeper study in some
specific field. :
The text first gives the basics of fuzzy set theory, with some
intuitive ideas as to the meanings of these definitions. Then some
references are discussed concerning the probability theory and
fuzzy set theory and especially the probabilities of fuzzy sets.
In the last two sections some attempts are made to apply the
theory to the field of insurance. By discussing in general terms
the area of events and compensations we seem to find 1little
advantage in using fuzzy sets - somewhat on the contrary: fuzzy
sets being a little vague to the old fashionedly oriented mind it
would seem to rather complicate otherwise understandable areas. On
the other hand, some specific problems concerning invalidisation
and preferred policyholders seem to benefit from applying this
theory, especially fuzzy set theory seems to give means for easier
handling of these kind of problems. Thus a cautious conclusion may
be made: for solving a specific problem, lacking need to great
extent of accuracy, fuzzy set theory may give means for acquiring
a handy solution. Although maybe losing in being not as exact as
for example some probability expressions, fuzzy set solutions seem
to gain in being simpler to apply. The last example tries to solve
a simple discounting problem as an application - it implies
clearly that a problem wanting an exact answer is not the best
possible candidate for fuzzy set theory applications.

Anni Sajo

Sampo Insurance Company Limited
Yliopistonkatu 27, POB 216
SF=20101 Turku
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Mddritelmi 2.3

Kahden sumean joukon A ja B unioni C = A v B on joukko, Jjonka
jédsenyysfunktio on

(2.5) £.(x) = max | £,(x) , £ (x) ] vxeXx.

Merkitddn £, = fA v fB .

Huomattakoon, ettd ndin mddritelty operaatio v on assosiatiivinen,
toisin sancen Auvu (BuC) = (AvB) vcC.

Intuitiivisesti wunioni on pienin sumea joukko, Jjoka sisdltidid
joukot A ja B perinteisen unionin md&ritelmdn mukaisesti. Seuraava"
lause todistaa, ettd unionin mddrittely on perinteisen ajatustavan

mukainen tdssd suhteessa.

~Lause 2.1

Mddritelmdn 2.3 mukainen unioni on pienin sumea Jjoukko, Jjoka
sisdltdd joukot A ja B.

Todistus: Oletaan, ettd ¢ = A v B ja fc sen kaavan (2.5) mukainen
jdsenyysfunktio. Td116in on selvidsti

fC

max [ £, £ ] = £,
ja |
£, =max [ £, , £ ] =€

.
B

Olkoon toisaalta D jokin sumea joukko, joka sisdltdd sekd A:n ettd -
B:n. Silloin on kaavan (2.4) mukaisesti

fD = fA ja fD z fB '

joten

fnzmax[fA,fB]=fC,

ndin ¢ €« D. o



Seuraavissa médritelmissi k#yd&%n 1l&pi joukko-opin peruskidsitteet
sumeille joukoille. M#&ritelmdit ovat perinteisen joukko-opin
mddritelmien yksinkertaisia laajennuksia. Olkoot A ja B sumeita

joukkoja joiden jisenyysfuntiot ovat vastaavasti funktiot fA ja fa.

Mddritelmd 2.1

1. Sumea joukke on tyhjd, jos Jja vain jos jésehyysaste on 0
jokaiselle X:n alkiolle.

2. Sumeat joukot A ja B ovat yhtdsuuret, merkitis#n A=B, jos ja vain

jos f‘(x)=fB(x) jokaiselle X:n alkiolle x. TH118in kidytetdin

merkintaa fA = fa' (Tam& yhtdsuuruusrelaatio on ekvivalenssi-
relaatio, silld alkioittainen funktion yhtdsuuruus on
eksivalenssirelaatio, ja ndinollen on jokaiselle xeX

ekvivalenssirelaation aksiomat voimassa, ja timd riittas.)
3. Sumean joukon A komplementti A° on joukko, jonka jdsenyysfunktio

(2.2) fe=1-f, .

Ndiden peruskédsitteiden 1lis#ksi joukon sisdltyminen toiseen

joukkoon sekd unionin ja leikkauksen kdsitteet on miiriteltivi:

Masritelmd 2.2
Sumea joukko A sisdltyy joukkoon B eli A on joukon B osajoukko, jos

ja vain jos

{2.3) fA(x) = fB(x) VxxeX.
Merkitdén
(2.4) AsB<=»fA£fB.



erikocistapaukseksi. Kutsumme tavallista joukkoa Acx terdviksi
Jjoukoksi. Sen karakteristinen funktio saa vain arvoja 0 tai 1, eli

£,: X~ {0,1}.
Otamme nyt siis k#yttddn eriinlaisen laajennetun karakterisoivan
funktion, ja annamme tidlle funktiolle nimen
Jjdsenyysfunktio:Sanomme, etti joukkoa kutsutaan sumeaksi Jjoukoksi,
mik&li sit# karakterisoi jésenyysfunktio, eli funktioc muotoa

£,:X> [0,1].
Funktion arvo fA(x) kertoo siis kullekin avaruuden X alkiolle X,
missd mddrin alkiolla on ominaisuutta, jota sumea joukko A
ilmentdd. Terdvd joukko on luonnollisesti t&118in erds sumean
Joukon erikoistapaus. Voidaan sanoca, ettd sumea joukko A itse
~asiassa on identifioivan jésenyysfunktionsa perusteella tavallinen
joukko avaruudessa X «x [0,1]! orlowskij [ 9 ] esimerkiksi
mddritteleekin sumean joukon seuraavasti: Sumeaksi Jjoukoksi C
avaruudessa X sanotaan kokoelmaa pareja ( x,fc(x)), missd xeX ja
£f.:X»> [0,1] .T4118in ter&vdd joukkoa vastaa siis esitysmuoto,
jossa alkioon liitetdi#n 0, nmik#li se ei kuulu joukkoon ja 1,

mik&li se kuuluu joukkoon.

Jédsenyysfunktio muistuttaa jossain mifrin todenndkdisyysfunktiota
numeroituvissa Jjoukoissa Jja tiheysfunktiota ylinumeroituvissa
joukoissa. Kuitenkin jédsenyysfunktioiden kdsittely ja yhdistely
erocaa oleellisesti todennikéisyyslaskennan menettelytavoista, ja
kdsitteellisgesti sumeat joukot poikkeavat tdysin
todenndkdisyyslaskennan késitteistdstd. Luvussa 3 kdsitellddn
l1&hemmin kysymystd todennik&isyyslaskennan ja sumeiden joukkojen

samankaltaisuudesta tai eroavaisuudesta.



Yksityisen ihmisen kannalta voi sadantuhannen markan vahinko
vaikuttaa katastrofaalisen suurelta, jolloin voisimme asettaa
fA(x)=0,95. Toisaalta liikeyritykselle voisi vahinko olla vain
melko suuri, jolloin liikeen johto voisi arvioida kuulumisasteeksi
£, (x)=0,5. Vakuutusyhtidn vahinkotilastoissa saattaa sadantuhannen
suuruinen vahinko olla kohtuullisen pieni, sanckaamme fA(x)=0,15 .
Ndinollen sumeiden joukkojen teorian avulla voi Xukin
subjektiivinen  asiain  tarkastelija  vilttys selvin rajan
asettamiselta: tietyn markkamidirin ylitettyddn vahinke on suuri,
sitd ennen pieni. Teorian avulla on mahdollista huomioida laajemmin
esimerkiksi suurten vahinkojen kdsittelysséd tarpeelliset
erikoistoimenpiteet ja soveltaa niitd jo osittain melko suuriin
vahinkeihin = suurten vahinkojen joukkoon  kuulumisen asteen

mukaisesti.

2.2 MAARITELMIA

Olkoon X alkioavaruus ja x avaruuden mielivaltainen alkio. Sumea
Joukko A avaruudessa X karakterisoidaan j&senyysfunktion fA
avulla. Funktio 1iittd4 Jjokaiseen alkioon x reaaliluvun vililti
[0,1}, jolloin f (x) kertoo alkion x joukkoon A kuulumisen asteen
eli jédsenyysasteen. Mit3d lidhempdni lukua 1 fA(x) on, sitd suurempi
jdsenyysaste on. Mikdli A on joukko konventionaalisessa
mielessd,sen jdsenyysfunktio saa vain arvoja 0 tai 1 ja on tdten
ekvivalentti perinteisen karakteristisen funktion (2.1) Xkanssa.
Ndinollen sumeiden joukkojen teoria voidaan kidsittdd perinteisen

joukko-opin laajennukseksi ja tavallinen joukko sumean joukon



tasolla ettd muutamien soveltamisesimerkkien valossa.

2. SUMEIDEN JOUKKOJEN TEGRIAN PERUSOMINAISUUKSISTA

2.1. INTUITIIVINEN LAHESTYMISTAPA
Olkoon X joukko ja oletetaan, ettd xeX ja AcX. Joukon A identifioi
perinteisesti karakteristinen funktio (tai indikaattorifunktio)

£,:X » {0,1} , missi

_ 1, kun xeaA
(2‘1) £(x) = { 0 muulloin
Esimerkki:
Olkoon perusjoukkona X = zZ, ja AsZ  suurten vahinkojen

korvaussummien joukko:

A={xeZ |x on suuri vahinko }
*

On ilmeistd,etti esimerkiksi fA(lo mk) = .0 ja

fA(150.000.000 mk) = 1 . Mutta mikdli arviocidaan, onke 100.000
mk:n vahinko suuri, eli kuuluuko 100.000 mk:n vahinko suurten
vahinkojen Jjoukkoon, emme voi en## todeta varmaa, tasmdllistid
arvoa fk(x):lle. Eri n#kdkantojen huomioconottaminen antaisi
funktiolle joko arvon 1 tai sitten arvon 0 sen mukaan, kuka
vahinkoa arvioi. Suuruuskdsite on ndinollen epdmiddrdinen.
Tarkastellaan tilannetta sumeiden joukkojen avulla: sallitaan
epdvarmuus suurtenl vahinkojen joukkoon kuulumiselle, eli
sallitaan, etti

0 < fA(x) < 1.



melko selvd tai enemmdn tai vihemm#n epimdiriinen sen sijaan ettd
kykenisimme esittém#én tarkkoja lukuarvoja. Voidaan ajatella, etti
olisi hyddyllista, jos voisimme kdsitellsd esimerkiksi
invaliditeetin késitettd sumeana joukkona: yleensihin potilas on
vain jossain m3#irin iﬂvalidisoitunut, hidnen kuulumisensa
invalidien joukkoon on epémi&rdinen kisite. KXonventionaalinen
ajattelu antaisi meille vain tiedon, ett3 potilas joko on tai
sitten ei ole invalidi, ja todennikdisyyslaskenta saattaa kertoa
meille, kuinka todenn#kdisesti hin on invalidi vielsd jonkin ajan
pddstd taikka kuinka todenndkdistd invalidisoituminen jollekin
haitta-asteelle on. Kumpikaan lihestymistapa ei Kkuitenkaan ota
kantaa invaliditeetin m#&#rdsn jatkuvana k&sitteend, niinkuin
kdytdnndssd asianlaita on. Sumeiden joukkojen teorian mukaisesti
voidaan potilaan tilaan liitt#&n funktio f£f:X - [0,1] , joka kertoo
~invalidien joukkoon kuulumisen asteen siten, ettd
sataprosenttisesti invalidi kuuluu joukkoon tdysin, ja kuuluminen
saa talldin arvon 1, kun taas tdysin terve saa arvon O, ja
esimerkiksi haitta-asteella 8 invalidisoitunut saa kuulumisen
asteekseen arvon 0,4. Yleisesti sumeiden joukkojen teoriassa
kuulumista kuvataan juuri funktion £f:X»[0,1] avulla siten,
ettd tdysin Jjoukkoon kuuluva saa arvon 1 ja 3joukkoon tdysin
kuulumaton saa arvon 0. "Jonkin verran" kuulumisen astetta
ilmaistaan siis siten, ettd f(x)e(0,1) on arvoltaan siti suurempi,

mitd selvemmin x kyseiseen joukkoon kuuluu.

Seuraavassa Kkdydddn ldpi ensin sumeiden joukkojen peruskidsitteistd
perustuen l&hinnd Zadehin alkuperdiseen artikkeliin. Sen 3jilkeen

pohditaan teorian soveltamista vakuutusalalle sekd filosofisella



1. JOHDANTO

Fuzzy-teoria eli sumeiden joukkojen teoria on uudehko matematiikan
alue, jonka soveltamista matematiikan ja luonnontieteiden eri
osa-alueille on viime vuosina tutkittu erittdin aktiivisesti.
Teoria sai alkunsa L.A.Zadehin wvuonna 1965 julkaisemasfa
artikkelista "Fuzzy Sets" [1],ja se voidaan k#sitt#d tavallisen
Boolen algebran kuulumiskésitteenllaajentamisen ja laajentamisen
seurausten tutkimiseksi. Kun totunnaisesti on ajateltu, ettd alkio
joko kuuluu joukkoon tai ei kuulu, 1liittii sumeiden joukkojen
teoria kuhunkin alkioon joukkoon kuulumisen astetta ilmaisevan
luvun. Teorian tarkoitus on mahdollistaa sellaisten tilanteiden.
kuvaaminen, joissa Boolen algebran tyyppinen lihestymistapa ei ole
sopiva sen johdosta, ettid tilanne on joko liian monimutkainen tai
liian epdtdsmidllisesti ilmaistavissa. Suuri halu teorian kdytdlle
johtuukin juuri kdytidnnon eldmin ja teknologian
- monimutkaisuudesta, jolloin perinteinen joukko-oppi ja sen
soveltaminen on ongelmallista.Teoria on kuitenkin niin uusi, ettd
sen mahdollinen hyéty ja merkittdvyys ei ole vield t#ysin

selvilli.

Sumeiden joukkojen teorian soveltamista vakuutusympdristddn on
tutkittu varsin v&hin, perusajatuksena se Xkuitenkin tuntuisi
soveltuvan hyvin vakuutusympdristéon: onhan vakuuttamisen

luonteesta johtuen moni asia ja moni tieto sitd tarvittaessa vain
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Mddritelmd 2.4

Kahden sumean joukon A ja B leikkaus C = A n B on joukko, jonka
jdsenyysfunktio on

(2.5) £.(x) = min[ £.(x) , £ (x) ] vxex.

Merkitdin fc = fA A fB .

Analogisesti unionin kanssa leikkaus on suurin sumea joukko, joka
sis8dltyy sekd joukkoon A ettd joukkoon B. Joukot A ja B ovat

erilliset, mik&dli A n B on tyhiji.

Esimerkki 2.1

Oletetaan ,ettd X = R, ja sumean joukon A jéisenyysfunktio-.fA on
normaalijakautuman tiheysfunktio odotusarvolla 4 ja hajonnalla 1
sekd sumean joukon B funktio noudattaa normaalijakautumaa
odotusarvolla 6 ja hajonnalla 1. Kuvassa (2.1) on esitetty kadyrit
fAja fB sekd unionin Jjédsenyysfunktio fAUB ja  leikkauksen
jdsenyysfunktio fym. Voidaan todeta esimerkiksi, ettd
leikkaukseen kuuluminen on suurimmillaan pisteessi 5, jossa ei

kumpikaan alkuperdinen funktio saa suurinta arvoaan. Unionissa

jdsenyysfunktio saa suurimman arvonsa kahdessa pisteessi.

Sumeiden joukkojen ollessa kyseessi ei olisi mielekdstid ajatella
alkion kuuluvan joukkoon vain mik&li sen jé&senyysaste on 1, tai
sitten mikdli j&senyysaste on positiivinen. Sen sijaan voitaisiin
ajatella middrdttdvidksi rajat o ja B8 siten, ettd mik#li £, =8,

alkio ei kuulu joukkoon A, ja mik&li f}z a , alkio kuuluu joukkoon

10






A. V&E1illd B = fAs « tilanne on ep#dvarma: ei voida sanoa, ettd
alkio kuuluisi joukkoon A, mutta ei mydskddn voida sanoa, ettei

alkio siihen kuuluisi. T&m4 johtaa ns. kolmen totuusarvon

logiikkaan:
T, kun fA(x) = o, (true)
F, kun fA(x) =8, {false)

U, kun B = £,(x) = a, (uncertain).

Seuraavassa kédsitelldidn hieman tarkemmin unionin, leikkauksen ja
komplementin perusominaisuuksia.

Kuten aiemmin todettiin, ovat nyt mddritellyt operaatiot
perinteisten unionin, leikkauksen ja komplementin laajennuksia.
Laajennuksille ovat assosiatiivisuuden 1lisiksi voimassa useat
muutkin perusidentiteetit, kuten De Morganin lait:

(2.6) (AvB)® = A° nB°

(2.7) (AnB)® = A° yBR®

ja osittelulait:

(2.8) Cn(AUB)=(CnA)u(CnB)

(CvA)n (CuB)

Il

(2.9) Cv (AnB)
Todistukset voidaan suorittaa osoittamalla, ettd yht4ldiden eri
puolien jdsenyysfunktiot ovat identtiset. Todistetaan esimerkkini
kaaQa (2.7). Muiden kaavojen todistaminen noudattaa samoja

periaatteita.

Lause 2.2

Sumeille joukoille on voimassa (A nB )° = a° uy B® .
Todistus: Merkitdsn ¢ = ( A n B )° ja D = A° u B°. TH118in. on
selvasti

fo=1-min[f , £ ] =

11



= max{ 1 - £, /1= £f ] = £,

eli siis koska fc = fn' on myds ¢ = D.no

2.3 SUMEIDEN JOUKKOJEN ALGEBRALLISISTA OMINAISUUKSISTA

Unionin ja leikkauksen seki komplemetoinnin lisiksi voidaan
‘sumeille joukoille mddritelld muitakin perinteisiid operaatioita
laajennuksina. Olkoot edelleen A ja B sumeita joukkoja seki £, ja

fB vastaavat jdsenyysfunktiot.

Mddritelmd 2.5
Joukkojen A ja B algebrallinen tulo AB mddritelldédn
jdsenyysfunktion avulla seuraavasti:
fAB = fAfB .
Selvdsti AB € A n B, sillid aina £,£, = min[f‘, fB] , koska
0 SfA, fBS 1.
Algebrallinen summa A + B puolestaan midritelldin lausekkeella
£,,, = E,+ £ .
Algebrallinen summa on middritelty vain, mik3li summalausekkeen
arvo ei ylitd 1lukua 1. Ndinollen sumeille joukoille A ja B
summalauseke on mielek&s vain, mik&li kaikille luvuille x € X on
voimassa
£,(x) + £ (x) =1 .
Intuitiivisesti ajatellen algebfallinen summa on mddritelty vain,
mik&dli Jjoukot ovat melko erilliset, silld mitd suurempi on

jdsenyysaste toiseen Jjoukkoon, sitd pienempi sen on toiseen

- joukkoon oltava. Summa voidaan n#dinollen ajatella joukkojen

12



intuitiivisena erillisyysasteen mittana, s$illd mikili summa on
olemassa, ei mink#&n alkion j4senyysaste molempiin joukkoihin yht4
aikaa ole suuri. Ajatellaan, etti summan olemassaolo olisi
testattavissa helposti, ja haluttaisiin selvittdd, missid miirin
‘alkiolla on eri ominaisuuksia. Testaamisella summan olemassaolpa
saataisiin l&htdétietona selvyyttd siitd, onko edes odotettavissa
ettd 18ytyisi alkio, jolla haluttuja ominaisuuksia olisi

voimakkaasti,

Midritelmsd 2.6

Joukkojen A ja B absoluuttista erotusta merkitHin I A - B | ja se

mddritelldsn lausekkeella
Terdvien joukkojen kohdalla | A - B| on A n B :n komplementti -

joukossa A v B,

Seuraavassa médriteltdvd konveksi kombinaatio sumeille joukoille
tuo 1lisd4 mielenkiintoa edellisten miiritelmien uusille termeille.
Kahden vektorin f ja g Xonveksilla kombinaatiolla tarkoitetaan
tavallisesti f:n ja g:n lineaarikombinaatiota, joka on muotoa

Af + (1 - A)g ,
missd 0 = A = 1 .T4md f:n Jja g:n kombinointi on yleistettivissi

sumeille joukoille seuraavalla tavalla:

Midritelms 2.7
Olkoot A ja B ja A mielivaltaisia sumeita joukkoja avaruudessa X.

Joukkojen A, B ja A konveksi kombinaatio (4,B ; A) mAAritellian

relaationa

i3



(A,B ; A) = AA + BA® .

Jdsenyysfunkticiden avulla konveksi kombinaatio on esitettivissi
seuraavasti:

£a,B ;a) (X)) = £40(0F, (%) + (1-£,(X))E_(X), V¥ x e X.
Konveksin kombinaation perusominaisuus on se, ettd Jjokaiselle
joukolle A € X on voimassa

AnBs (AB; A)sSs AuB.
Tdmd ominaisuus seuraa vdlittSmisti yht#dldisti

min [fA(x), fB(x)] sAf (x) + (1 -2 ) E_ (%)
ja

Af (x) + {1 -2 YE (%) = max [fA(x), fB(x)], xeX,
jotka ovat voimassa kaikille A « [ o, 1]. Erityisesti voidaan

todeta kayttokelpoinen tulos:

- Seuraus 2.1

Olkoon C mielivaltainen joukko, joka toteuttaa ehdon
AnBsCsAvB.

Td118in joukolle C on olemassa yksik#sitteinen sumea joukko A

siten,ettd C = ( A,B ; A ). Joukko A on mifiriteltivissi

jdsenyysfunktionsa avulla:

fc(x) - fB(x)

o £,(x) = £(x)
£(x) - £ (x)

A B
Ep(x) =

1 , £,(x) = £ (x) .

Todettakoon, ettd mik3dli A=B, on fA vapaasti valittavissa, silli

td1lldin kaikki funktion arvot toteuttavat vaaditun yht&1&n.

Konveksille Kkombinaatiolle on 18ydettivissd mielenkiintoisia

14



| soveltamismahdollisuuksia.Kombinaatio antaa nimitt#in er&in keinon

painottaa eri sumeita ominaisuuksia sen mukaisesti kuinka

~olennaisia ominaisuudet ovat. Usein painottamiseen tarvittava

kerroinfunktio ei tosin ole alkiosta x riippuvainen, vaan saattaa

olla sama kaikille xeX.

Seuraava esimerkki kuvaa soveltamista kiyt#ntdsn.

Esimerkki 2.3

Olkoon T invaliditeettiin vaikuttavien vammojen joukko. Oletetaan,
ettd vammoja voi olla n kpl, nimittdin vammat Tl,...,Tn sekd olkoot
vastaavat jésenyysfunktiot fl,...,fn. Olkoot lisdksi

A i=1,...,n, vammatyypin i térkeytti tai vakavuutta kuvaavia

W7
- lukuja. T&118in A voidaan kuvata vammatyypin i jé@senyysasteeksi
invaliditeettia kuvaavassa sumeassa joukossa A. Normeerataan Iuvut
Ai siten, etti

Olkoon t jokin vammautumistapaus. Oletetaan, ettd t:lle wvoidaan
midritelld jollakin menetelm#lli jdsenyysaste kunkin vammatyypin
suhteen, toisin sanoen arvot f1(t)"'°'fn(t) ovat olemassa.

- Vammautumistapauksen kokonaisinvaliditeettiaste voitaisiin ni3in

ollen mddritelld jisenyysasteena

£..(8) = Z A £ (t).

inv
Ndinollen invaliditeettijoukkoen kuulumista kuvaa kullekin
vammakomponentille tulo Aifi(t) ja kokonaisaste saadaan nididen
summana.
Kdytdnndssd 1luonnollisesti tilanne on monimutkaisémpi, ja
menetelmi vaatii paitsi kannanottoa eri vammatyyppien
painotuksessa wmyds tarkan arvion vammautumisen jokaisesta

osa-~alueesta. Nykyiseen haitta-astearviokdytintsdon nidhden
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tdllainen menetelmd johtaisi toisaalta ehk# parempaan tulokseen,
koska eri vammatyyppejd voidaan painottaa eri tavoin Jjopa
'tapauksesta riippuen, mutta seurauksena saattaisi toisaalta
kuitenkin olla nykyistd alhaisempi vammautumisen kokonaisaste,

811134 t&114 hetkelld eri vammojen haitta-asteet summataan yhteen.

Mddritellddn vield sumean relaation kisite sek#d siihen liittyen

sumea kompositio sekd kuvauksen indusoima sumea joukko.

Mddritelmd 2.8
Perinteisen relaatiokésitteen tapaan voidaan myds sumeille
joukoille miiritelld relaatio. Sumea relaatio X:ssi on sumea joukko
tuloavaruudessa XxX. Yleisemmin voidaan m#&iritelld sumea n-relaatioc
4_X:ss§ sumeana Jjoukkona tuloavaruudessa X x X x...x X = X".
VJ&senyyysfunktio on tdllaisille relaatioille muotoa

£, %, ... X )y
missd A € X x X x ... ; X, Jja X € X, i=1,..., n .
Binddristen sumeiden relaatioiden ollessa kyseessd mddritell&dn
kahden sumean relaation A ja B kompositio B . A sumeana relaationa
X:ssd asettamalla sen jdsenyysfunktioksi

£o..(%¥) = sup  min [ £,(x,v), fB{v,y)] .
Huomattakoon, ettd kompositio on assosiatiivinen, eli

Ao (BoeC)=(AoB)scC,
Olkoon T kuvaus avaruudesta X avaruuteen Y. Olkoon B sumea joukko
Y:ssd ja fB sen jdsenyysfunktio. Kidnteiskuvaus T indusoi sumean
Jjoukon A avaruuteen X : A:n jdsenyysfunktioksi mddritelldédn

fA(x) = fB(T(x)), ¥ xeX .

Olkoon nyt A tunnettu sumea joukko avaruudessa X. Mikdli T ei ole
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bijektio, jolloin v X, %,€ X, X #*X_, on T(xi) # T(xz), saataisiin
ylldolevalla menetelmdlld useita jisenyysasteita Y:n alkioille,
joihin kuvautuu usea X:n alkio. T&mdn ristiriidan vilttimiseksi
mddritelldidn

fB(y) = suprT-1(y)fA(x), Yyeld.

Td118in T indusoi sumean joukon avaruuteen Y.
2.4 KONVEKSISUUS

Konveksisuuden kdsite voidaan laajentaa sumeille joukoille siten,
ettd suuri osa konveksisuuden ominaisuuksista sdilyy. Konveksisuus
kuvaa sumean joukon muotoa siten, ettd konveksin sumean joukon
voidaan ajatella "tiivistyvidn" jonkin tietyn kohdan tuntumaan, sen
sijaan ei~konveksilla joukolla t#llaisia tiivistymi& saattaa olla
useita. Madritell#ddn seuraavassa milloin sumea joukko on konveksi;
rajoitettu, sekd vahvasti konveksi. Oletetaan selvyyden vuoksi
tdssd luvussa tdstd eteenpdin, ettd X on reaalinen vektoriavaruus,
jossa seuraavassa midriteltdvdt kisitteet ovat testattavissa ja

jossa on olemassa normi |-| .

Maddritelmd 2.9

Sumea joukko A on konveksi jos ja vain jos a-leikkaukset

(2.13) r, = {x1 £,(x) = a}

ovat konvekseja kaikille luvuille ¢, 0 = a = 1 .

Konveksisuus voidaan midritelld my®s selkedsti jdsenyysfunktioiden
-avulla: Joukko A on konveksi jos ja vain jos

(2.14) £,(ax + (1-2)x)) = min [fA(xi) , fA(xz)]

kaikille x ja X, € X ja kaikille A, 0 = A = 1. Huomattakoon, ettd
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méaritelma el ota kantaa funktion fA konveksisuuteen.

Todetaan, ettd ylldolevat méddritelmdt ovat ekvivalentteja:
Ensin oletetaan, ettd A on Kkonveksi ensimmdisen midritelmin
mielessd ja merkitéddn o = fA(xl), ja oletetaan, ettd fA(xl)sz(xa).
Koska fA(xz)za, on voimassa X, e Fa samoinkuin Ax1 +(1--A)x2 € Fa
missd 0 = A = 1,si114 Fa 0li konveksi. Tidten on voimassa

£,0 A% +(1-2)x,) = a=f (x ) = min{ fA(xl),fA(xz)] .
Toiseksi 1ldhdetddn siitd, ettd8 A on konveksi kaavan (2.14)
osoittaman md&ritelmdn mukaisesti. Olkoon «, 0 = a = 1,
mielivaltainen. Vditetddn siis, ettd kaikille pisteille X, ja X,
joukossa Fa on voimassa, ettd Ax1+(1—h)x2 € ra,o = A = 1. Mikdli
joukko Fa on tyhjd, se on triviaalisti konveksi. Oletetaan siis,
ettd Fa on ei-tyhjd joukko ja valitaan mielivaltaiset alkiot X, ja
'xz € T,. T4118in siis £,(x) = « ja £ (x,) = o. THmén ja
kaavan (2.14) nojalla on siis voimassa

£, (ax + (1-a)x,) = min [ £.(x) fA(xz)] z «,

ja ndinollen Ax1+(1-7\)xz € Fa' Tdten Fa on konveksi.o

Konveksien Jjoukkojen muodon "siisteys" tuo lisdmahdollisuuksia

niiden kdsittelemiseen. Kuvassa (2.2) on esitetty
esimerkkind kaksi sumeaa joukkoa jasenyysfunkticidensa
avulla, toinen konveksi ja toinen ei-konveksi joukko.

Konveksisuuden merkitys lieneekin 1&hinnd siind, ettd8 mik&li
voidaan todeta joukon olevan konveksi, voidaan olettaa sen
olevan muodoltaan hallittavampi kuin ei-konveksi joukko.Seuraava

lause toteaa konveksisuuden s#dilyvidn myds leikkauksessa:
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Lause 2.3
Jos A ja B ovat konvekseja sumeita joukkoja, on my&s niiden
leikkaus konveksi sumea joukko.
Todistus: Olkoon C = A n B.Silloin on
£_( Ax1+(1-h)x2) =
= min{ fA(Ax1+(1-A)x2),fB(Ax1+(1-A)x2)].
Koska A ja B ovat konvekseja, on voimassa
£ ( A, +(1-2)x,) = min[ fA(xl),fA(xa)]
ja
£ ( AX +(1=a)x,) = min[ fs(xi),fa(xz)] .
Ndinollen
fc( Ax1+(1-h)x2) =
min[ min[ £,(x)), £ (x)],min{ £.(x ), £ (x,)]] =
= min[ min[ fA(xl),fB(xl)],min[_fA(xz),fB(xz)]]. _
Toisin sanocen
£.( AX +(1-2)x ) = min[ fc(xl),fc(xz)] ,

eli C on kaavan (2.14) nojalla konveksi. o

Madritelmi 2.10

Sumea joukko A on rajoitettu jos ja vain jos joukot

Fd={x| £, (x) = a } ovat rajoitettuja kaikille « > 0. Toisin
sanoen kaikille « > 0 on olemassa Hirellinen luku R(a) siten, etti
| x| = R(a) kaikille x « r, -
Lisdksi kutsutaan pistetti X joukon A tihentymispisteeksi, mik&1li
jokaiselle & > 0 on olemassa piste vy X,in  e-sdteisessd
ympéristdssi Ue(xo), siten, ettd y kuuluu joukkoon

Qey = {x 1 £(x) =M-c },

missd M on joukon A maksimiaste M = suprlhn .
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Huomattakoon, ettd tihentymispiste “kdsitteend eroaa
kasautumispisteesti. Nimi on Jjossain n##rin harhaanjohtavakin
sikdli, ettd riittdd, ettd piste itse saavuttaa maksimiarvon:
Ndinollen on mahdollista, ett# jostain € > 0 lihtien e-siteinen .

ympdristd sisdltdi vain tihentymispisteen itsensi.

Jos A on rajoitettu, on jokaiselle £>0 olemassa hypertaso H, jonka
toisella puolella on jokaiselle alkiolle x voimassa fA(x) = & .
Tamd voidaan pditelld siitd, ettd joukko F€={x| fA(x) = g } on
R(e):n mddritelmin mukaisesti R(eg)=-sdteisessi pallossa
{xi|x|=R(e)}, Jja ndinollen H:ksi voidaan valita miki tahansa
hypertaso, joka sivuaa kyseistd pallopintaa. T&#118in on kaikille

pisteille H:n toisella puolella kuin joukko Fe voimassa £ (x) se.

Apulause 2.1

Ei~-tyhj&11& rajoitetulla sumealla joukolla on ainakin vksi
tihentymispiste.

Todistus: Olkoon A ei~tyhjd rajoitettu sumea joukko ja M sen
maksimiaste. Mikdli M olisi o0, olisi A tyhjd, ndinollen voidaan
olettaa, ettd M > 0.

- Oletetaan ensin, ettd 16ytyy piste x ¢ X, jolle fA(x) = M. Tdlldéin
on selvdsti mddritelmdn mukaisesti x tihentymispiste ja viite
todistettu.

Oletetaan nyt, ettd ei ole olemassa sellaista x ¢ X, jolle olisi
fA(x) = M. Tarkastellaan sisdkkdisten rajoitettujen joukkojen

jonoa Fl, . ,..., missi

2
- M —
r = { x I £(x) = M - — } .on o =1,2,....

Koska o0li mddritelty, ettd M = suprA(x), on jokaiselle joukolle
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r; olemassa X e Fn. Olkoon X 1Xy0 ees tdllaisten pisteiden jono.

Voidaan valita pisteet X X, ...erillisiksi, silld muutenhan
16ytyisi n siten, etts X .4 ¥ .= «.., Ja t#lléin pitdisi olla
nyés M = fA(xn+1) = fA(xn+2) =...vastoin oletusta. Kaikki pisteet

kuuluvat Jjoukkoon Fl, joka on mddrittelynsd mukaan suljettu ja
rajoitettu joukko. T#118in Bolzano-Weierstarssin lauseen nojalla
tdlld pistejonolla on ainakin yksi kasautumispiste, olkoon se X0
joukossa FI. Td116in jokaiseen pisteen X, v-sdteiseen ympiristdén
u,(x) ,v > 0, sisdltyy ﬁéfetﬁn mddrd jonon X X,y oon pisteitHi.
Valitaan N:ksi suurin kokonaisluku, jolle N < M/v, Jjolloin
/X

erityisesti jonon pisteet X, ... kuuluvat joukkoon FN, ja

+1 7 s+ 2’

selvisti FHEQ(V). Ndinollen on olemassa ainakin yksi sellainen
piste X0 ettd mielivaltaisessa ympiristdssi Uv(x) ;¥ > 0,on

olemassa joukkoon Q(v) kuuluvia pisteiti.o

Maddritelmd 2.11

- Sumea joukko A on vahvasti konveksi, mikdli kaikille erillisille
pisteille X ja X, . sekd kaikille A€(0,1), on voimassa

(2.15) £, (ax + (1-2)x) > min [fA(xI) , fA(xz)] .
Vahvasti konveksi joukko ercaa siis konveksista joukosta siten,
ettd kahden pisteen vidlisen janan pisteiden jédsenyysasteen on
cltava aidosti suurempi kuin pé&tepisteiden jisenyysaste.
Huomattakoon, ettd mikdli A ja B ovat rajoitettuja, on myds niiden
unioni ja leikkaus rajoitettuja. Joukkojen A ja B leikkaus on
vahvasti konveksi, mikdli joukot A ja B ovat vastaavasti vahvasti

konvekseja.
Olkoon A Xkonveksi sumea Jjoukko ja M = sup f (x). Mikdli A on
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rajoitettu, on apulauseen 2.1 mukaisesti A:lle oclemassa ainakin
vksi tihentymispiste X, . Mikdli A on vahvasti konveksi ja X issa
saavutetaan maksimiarvo, eli M = suprA(x} = fA(xo), tdmd
tihentymispiste on yksikdsitteinen, silld mikdli maksimiarvo
saavutettaisiin kahdessa pisteessd X, ja X, olisi
£,(x) = M =£(x) .
Td118in lausekkeen (2.15) mukaisesti olisi

£,(Ax, + (1-2)x,) > min [ £(x) fA(xz)] = M,

mikd on ristiriidassa ocletuksen M = supra(x) kanssa.

Midritelmd 2.12

Kaikkien Xkonveksin joukon A tihentymispisteiden joukkoca sanotaan
joukon A ytimeksi ja sitd merkitdin C(A).

Joukon C(A) tulkinta tuo sille Xkeskeisen merkityksen sumeiden
joukkojen hallinnassa: mddrittelynsd mukaisesti Jjoukon A ydin on
niiden pisteiden joukko, joiden  l&dheisyydessd tai  Jjoissa
jdsenyysaste A:ssa on suurin . Todistetaan vield seuraava ydintd
koskeva lause:

Lause 2.4

Mikdli A on konveksi, on my&s C(A) konveksi.

Todistus: Riittdd osoittaa, ettd jos A:n tihentymispisteitd ovat
¥ Jja X X * X, ovat tihentymispisteitd my®s kaikki pisteet

2

muotoa Axl + {(1-A)x 0 = A s 1. Tehdddn vastaoletus: Loytyy

2t
arvo v, O = pyp = 1, ijolle vx, + (1-v)x =y ei olekaan
tihentymispiste. TA118in siis jostain luvusta &>0 ldhtien Jjoukko
Qy(e) = Q(e)nUe(y) on tyhjd. N#inollen ei my&skddn piste y kuulu
tdhin joukkoon, ja siten on oltava f;(y) < M~-g. Olkoot Y, ja Y,
pisteet, jotka kuuluvat joukkoihin Qx(e) ja nge). Silloin on

1
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voimassa fA(yi) z M -¢ ja fA(ya) z M -e. Nyt on, koska A on
konveksi, on kaavan (2.14) mukaisesti my8s
£, vy, + (1-v)y,) =min [ £ (y) , £(y,)] = M - ¢.

Toisaalta piste vy, + (1°-v)y2 kuuluu pisteen y = vx, + (1--v)x2

e-ympéristddn, joten piddymme ristiriitaan vastaoletuksemme kanssa,

silld tdl1l6in piste vy, + (l-v)y2 € Qy(e) .0

Seuraus 2.2
Mikdli X=R, ja A on vahvasti konveksi ja sill3d on olemassa

tihentymispiste, se on yksikidsitteinen.

Ndistd tuloksista voitaisiin ajatella olevan hydtyd: Mik&li
voitaisiin testata Jjoukon konveksisuutta, erityisesti vahvasti
konveksisuutta, tiedettHisiin, ettd Jjoukolla ei ole useita
huippuarvoja: Jjos siis 1l8ydettdisiin piste, jossa ominaisuus on
voimakkain 1§hiymp5rist66nsé verrattuna, tiedettdisiin samalla
todistettujen kohtien nojalla, ettd suurempia jdsenyysasteita ei
tule 1dytymd&n, ja maksimaalinen kuulumisen aste on saavutettu

kyseisessd pisteessi.

Tarkastellaan vield lopuksi edelld jo sivuttua kysymyst# sumeiden
joukkojen erillisyyden asteesta. Kun ajatellaan, ett#d tarkastellaan
jonkin avaruuden alkioita erillisten sumeiden joukkojen Kannalta,
kertoo  joukkojen erillisyys alkion mahdollisuudesta kuulua
molempiin ‘joukkoihin. Esimerkiksi arvioimme yritysta ja
tarkastellaan kahta erilaista yritystd karakterisoivaa piirretti.

'Kyseiset piirteet esitetddn sumeina joukkoina: yritystid saattavat
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kyselset tekijdt kuvata jonkin verran, toinen ehkd vih&n enemmin ja
toinen vihemmdn. Jos nyt tekijdt katsotaan hyvinkin olennaisiksi,
on mielenkiintoista tutkia missd m#&rin molemmat tekijit olisi
mahdollista ylip#&tidnsd 18yt&% saman yrityksen vahvuuksista.
Tutkitaan tekijdiden erillisyysastetta, ja todetaan, ettd yleisesti
on melko mahdotonta, ettd molemmat tekijdt olisivat voimassa, ja
ndinollen t#t& taustaa vasten yritysarviointi wvasta antaa
mielekkdidn tuloksen.

Mddritell&&in siis konveksien joukkojen separaatiocaste eli

erillisyysaste.

Mddritelms 2.13 '
Olkoot aluksi A ja B kaksi rajoitettua sumeaa joukkoa ja olkoon H
‘mielivaltainen hypertaso E":ssd, jonka midirittelee lineaarinen
yhtdld h(x)=0 siten, ettd kaikki pisteet hypertason toisella
puolella toteuttavat ehdon h(x)=0 ja toisella puolella h(x)=z0.
Olkoon K, sellainen H:sta riippuva 1luku, ettd fAUﬂ = K  tason
toisella puolella ja toisella puclella tasoa fB(x) = K . Olkoon M,
= inf KH. Lukua DH =1-M sanotaan A:n ja B:n erillisyysasteeksi
H:n suhteen,

Olkoon yleisesti { H } kaikkien E':n hypertasojen joukko.
Joukkojen A ja B erillisyysaste on

D=1~ H,

missi

|
I

1anM#

Seuraava lause antaa keinon erillisyysasteen 1l1l8ytédmiselle kahden

rajoitetun konveksin Jjoukon tapauksessa. Intuitiivisesti on
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selvad, ettd kahden joukon leikkauksen maksimiaste kertoo itse
asiassa joukkojen "yhteisen j&senyysasteen", ja niinollen luwvun
komplementti  ykk&sen suhteen vastaavasti kertoo joukkojen

erillisyydestd. Juuri t#&mi onkin lauseen 2.5 tulos.

lLause 2.5

Olkoot A ja B rajoitettuja konvekseja joukkoja E":ssd ja olkoot
niiden maksimiasteet vastaavasti M, ja M . Olkoon M leikkauksen AnB
maksimiaste sup min [ £,(x) , fa(x)] . 8illoinon D=1 -M .

Todistus: Tarkastellaan erikseen tapaukset

(1) M = min ( L M) ja
{2) M < min {( MA ,'HB) .
(1) Oletetaan, ettd M = M. Silloin on rajoitettujen joukkojen

mddritelmdn (2.10) mukaisesti olemassa FH:n sisdltdvidn palloen
ulkopuolella hypertaso H, jolle f.(x)=M kaikille x H:n yhdellj
‘puolella. Toisella puolella H:ta puoclestaan on fA(x)SM luvun M
madritelmdn nojalla. Nyt siis on D = 1-M. Jii jdljelle osoittaa,
ettd ei ole olemassa lukua M’/ < M ja hypertasoa H’, joille
f (x)sM’ tason yhdelld puolella ja fA(x)SM' tason toisella
puclella. Osoitettava on siis, ettei cle D=1 - M’ > 1 - M . Tini
Seuraa suoraan seuraavasta vastavditteestd: oletetaan, ettd H’ ja
M’ ovat olemassa ja oletetaan selvyyden vuoksi, ettd A:n ydin C(A)
on tason positiivisella puolella. TH118in ei voi olla kaikille
alkioille positiivisella puolella voimassa fA(x)sM' ytimen
mddritelmdn mukaisesti, ja ndinollen olisi oltava fA(x)sM'
kaikille alkioille x H’:n negatiivisella puolella, ja siis
fB(x)SM' hypertason H’ positiivisella puolella. N&#in ollen on

voimassa sekd H’:n negatiivisella ettd sen positiivisella puolella
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sup min [ £,(x) , fB(x)] s M/,
Silloin tdytyy lausekkeen olla voimassa myds kaikkialla X:ssd, ja
tadmd@ on ristiriidassa oletuksen

sup min [ £,(x) , fB(x)] =M > M’
kanssa.
(2) Tarkastellaan konvekseja joukkoja F;Ax= { x | fA(x) > M } ja
F;B)= { x | £(x) > M }. Nimd3 joukot ovat ei-tyhjii Jja

erillisid, silld muussa tapauksessa olisi oltava olemassa alkio Y,

jolle sekd fB(y) > M ettd fA(x) > M ja t#dten olisi f (x} > M

ANB

F(A) ja F;B) ovat

vastoin luvun M mddrittelyd. Koska joukot
erilliset, on tavallisten joukkojen separaatiolauseen mukaisesti

olemassa hypertaso H, jolle joukko F;A) on toisella, sanockaamme

{B)

N toisella, siis negatiivisella

positiivisella puoclella ija T
puolella. T&lldin on I'-joukkojen m#&irittelyjen mukaisesti kaikille
hypertason H negatiivisen puolen pisteille voimassa fA(x) = M ja
kaikille positiivisen puolen pisteille voimﬁssa fB(x)sM.
Ndinollen on osoitettu, ettd on olemassa sellainen hypertaso jonka
suhteen A:n ja B:n erillisyysaste on 1-M. Lopuksi samalla tavalla

kuin kohdassa (1) voidaan osoittaa, ettei korkeampi erillisyysaste

ocle mahdollinen.o
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3. TODENNAKUDISYYSLASKENTA JA SUMEIDEN JOUKKOJEN TEORIA

3.1 Yleisti

Sumeiden joukkojen teoriassa on joukko piirteitd, jotka tuovat
mieleen todenndkdisyyslaskennan kdsitteistén. Osoittautuu
kuitenkin, ettd sumeiden joukkojen teorian késitteisté‘ ja
todenndkdisyyslaskennan kisitteistd ovat sangen monissa kohdissa
Yhteensovittamattomia siten, ettd ristiriidatonta sumeata
todenndkdisyyslaskentaa ei onnistuttane laatimaan. Toisaalta
saattaa todenndkdisyyslaskenta sopia mukaan sumeaan analyysiin
vieldpd tdtd huomattavasti tehostavalla tavalla. Eris esimerkki
~ téstd on Sommerin [ 3 ] kehitt#mi piiitdsteoria.

Seuraavassa késitelldsn ensin lyhyesti todenndkdisyyslaskennan
aksiomatiikkaa. T&man jdlkeen kdsitell&ddn erditd
todenndkdisyyslaskennan formalismeja, jotka ovat 1luonteeltaan
sumeita ja jotka voidaan ndahda todenndkdisyyslaskennan
Yleistyksini. Seuraavassa rajoitutaan peruskdsitteiden
selvittelyyn. Tdm3 1luku on piHosin Turun Yliopiston Sovelletun
matematiikan laitoksella 1986—1uvu11a pidetyn sumeiden joukkojen
seminaarin eri muistiinpanojen referointia.

Nayttdd siltd, ettd Xkaikki referoidut tutkijat ovat 1&hinnid
pohtineet, mink#laisiin tuloksiin pddstd&n, kun sijoitetaan
Jjésenyysfunktio todenndkoisyysfunktion chelle totuttuihin
todenndkdisyyslaskennan peruslausekkeisiin. Perustelu tille tuntuu
luonnolliselta: on otettava jonkun sumean ominaisuuden eli sumean

joukon todenndk&isyyttd laskemaan pyrittiessid toki kunkin alkion
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kohdalta huomioon se, missi mi#irin silli mainittua ominaisuutta on.
Yhdistelytapoja Jja lihestymistapoja n#yttHisi olevan useita.
Kuitenkaan ei ndy selvdd luontevaa tapaa kiytinndssi l1&hestya
ongelmaa: ldpikdytyjen artikkelien perusteella sumeiden joukkojen
todenndkdisyys ei selvene. Toisaalta jonkinlaista selvyyttd tullee

todenndkdisyyslaskennan ja sumeiden joukkojen teorian eroon.

3.2 Todenn#kdisyyslaskennan peruskisitteiti

Aluksi luetellaan lyhyesti todennik8isyyslaskennan peruskisitteet,
koska nditd pyritddn jatkossa laajentamaan sumeiden joukkojen
yhteydessd toimivaksi.

Todenndkdisyyslaskennassa on peruskidsitteend alkeistapaus w, joka
voidaan saada kokeen tuloksena.Kaikkien alkeistapausten joukkoa,
tapausavaruutta, merkit&an Q:11a, ja oletetaan, ettd Q on ei-tyhji
joukko. Havaittavien tapausten 1luokka, tapahtumaperhe, ® on
g-algebra avaruudella 1, eli se toteuttaa ehdot

(1) 2 € B

(2) A eB=sA°e8B

(3) A eBvnen » Gares.

(r-algebra on aina Boolen algebra). Sanotaan, ettd A tapahtuu,
mik&li kokeen tulos w € A. Todenndkdisyysmitta P: 8 » R toteuttaa
aksiomat

(1) P(A) 20 VYA e B

(2) P(Q) =1

(3) A,Be B jaAnB=2=> P(AUB) = P(A) + P(B)

(4) Ae B Vne n*, ja A on kasvava, lim A = GA=A>

Jg P4, = Pa)
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Kolmikkoa ( Q,8,P(-)) kutsutaan todenni#kdisyysavaruudeksi. Funktio
z: Q » R on satunnaismuuttuja, jos

{w | zw) =x}eB ¥xeR,
eli « on Borel-mitallinen funktio.
Jos 4 on jokin Q:n osajoukkojen luokka, on o(d4) pienin c-algebra,
joka sis#lt3d 4:n. Jos «: Q » R on satunnaismuuttuja, on joukko

¥, = o{ « ' (B)| B on reaaliakselin Borel-joukko }
pienin «:n Q:lle generoima o-algebra. Se on myds pienin o-algebra,
jonka suhteen « on satunnaismuuttuja. Mik#li funktio on luockan «
suhteen satunnaismuuttuja, sanotaan, ettd funktio on 4-mitallinen.
Edelleen o-algebran « sanotaan olevan satunnaismuuttujan «
generoima, mikdli 4 on pienin o-algebra, jonka suhteen « on
satunnaismuuttuja.
Todettakoon, ettd edellid mainittu ki#site reaaliakselin Borel-joukot
B on tunnetusti pienin o¢-algebra, joka sisdltdd kaikki
reaaliakselin avoimet vdlit. Voidaan osoittaa, ettd ehdot
(1) {wlaw =x}eB vxeR,
(2) {wicw)eB}esd vBeB
ovat ekvivalentteja.
Jos merkitddn Q(B) = P( w | «(w) € B ) = P(« '(B)), niin ( R,B,Q )
on x:n indusoima todenndkéisyysavaruus. Td118in Q on
satunnaismuuttujan « jakautuma R:11&. Funktio F:R > R, F(x)=P(«=x),

on satunnaismuuttujan « jakautumafunktio.
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3.3 Zadehin sumea todenndkdisyyslaskenta

Sumean joukon ja sumean todenndk&isyyden tarkastelemista varten on

luontevaa ensin mddritelld alkiojoukko 2, jonka alkioilla voi olla
sumeita ominaisuuksia A,B,..., jolloin alkiolla xe Q on n#iti
ominaisuuksia jdsenyysfunktioiden fA(x),fB(x),... ilmoittamat
mddrdt. Merkitddn sumea joukko tdssd symbolilla A,B,.;., jolloin
jédsenyysfunktio fA(x) middrittelee tdysin sumean Jjoukon A4 Jja
jédsenyysfunktio f_(x) sumean joukon B luvussa 2 middritellylls

tavalla.

 0lkoon nyt alkioista xefl muodostettu o-algebra B ja olkoon P(:)
tdhdn liittyva todenndkdisyysmitta, jolloin saatiin
todenndkdisyysavaruus (Q,8,P(')). Joukon Q alkiocita tarkasteltaessa
saadaan alkiot tarkasteltaviksi satunnaisesti, alkio xeQd
todenndkdisyydelld P(x), tai terivdn Jjoukon A e 8 alkio
todenndkdisyydelld P(A). Joukkoa A kutsutaan 'tapaukseksi, ja se
tapahtuu, kun joukon.A alkiolla on varmuudella se ominaisuus jonka
mukaan joukko A mddriteltiin. Merkit#din seuraavassa teridvi joukko
tai terdvd tapaus pystykirjaimin ja sumea joukko vinoin kirjaimin.
Joukon A karakteristinen funktio eli indikaattorifunktic mddritelldidn

seuraavasti:

- 1, kun x tapahtuu ( > A tapahtuu )
(3.1) xA(x) { 0 muuten .

Terdva joukko A voidaan nyt kirjoittaa A = { x | xe Q, IA(X)=1 } .
Terdvd tapaus B tapahtuu, kun satunnaisesti saadun yksildn xef
kohdalla pitdd paikkansa, ettd x € B. Toisin sanocen tapauksen B

voidaan sanoca tapahtuvan, kun alkio x € B8 antaa tulokseksi .
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mg(x)=1.

Edelld siis lihdetiin siitd, ettd tutkitaan perusjoukon Q alkiota,
ja selvitetdin, onko silli ominaisuus, joka tekee siiti joukon B
alkion. Alkiolla x siis joko on tai ei ole tdtd ominaisuutta,
Vastaavasti midriteltdisiin nyt, ettid sumea tapaus B on - ainakin
Jossain mddrin - tapahtunut, kun tutkittavaksi otetulle perusjoukon
alkiolla x pit3#4 paikkansa, etti £5(x) > 0. Koska yleensi 0 < f5(x)
< 1, on tapaus B luonteeltaan sumea. On vaikea néinollen sanoa,
~ettd B tapahtuu - sen sijaan voidaan kylld sanoa, ettd B tapahtuu
jossain mi4rin sen mukaisesti, mik3 jasenyysfunktion fB arvo on.
Eksaktia "tapahtumista" perinteisen todenndkéisyyslaskennan
vaatimalla tavalla ei siis suoraan voidan sumeisiin joukkoihin
liittdd. vYager [ 4 ] asettaakin peruskysymyksen: Mitd tarkoittaa,
ettd sumea tapaus on tapahtunut? Vasta tdmdn selvittyd voimme alkaa
tarkastella sumean tapauksen todenndkdisyytti.

Zadeh [ 5 ] yleistai todenndkdisyyslaskennan sumeaksi siten, ett§
perinteisen todenndkéisyyslaskennan on oltava sumean
todenndkdisyyslaskennan erikoistapaus seuraavassa mielessi: Jos
jokaisen sumean tapauksen B kohdalla pitdd paikkansa, ettd sumean
. tapauksen B muuttuessa jollakin tavoin tasaisesti teravidksi
tapaukseksi B siten, etti fB(x) > Ig(x) kaikille x ¢ Q ja siten,
ettd P(B) » P(B), missi P(B) on sumeille tapauksille B midritelty
todenndkdisyys, pH#iddytddn tuttuun "teriviin" todenndkdisyys~
laskentaan.

Olkoon nyt olemassa todenndkdisyysavaruus (Q,B,P(-)), jolloin
perusjoukon Q alkioihin liittyy sumeita ominaisuuksia 4,B,...

jdsenyysfunkioiden 'fA,fB,... mukaisesti. Jokaiseen perusjoukon Q
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alkioon X liittyvat siis todenndkdisyyden lisdksi vield
jisenyysfunktioiden arvot fA(x),fB(x),... . Olkooon A e B terivi
tapaus, jonka todenndkéisyys on P(A), jolloin

(3.2) P(A) = [,dP(x),

joka voidaan kirjoittaa indikaattorifunktion (3.1) avulla
seuraavasti:

(3.3) P(R) = [, X, (X)dP(x) .

Nyt xA(x) on ter#dvdn joukon A jdsenyysfunktio. Sumeaan joukkoon S
liittyvd integraali IQ fs(x)dP(x) on olemassa edellyttden, etti
£ (x) on Borel-mitallinen, kuten kédyténnossd aina asian laita
lienee. Zadeh mddrittelee integraalin

(3.4) P(S) = (x) dP (%)

IQ fs
sumean tapauksen S todenndk&isyydeksi.
Integraalin (3.4) middrittelemd joukkofunktio P(S) noudattaa samoja
laskus&intdjd kuin todennikdisyysfunktio P(-). JHisenyysfunktiolle
- puolestaan on voimassa esimerkiksi laskusdantd

fge(x) = 1 - £4(x), ¥Vx € Q .
Tamd laskuséiintd on kylldkin voimassa jakautumafunktioille, mutta
el yleensd tiheysfunktioille.
Lausekkeelle (3.4) saadaan kuitenkin seuraava kédytt&kelpoinen
tulkinta. Olkoon S sumea joukko , 2 perusjoukko, x € Q alkio jonka
jdsenyysasteen joukkoon S kertoo jdsenyysfunktio fs. Otetaan alkio
¥ satunnaisesti joukosta Q lain P(-) mukaisesti ja sen joukkoon S
kuulumisen aste lasketaan annetusta jidsenyysfunktiosta fs(x), sekd
tdmdn Jjdlkeen alkio palautetaan joukkoon . Toistamalla tdta

saadaan lukujono fs(xl),fs(xz),...,fs(xn). Nyt on tunnetusti

(3.5) Lim 2 [ £ (x )+Eg(x,)+e . +Eg(x ) ] = Jg Eg(x)dP(x)
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Siis joukosta Q umpimidhkdisesti, 1lain P(-) mukaisesti, otetulla
yksil&lld x on ominaisuutta S keskinmdsrin integraalin (3.4)
ilmoittama mé&rd. Voimme kirjoittaa nyt
(3.6) Jo Ts(x)dP(x) = E{ f (x) }

ja todeta, ettd kyseessi on juuri odotusarvo funktion fS suhteen.

Sommer rakentaa varsin k#yttdkelpoisen pdédtéslaskentaformalismin
odotusarvon (3.6) varaan, tosin  kdyttien .tasté nimitysts
todenndkdisyys. Ajatellaan, ettd esimerkiksi liiketoiminnan tulos
on Jjokin rahasummista L IR ja luonnehditaan 1lis#ksi
toiminnan kokonaistulosta toteamalla, etti tapahtui jokin sumeista
tapauksista FH’Fz""‘Fm' Esimerkiksi F1 voisi olla sumea kisite
"tulos s on hyvd verotuksen kannalta" ja F, voisi olla sumeasti
"tulos & on hyvd laajentumispyrkimysten kannalta”. Sumean joukon
mddritelmdn mukaisesti sumeisiin joukkoihin FH,Fz,...,Fm liittyy
jdsenyysfunktiot fl, sekd vastaavat arvot f:“ﬁ)' j=1,2,...,n,
i=1,2,...,m . Jokaiseen tulokseen O a8,y eee, 0 liittyy my&skin
annettu todenndkdisyys P(al), i=1,...,n. Lauseketta (3.6)
vastaamaan saadaan nyt lauseke

(3.7) E{ £, (e) } =1§1 £(s,)P(s,) .

Olkoon tilanteessa, missd edelliset tiedot ovat voimassa,

- mahdollisten pddtdsten joukko d1'dz""' dk (paétds voisi olla

téssd esimerkiksi sijoitettu rahasumma) ja olkoon sumean tapauksen

F} yhteydessd tehdystd pididtdksestd d1 hyoty U(dl,Fk) . Jos

tiedetddn, ettd tulos on a0 luonnehtii luku

(3.8) U(d, ,8)) = x§1 £, (e,) U, ,F,)

hyvin pddtoksestd dl seurannutta hyétya., Kun Y on
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satunnaismuuttuja, on keskimddrin saatava hyodty
(3.9) Ur(ldl) = E{ Uu(ldl,oj) } =k§1j§i U(dl,Fk)fk(oj)P(Aj)

LI, UL F) B (8 )P(o))

kgllU(dl,Fk) E{ £ (o) } .
jolloin optimipd&dtds dqm saadaan vaatimuksesta

U(d,,,) T35, U(d))
Sommer [ 3 ] yleistd§d edelleen formalismia ottamalla kdyttddn
sumeat pddtdkset Al,Aa,...,AI: sumeaa on siis itse pddtss,
esimerkiksi A4 on piitds ryhtyd 1liikkeen pienenpucleiseen
laajennukseen. Perusjoukkona ovat edelleen pddtdkset d1'da""' dk
ja merkit##n jdsenyysfunktioita siten, ettad g, on sumean joukon A
jésenyysfunktio. Jos siis pdatds d1 olisi se, ettd
sijoitettaisiin rahasumma X, olisi aikaansaatava laajennus
pienenpuoleinen arvon 91(d1) osoittamassa mddrin. Kun U(Al,Fk) on
- kokonaistulokseen F liittyvd péddtoksestd A saatu hyodty, saadaan
yhtd1ldén (3.9) asemesta yhtdld

u(d) = kélu(al,rk) E{ £ () } .
ja tdlléin voisi olla |

U(Al'Fk) = 1§1U(d1’Fk) gl(dl) } .
Optimaaliselle sumealle pddtdkselle Aqn saadaan kuten edelld

ehto U(Aq))fg?§lU(AJ

Sumea pdédtds A , missid i=1,...,1 , voidaan perustaa kdytettdvissd

t

olevaan 1lisdinformaatioon. Olkoot mahdolliset lisdinformaatiot
Y i Yreeer Y, o jolloin mahdolliset sumeat pddtdkset ovat Al(yJL
missi i=1,2,...,1 ja j=1,2,...,a .Edelliset lausekkeet modifioidaan
helposti siirtymdlld todennﬁkéisyyksisté P(o” ehdollisiis

todennikdisyyksiin P(o ly,), jolloin, jos todenndkdisyydet P(yle,)

34



tunnetaan, saadaan

(3.12) Plo ly ) = 2¥,le)P(e)
TOEL Py, le)P(s)

3.4 Hirotan sumea joukko

Edelld oletettiin jisenyysfunktio f; tunnetuksi, ja alkio x € Q

valittiin satunnaisesti 1lain P(:) mnukaisesti ja tdm8n jHlkeen

laskettiin tuolle satunnaisesti vakitulle alkiolle arvo fs(x), eli
joukkoon S kuulumisen aste. Hirota [ 6 ] miirittelee havaitsijoiden
joukon A: kukin A € A mittaa omalla subjektiivisella tavallaan
perusjoukolle Q sumean ominaisuuden § jdsenyysfunktion, jota
merkitddn nyt fs(x,h), koska jdsenyysfunktion arvo riippuu paitsi
- alkiosta x nyés havaitsijasta A. Cletetaan nyt, ettd
j&senyysfunktic saadaan satunnaisesti, ja se on | fs(-,h)
todenndkdisyydelld Q(A). Yksildlld x € Q on siis ominaisuutta §
sekd satunnaisella ettd sumealla tavalla punnittuna, satunnaisuus
Jjohtuu j&senyysfunktion satunnaisesta, havainnoijasta A riippuvasta
valintatavasta ja sumeus jisenyysfunktiosta.

Oletetaan nyt, ettd havaitsijain joukosta A ja todennidkdisyydesti

Q(-) on rakennettu todenndkdisyysavaruus (A,C,Q(-)).

Kun x € Q on kiinnitetty, on fs(x,A) satunnaismauuttuja, jolla on

jakautuma '

(3.13) d(x,E) = Q¢ { 21 fo(x,A) € E } ), YEe B_, missd
B_ on perusjoukkoon [ 0,1 ] 1iittyvd oc-algebra. Nyt sis#ltyy kaikki
tieto satunnaismuuttujan fs(x,h) jakautumasta funktioon Qs(x,E).

Samoin sisdltdd funktion QS(X,E) Fourier-muunnos
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1t

1
(3.14) 3 (x,t) = i e'"%ad . (x,a)

kaiken tiedon satunnaismuuttujan fS(x,A) jakautumasta. Koska

+ N

v i
(3.15) do(x,t) = £ =7 mg(x) t",
missd merkitdin
n _ n
{(3.16) ms(x) = Ea(fs(x,h) ),
sisdltyy kaikki tieto satunnaismuuttujan fs(x,h) jakautumasta, Jja

siis sumeasta Jjoukosta S, funktiojonoon m;(x), m;(x),

Huomataan, ettd pelkkd odotusarvo

(3.17) E, (Eg(x,2)) = ) £o(%,2) 4Q(A)
ei riitd, vaan tarvitaan vield korkeammat momentit m;(x) ' m;(x) '
N Hirota mddrittelee jdsenyysfunktion m;. rinnalle

epdvarmuusfunktion .

(3.18) o vg(x) = mg(x) - ( mg(x) )°

ja toteaa, ettd sumea joukko S sekd sitd arvioivien havaitsijoiden
erilaiset nikemykset voidaan ilmoittaa riitt#vdn tarkasti
funktioparilla (m;(x),vs(x)) . Miti paremmin eri havaitsijoiden

A € A mielipiteet k#Hyvdt yksiin joukon Q alkioiden sumeuden S
‘asteen arvioinnissa, sitd pienempi on Ve - Jos fs(x,A) on
muuttujasta A riippumaton, on vs(x) =0 .

Eriddnlainen sumea joukko voidaan nyt m#firitelld seuraavasti: Olkoon
fs(x,l) jokaiselle A € A karakteristinen funktio, toisin sanoen
fs(x,h) = :Is(x,A) (vertaa (3.2)), jolloin S ei siis ole sumea.
Jokainen havaitsija A € A pystyy nyt ilmoittamaan jokaisesta x e Q
kuuluuko t&md hidnen mielestddn Jjoukkoon S vai ei, eli onko
yksil&lld ominaisuus S. Jonkun havaitsijan mielestd ko. alkiolla on
ominaisuus S, jonkun toisen mielestid taas ei. Joukko Q voidaan nyt

esittdd muodossa Q = Q + 1+ Q ja joukko A muodossa A = A _(x) +
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Az(x) siten, etti

I 1, kun x € Q, VA e A
_ - 0, kun x € Q_, VA € A
(3.19) Ts(x2) =3 1" xun x e nj: VA € A (%)
l 0, kun x € Qa' YA € Az(x)

Nyt on

{0, kun x € Q,
(3.20) J To(x,2) dQ(a) = l 1, Xun x € 91 .

A l J X{%,r) AQ(A), kun x e Qa

A ()
1
Integraali (3.20) on luonteeltaan jisenyysfunktio.
Hirota kutsuu joukkoa jonka mdidrittelee pari (fs(x,A),Q(-))

stokastiseksi joukoksi.

3.5 Kandellin sumean tapahtuman todenndkdisyys

Kandell [ 7 ] esittd# lausekkeen joka voidaan nihdi integraalin
(3.4) yleistykseni:

(3.21) P(S) = gg¥51{ min { T, m(l) } } .

missd r} on luvussa 2 mddritelty T-leikkaus:

(3.22) r.= {x1 xe Q,fs(x) =T }

funktion fS cllessa sumean joukon S jdsenyysfunktio ja m on

‘aksiomat toteuttava mitta.

(On selvdd, ettd T-leikkaus riippuu tdysin joukosta S, ja ndinollen
"olisi oikeampaa merkiti r} = f}(S). Yleensd kuitenkin kédsitelldin
vain yhtd sumeaa joukkoa §, ja t#118in on selvii, etti kdytettadvit
T-leikkaukset ovat Kkyseiseen joukkoon liittyen kaavan (3.22)
mukaisia. Mikéli epdselvyydesti on vaaraa, pyrit#di#n T-leikkauksia

tédsmentédmdin merkitsem&lld Jjoke Jjoukon symboli taikka joukon
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jdrjestysnumerc sulkuihin yldindeksiksi leikkauksen per#in.)

Valitsemalla £,(x) = IA(x) ¥x Jja m({a) = IAdP(w), pdddytdédn
lausekkeeseen (3.3). Terdvdlle joukolle on siis

T, kun T € [ o,jde(w)]

min [ T,m(a) ] = {
J,dP(w), kun T e [ J,dP({w),1 ]

joten nyt

F(A) = xgg,;ﬂ{ min { T,m(a) } } = P(a)
Olkoon edelleen m{A) = IAdP(m), mutta FT mddritelmdn (3.22)
mukainen, ja f joukon §  jdsenyysfunktio. Ilmeisestikin

S
epdyhtdléstd T/ < T" seuraa epdyhtdld m(FT,) > m(FT"). Siis

parametrin T Kkasvaessa ei m(FT) kasva. Jos

(3.23) T = fp dP(w),
T

on ilmeisesti

P(S) fpdP(w) = foXn (w)dP(w)
T

T

Valitsemalla
1

(3.25) m(B) = (J,£5(x)dP(x))- (fy £ (X)AP(x))"

saadaan kaavasta (3.21), ettd
1

 (3.26) P(S) = Jp_fo(x)dP(x))- (Jg £5(X)dP(xX)) ™",
’ . T
missd
(3.27) T = fp f5(x)dP(x)) .
: T

Lauseke (3.26) sisdltdd, kuten pitddkin, terdvdn tapauksen

erikoistapauksena.
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3.6 Yagerin sumean tapauksen todenndkdisyys

Yager [ 4 ] esittid lausekkeen sumealle todenndkdisyydelle joka
perustuu a-leikkauksen (Miiritelmd 2.13) seki funktion jatkamisen
kdsitteille. Huomattakoon, ettd a~leikkaus ei ole sumea joukko.
Sumea joukko voidaan nyt esittii seuraavanlaisena kehitelm&ni:
(3.28) S =0L5)T51T'r*r .

Tamd johtopddtds voidaan tehdi seuraavasti: Miiritelldsn joukko

TFT asettamalla sen j&senyysfunktioksi fﬂ,(x) = T fs(x) vxeQ .
T

saadaan yhtdls

(3.29) fgrﬁﬂf}(x) 302§§1fﬂ}(x) =d§?§1(Tfs(x)) =
= %§¥51(T)fs(x) = fs(x} .0

'Olkoon nyt G riittdvin laaja teridvien ‘(tavallisten) joukkojen
kokoelma sekd f joukkofunktio f: G - [ =,» ] . Yager yleist&i nyt
terdville joukoille m#dritellyn funktion £ olemaan voimassa
sumealle joukolle S seuraavasti:

(3.31) £(S) =0§?§1T-f(1"1) = max., (T-£(I))

‘Tarkastel l aan esimerkkinid sumeata (m1 (&, )-tasossa midriteltyi

2

joukkoa S, jonka jisenyysfunktio on

1,2 2 ) 2
= o (/R)((x =z ) "+(ax -c )7)
(3.32) fs(mi,ma) = e : 1 a 2 b
T-leikkauksena l"_r on nyt ympyri (4.':1-65‘_’)2+(a:2-a:b)2 = Rzln(l/T),
jonka pinta-ala F(FT) on nR?ln(l/T) . Yagerin funktion avulla

mddritellddn lauseke sumean joukon (3.32) pinta-alalle

(3.33) £(S) = max, (T'7R°In(1/T)) = nR’ ,Bag T ln(1/T) =
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Olkoon nyt P(-) kolmikkoon (Q,8,P(-)) 1liittyvd todennikdisyys. Se
on madritelty joukaiselle «a-leikkaukselle Fa, koska Fae B .
Ndinollen lausekkeen (3.31) avulla saadaan seuraava muoto sumealle
todenndkdisyydelle:

(3.34) P(8) = T-P(FT) = §g¥51(T-P(FT))

Niin mddritellylle todenni#kdisyydelle ovat voimassa tavanomaiset

o¥r1=1

laskusdinnot.

Yagerin formalismin pohjalta voidaan rakentaa todenndkdisyys-
avaruudesta (Q,8,P(-)) l&htien sumeiden tapausten joukko tapauksiin
liittyvine todenndkdisyyden kaltaisine joukkofunktioineen
seuraavalla menettelyll&. Olkoon x‘ € Q mielivaltainen alkio,
S sumea joukko ja f1 vastaava Jjdsenyysfunktio, i=1,2,...,n.
‘Sumeille joukoille s, saadaan nyt kehitelmdn (3.28) avulla

T-Fél). Kun jédsenyysfunktiot f1 ’

(1)e
o

konkreettinen muoto: S, =o¥rs=,
~i=1,2,...,n, oletetaan Borel-mitallisiksi, niin a-leikkaukset I
8,i=1,...,n Jokaiseen joukkoon S, liitetddan nyt mddritelmidn (3.28)
mukainen Yagerin todenndkdéisyys seuraavasti: "

) |

Olkoon nyt ¥ = {31'32""'Su""}’ ja P kaikkien joukon ¥ alkioista
s48nndilld n ja v yhdistelemdlld saatujen kombinaatioiden joukko
sekd P(+-) Yagerin todenndkdéisyys, joka ilmeisesti on olemassa
jokaiselle DeD. Silloin on (¥,D,P(-)) sumea todenndkéisyysavaruus.
Alkuperdinen perusjoukko Q ei ole endid nﬁkyvissé, mutta se on
kuitenkin mukana a-leikkausten I'''’ kautta.

o

Jos Q = {ml,ma,...,mk,...}, on Uz u...ugV...= Q . Kun
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¥ = {Sl,sa,...,sk,...}, on Sluszu...usku...'méﬁritelty seuraavasti

jdsenyysfunktioiden avulla:

£ (x) =max £ (x) = ¢ (x) =1 .
S1USaU"'USuU"' k k SH“
Toivottuun tulokseen fS (x) = 1 ei siis Yleensd pdistd, ellei

k(x)
jokaiselle x € Q ole olemassa sumeaa Jjoukkoa S siten, etti

f!(x)=1. Edelleen on aina P(y S,) =1 ja toisaalta P(n S)=0.
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4. VAKUUTUSALAN KASITTEISTOA SUMEIDEN JOUKKOJEN KIELELLA

Tdssd luvussa tarkastellaan lyhyesti, esimerkin omaisesti, joitakin
vakuutusalan foiminnan osa-alueita. Kappaleen 4.1 tarkoituksena on
l1dhinnd antaa Xkuva siitd, miten perinteiseen joukko-oppiin
sitoutunutta ajatusmallimme ja késitteistSmme suurelta osin
lienevdt. Tarkastelu ei pyri olemaan matemaattinen, vaan siis
1&hinnd jossain mddrin filosofinen. Pyrkimyksend on vain kuvata
todellisuutta k&yttden sumeiden joukkojen teorian tapaa katsoa
asioita - Kkidytdnndssi ei kisitteistdn uudella formalisoinnilla
saataisi aikaiseksi luultavasti mitdan uutta: mahdollisesti jonkin
verran elegantimpi ja kompaktimpi teoria kdytintd3 kuvaamaan. On
vaikea sanoa, olisiko t#llaisella totutun formalismin uusimisella
todellista arvoa, saati sitten todellisti kdyttdd. Kappaleessa 4.2
esitetddn k#ytinndllinen malli sille, kuinka sumeiden joukkojen
kielelld ja sumeiden joukkojen kidsitteistdn avulla voimme esittii
konkreettisesti vakuutuselimissi esiintyvén termin "vakava vamma".
Kappaleen 1lopussa puututaan lyhyesti myds t8llaisen kidsitteen

hinnoittelukysymykseen.

4.1 Korvaamisen kidsitteist®i sumeiden joukkojen kannalta

Clkoon Q kaikkien tapahtumien universaali avaruus. Jokainen alkio
w € Q on siis jonkinlainen tapahtuma, ottamatta kantaa siihen, mitd
oikeastaan tarkoitetaan tapahtumalla. Voidaan kuitenkin ajatella,

ettd on olemassa "alkeistapahtumia", ja lihdetiin siitd, ettid on
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Olemassa t#Hdllaisten alkeistapahtumien #pe;usjoukko ¥, Kaikkien
taﬁahtumien universaali joukko 0 sisd1tid kaikki mahdolliset
ddrelliset ja Hirettdmit

yhdistelmit alkeistapahtumista eli joukon ¥ alkioista.
'Intuitiivisesti tdllaisen tapahtuma-avaruuden mddritteleminen
tuntuu melko luontevalta eikd se vield eroa millddn tavoin
totutuista ajatusmalleistamme. Ndinollen voidaan varovasti pohtia
sumean joukko-opin avulla formalismia pPerusjoukossa Q.

Liitetd&n nyt pariin (¥,Q) ensin sumea kédsite "vahinko" siing
merkityksessi kuin vakuutusalalla ymmirret&in vahinkoa. Jokaiseen
alkioon ¥ < ¥ liittyy nyt j8senyysfunktion arvo #(¥), joka kertoo
alkion kuulumisen asteen vahinkojen sumeaan perusjoukkoon V.
Vastaavasti, perusteorian mukaisesti, on jokaiselle joukolle eli
tapahtumalle w ¢ Q middriteltidvissy Jjdsenyysaste joukossa vV, toisin
sancen luku u(w) = Sup (U(y)I¢y € w ). TEmAE luky siis kertoo missi
mddrin tapahtuma w on vahinkotapahtuma, ja on luéntavaa ajatella
Sen suuruudeksi alkiotapahtumien unionin jisenyysastetta: vahinko
lienee vihintd#nkin niin suuri kuin suurin osavahinko, mik&1li
'_ajatellaan vahingon suuruutta tissi teoreettisena, vahingon
vakavuutta kuvaavana kdsitteend. on luonnollista ajatella, ettid
vahinkokdsite nimenomaan liittyisi joukon Q alkioihin, silli usein
tapahtunut vahinko on csavahinkojen summa - se, miten vahinko
vakuutuselimissi ymmdrretdin, on puolestaan usein sidoksissa
vakuutukseen, vahingon kohteeseen ja vakuutusturvaan. Ndinollen
voidaan siis ilmaista vahinko ﬁ&rellisené-osavahinkojen unionina:

(4.1) = {mil sev , eV},
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Vahingon & vakavuus olisi siis mainittu maksimijdsenyysaste, ja
toisaalta vahingon suuruus mddrdytyy unionilausekkeen (4.1) avulla
osavahinkojen suuruuksien summana. Olkoon € osavahingon s, suuruus
markkoina. T&118in vahingon suuruus on luonnollisesti osavahinkojen
suuruuksien summa, eli « = ¥ €, kun ajatellaan osavahinkoina
erillisid kokonaisuuksia vahingon tyyppijaotteluun puuttumatta.
Td118in hypoteettisesti kuvitellaan jokaiselle vahingolle, olkoon
se laadultaan millainen hyvinsi, Jjokin mittari, jonka avulla sille
voidaan antaa rahallinen arve z .

Edelleen on todettavissa, etti vahinkoja kuvaava sumea joukko Vv on
itse asiassa unioni erilaisista sumeista joukoista VJ, j=1,...,k,
nimittdin voidaan ajatella kutakin vahinkotyyppid omana sumeana
joukkonaan. Tapahtuman  vakavuus vahinkona saadaan n#dinollen
maksimijdsenyysasteena joukkoihin VJ, ja sen kokonaissuuruus «
olisi saatavissa konveksina kombinaationa tai muun operaation
avulla joko kdyttdmd#lld jdsenyysfunktiona yhdistettyd funktiota
(4.2) i) * pl(e) *...* K/ («}

missd H, on vastaava joukon Vj j8senyysfunktio ja * sopivasti
valittu operaatio seki u; sopivasti j&senyysfunktiota vahinkotyypin
mukaan painottamalla saatu uusi j&senyysfunktio ja
kertomalla t&lli kokonaismarkkamiird, taikka luonnollisemnin
hakemalla erddnlainen painotettu summa markkamddrille. Koska eri
vahinkotyypit menevit luonnollisella tavalla pddllekkdin, jolloin
niiden unioni olisi vahinkojen yhteissummaa.pienempi, voisi olla
Ylimitoitettua ajatella yhden vahingon eri vahinkotyyppien
vyhteissummaksi suoraa summaa, ja tdstd syystid pdddytdin

teoreettiseen kaavaan
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(4.3) T, o= u; (a;)-cc1+ u;(m)-m2+.;.+ u; () .

Ndin on teoreettisella tasolla middritelty tapahtuma, vahinko,
vahinkotyyppi, vahingon vakavuus sekj vahingon suuruus. Pohditaan

Seuraavaksi vahingosta syntyvdid korvausmenoa.

Liitet4dn jokaiseen vahinkoon -~ t411&in voidaan soéia, etti
vahingoksi kutsutaan alkiota, joka kuuluu tiettyyn a-leikkaukseen,
esimerkiksi alkiota, jonka vahingon vakavuus on 0,2 tai suurempi,
_toisin sanocen w € r;g = korvausmeno. Joudumme uuteen sumeaan
joukkoon X, joka on selvdsti ( tai jonka ainakin pitdisi olla
selvidsti) joukon Vv osajoukko, nimittiin korvattavien tapahtumien
joukkoon. Voidaan ajatella, etti pitdydytd&n nyt vain sovitulla
tavalla vahinéoksi mddritellyissg alkioissa. Tapahtuman
korvattavuus riippuu  monista ulkoisista seikoista: siihen
vaikuttavat esimerkiksi seuraavat tekijit:

- mik& vahinko

- onko vakuutusta olemassa

= onko vakuutus oikein tehty

- onko vakuutus voimassa

-‘onko tapahtuma vakuutusehtojen mukainen

- missid olosuhteissa vahinko tapahtui (ehdot)

- kenelle vahinko tapahtui

- miksi vahinko tapahtui (syyllisyys)

- missd vahinko tapahtui |

- miten vakuutuksenottaja oli ymmértényt vakuutuksen sisdl18n

vakuutusta ottaessaan.
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Se, missd mddrin puolestaan korvausta korvattavasta tapahtumrasta
saadaan, riippuu jdlleen lukuisista seikoista, edellédmainittuijen
lisdksi esimerkiksi seuraavista:

- vahingon laajuus

vakuutusten kattavuus

tietoisuus vakuutusturvista

vakuutusten vakuutusmiidrit (henkil&vahinko, alivakuutus)

vahingon selviiminen.
Vahingon suuruus lienee aina jossain miidrin sumea kédsite, Jja
maksettava korvausmd#ird on yleensd optimiratkaisu tasti sumeasta
joukosta (esim luvussa 2 kisitelty sumean joukon ydin). Lis#ksi
yoidaan todeta intuitiivisesti, ettd suuruus yYleensd ei ole
konveksi joukko, vaan sill¥ saattaa olla useita tihentymispisteity.
Jonkinlaisena summaﬁa voidaan Xkorvausmeno esittii. - Ldhdetdin
- summalausekkeesta (4.3), eli

| €, = u;(m)-ml+ u;(m)-m2+...+ u;(a:)-a:k
ja jaetaan se nyt kahteen osaan ja tarkennetaan lauseketta:

— I » -
Coor = Z H{() 4 +Eu;(m)? .
i esinevah. } henkildvah.
missd 4, = acx ja o kerroin joka ilmoittaa alivakuutuksen

vt

mddrédn, toisin sanoen « on minimi luvuista 1 ja wvakuutusarvon

suhde todelliseen arvoon. 4 puolestaan on henkil&dvahingon

J
vakuutusmisrs, Tdlléin u;(m) on esimerkiksi jédsenyysaste
invaliditeettijoukossa, toisin sanoen se antaa
invaliditeettiasteen, jolla invaliditeetin vakuutusmiiri kerrotaan.
Liittyvid vakuutuksia ajateltaessa olisi hyvd huomiocida myés eri

kanavat, joita mydten vakuutusturvaa on olemassa. Yhi suuremmassa

mddrin ihmiselld on vakuutusturvaa erilaisten instanssien kautta,
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_ joita hdn ei niink&an voimakkaasti etukiteen tiedosta. TH118in on
vakuutuksille annettavissa jdrjestys, jota vakuutettu noudattaa
vakuutusturvaa kdyttdessdin, 1lihinni tutumnmasta vieraampaan. Timi
vaikuttanee mys8s saataviin vakuutusmédsriin, Esinevahingoissa
kyseeseen tulisi kuvitellun alivakuuttamisen taikka puutteellisen
vakuuttamisen riski, Ja henkildvakuutuksessa riski siiti, ettei
kaikkia oikeutettuja korvauksia osata hakea. Timidn tiedostamisen
asteen esittdminen tekijénd korvausmiiris haettaessa taitaisi
johtaa melko monimutkaiseen formalisointiin. Toisaalta kanavien

kédsittelylle on selkes esitystapa [ 8 ].

N&hdddn, ettd kaiken kaikkiaan joudutaan monimutkaiseen
.formalismiin, ja on kyseenalaista, olisiko tdllaisesta
pbhdiskelusta kdyténnéllistd hystyd. on totta, ettd esimerkiksi
edelld kdsitelty korvausmiiri on varsin sumea kisite, mutta kun
lopputuloksena on Jjohonkin korvaussummaan pdddyttdvid, voidaan
éanoa, ettd sumeiden joukkojen avulla formalisointi saattaa olla
varsin turhaa. Mahdollinen hySty saattaisi 16ytyi siti kautta, ett3d
voidaan kidyttdd yksinkertaisia funktioita kuvaamaan jédsenyytta tai
yhdistelemaén erilaisia tekij&iti, ja kun lopputuloksena emme
oletakaan olevan mitdin kovin eksaktia, saadaan jonkinlainen
ensiarvio melko helposti. Lopullisiin péatakéiin ei Kkuitenkaan
tdllainen arvio tuone lisdarvoja. Edelli esitetty spekulointi tuo
ilmi my®és sen, ettid vaikka kyse on yksinkertaisista asioista, on
niiden esittiminen sumeiden joukkojen teorian avulla formaalisesti
ennemminkin himdrtividi kuin selventdvdd. Intuitiivisesti sumeille

asioille sumea formalisointi ei ndinollen tucone ainakaan
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lisdvalaistusta, pdinvastoin saattaa olla, ettd niiden rungoksi

kaipaa formalismina tdsméllistd, ei-sumeaa formulointia.

4.2. Vakavan vamman misrittely ja hinnoittelu

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti kdyt&nndllisempas asiaa:

sovelletaan sumeiden joukkojen teoriaa todelliseen, melko 1lailla
| sumeaan kdsitteseen "vakava vamma". Ldhdetddn siitd, ettd vamman
mittari on tapaturmien mddrityksessd k&ytetty haitta-aste, joka saa
arvoja vdliltd o - 20. Nykyisin kdytetty haitta-aste on, kuten on
luvussa 2 esimerkissid jo todettukin, osahaittojen asteiden summa.
~Kdsite on selked, 3ja lihtSkohtana sitd voidaan pit#4 hyvin
kdyttdkelpoisena ja erinomaisen tarpeellisena. Intuitiivisesti on
Yhtd selke&d mik4 on vakava vamma: se on invalidisoitumisen aste,
jossa haitta - yleensi Pysyvd haitta - on suuri. Kuitenkin on
vaikeaa vetdd rajaa, jonka toisella puclella vamma olisi vakava ja
toisella vdhemm#n vakava. Mikili ldhdettdisiin esimerkiksi
vakuutuksesta, joka antaa korvausta vain vakavasta vammasta, olisi
valttamdtontd jokin midrittelykeino keksii.

Lahtdkohtana kdytetisn kahta tosiasiaa: Ensinndkin vamma, jonka
haitta-aste on 12 tai suurempi, toisin sanoen vamma, jota vastaava
invaliditeetti on ainakin 60 ¥, on aina vakava. Toisin sanoen
kaikki tdllaiset vammat kuuluvat tdysin ja yhtd tasa-arvoisesti
vakavien vammojen joukkoon. Toisaalta vammat, joiden haitta-aste on
8 tai yli,katsotaan sen verran vakaviksi, ettidi esimerkiksi

lakis#ddteisessd tapaturmassa ndiden vammojen kédsittely alistetaan

48



tapaturmalautakuntaan. Ndinollen on ldhdettdvd siitd, etty vammat
joiden haittaluokka on Vdlilld 8 - 11 ovat Jjo melko vakavia.
Voidaan siis todeta, etti ne kuuluvat jonkin verran vakavien
.vammojen Sumeaan joukkoon. Lisidksi on selvdd, ettd vamma kuuluu
tdhdn joukkoon sitj selvemmin mits suurempi se on, toisin sancen
mitd 13hemp&ni haitta-aste on 1lukua 12, Erd3s ratkaisumalli on
td4l16in lineaarinen: astetaan jdsenyysfunktioksi vakavien vammojen

joukolle seuraava:

f o , kun x = 39
f(x)=1x;040,kun405x560,
l 1 ; kun x = 61

missd x on invaliditeettiprosentti.

Koska kdytdnndssi invaliditeettiprosenttien sijaan korvaus tapahtuu
haitta-~asteen mukaan eli viiden prosentin vdlein , voidaan timi

jdsenyysfunktio esittdd taulukkomuodossa Seuraavanlaisena:

haitta-aste jésenyysaste
0 -7 c
8 20 %
9 40 %
10 60 %
11 80 %
12 - 20 100 %

Tdmd karkea esitys jisenyysfunktiolle invaliditeetin taikka
haitta-asteen funktiona vammalle antaa Yksinkertaisuudestaan
huolimatta riittivén selkein mallin sille, mik¥ on vakava vamma:
Esimerkiksi vamma, jonka haitta-aste on 10 on hyvin vakava, sen

jdsenyysaste vakavien vammojen joukossa on 60% . Tdllainen esitys
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on tarpeellinen kuvittelemassamme vakuﬁ%ustuotteessa: olisi
kohtuutonta, etti vaikkapa kyseinen haitta~asteen 10
invalidisoituminen ei lainkaan Xkuuluisi korvattavien asioiden
Joukkoon, kun taas haitta-aste 12 kuuluisi siihen tHdysin. Vastaava

korvaus voidaan nyt miiritelld taulukon mukaisesti. Olkoon

vakuutusmdiri esimerkiksi 500.000 mk. T&118in ~ korvataan
seuraavasti:
haitta-aste kKorvaussumma
0 -7 0 mk
8 100.000 mk
9 200.000 mk
10 300.000 mk
11 400.000 mk
12 - 20 500.000 mk .

Todetaan, ettd jyrkkid portaita ei esiinny (tosin ndinkin
haittaluokkien vidliset erot ovat huomattavia), ja korvausmiirid on

jdsenyysasteen mukainen.

Tdmdntyyppisen vakuutuksen hinnoittelu voitaisiin johtaa

perinteisen invaliditeettikorvausaineiston pohjalta.

Lopputulokseksi saattaisi kelvata esimerkiksi korvausmenon suhde
perinteisen invaliditeettivakuutuksen korvausmenoon. Kiytettidvissi
tulee olla paitsi korvauksen suuruus, myds haitta-aste tai
invaliditeettiprosentti seki vakuutusmddrd, joka voidaan saada
edellamainittujen funktiona. Kerrotaan vakuutusmiirit

haitta-asteiden osoittamilla j&senyysfunktion arvoilla ja tutkitaan
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ndin saadun teoreettisen korvausmenon suhdetta todelliseen., oOn
huomattava, etti korvaukset tulisi normeerata ja
selvityskerrointen kdytté huomiocida, erityisesti olisi pohdittava
sité, ettd suurempien haitta-asteiden Yhteydessd selvityskertoimen
arvon tulisi ilmeisesti olla Suurempi kuin perusaineistoon
Kokonaisuutena selvityskerrointa kdytettiessH. Lisdksi on
ﬁodettavissa, ettd invaliditeettikorvauksista valtaosa maksetaan
pienisti haitta-asteista, jolloin vakuutus vakavasta vammasta
saattaisi olla perusteltu siindkin mielessd, ettd sen hinta
Saataisiin tavallisen invaliditeettivakuutukseen verrattuna

huomattavan pieneksi suurillakin vakuutusmisrilly.

Voidaan ajatella, etti mddritellyn tyyppiselle vakuutukselle ainca
hyvd ja selkeji ldhestymistapa, tai ainakin erds parhaista
ladhestymistavoista, on juuri sumeiden joukkojen teoria. Kyseessid on
varsin puhtaasti juuri  joukkoon Kuulumisen ongelma. Samoin
huomataan, etti ratkaisu on varsin Yksinkertainen, helposti
ymmdrrettdvd ja perusteltava. Ndinollen se noudattaa sumeiden
joukkojen teorian kdytdn perusaksiomia: teorian tulee olla 1l&helli
ihmisen tavallista ajatustapaa, ja liian mutkikkaita funktioita ja
lmalleja tulee vdltti#i. Toisaalta ratkaisu lienee periaatteessa

toimiva ja oikeudenmukainen.

4.3 Yhteenveto

Tdssd luvussa esitettiin melko karkeasti kaksi ddrilaitaa sumeiden

joukkojen teorian kdytdssi: Kappaleessa 4.1 filosofoitiin
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peruskidsitteills, lopputuloksena melko toivottoman tuntuinen
viidakko sumeita termejd sumeiden termien sisdlld. THmin kappaleen
oppina lieneekin 1l4hinni se, ettd moinen teoretisointi tuonee
kdytdntd8n vain vihin apua. Teoreettinen formalismi kylli# voidaan
kehittdd tdllaisiin sanallisiin kysymyksiin - sen sijaan
formalismin pitdminen tajuttavana ja kdyttdkelpoisena tuntuu jo
ongelmallisemmalta. Sen sijaan kappaleessa 4.2 kdsiteltiin selkedy
ja yksinkertaista perusongelmaa, jolle haettiin vastaavasti selkedi
ja yksinkertaista, vieldpd kHyttodkelpoista ratkaisua. Pysymdlla
perusfunktioissa 3ja matematiikan yksinkertaisimmalla tasolla
saatiinkin kysymykselle kelvollisen ndkdinen ratkaisu. Syy, miksi
ratkaisu ndyttdid kelvolliselta on se, ettd mallin luomiselle on
vapaahkot k#det: sen tulee olla vain riittdvdn sujuva ja selkei
sekd8 oikeudenmukainen. Se, kuinka todellisesti midritellyt
kuulumisen asteet vastaavat oikeaa eldmii, ei ole ratkaiseva
kysymys, mallin tulee olla ainoastaan "ﬁelko oikea". T&std samasta
syystd seuraavassa luvussa esitettivi toivottavan
vakuutuksenottajan oneglman ratkaisu tuntuu toimivalta: viime
kiddessid yhtiots ei vaadita tilille ratkaisun eksaktista
oikeellisuudesta, riittdd, ettd ratkaisu on melko oikea, ja ijoka
:tapauksessa parempi kuin jyrkkien rajojen tai karkean porrastamisen

kdyttaminen.
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>+ HINNOITTELUSTA SUMEIDEN JOUKKOJEN AVULLA

'Artikkelissaan "Fuzzy Insurance" [ 2 ] Jean Lemaire esittis
erditd vakuutusalaan liityvii perusongelmia seki niille sumeiden
joukkojen teoriaan perustuvia ratkaisumalleja. Seuraavassa k#dyd&din
llapi kyseisen artikkelin esittimij mahdollisuuksia niilti osin
‘kuin artikkeissa pohditaan "suositeltava vakuutuksenottajan"
ongelmaa ja esitetdin Lemairen ehdottanma "sumea®

hinnoitteluratkaisu.

5.1 Toivottavan vakuutuksenottajan ongelma

3.1.1 Ongelma ja perusratkaisu

Henkivakuutuksessa on Yhdysvalloissa kova kilpailu johtanut

siihen, ettd toivotut terveysehdot tayttivi vakuutuksenottaja saa

.huomattavia lisdetuja bonuksena vakuutusturvaan. Esimerkiksi

tupakoimaton henkils saa 65% lis#dyksen vakuutusturviinsa, Jja

.seuraavat tarkkaan rajatut ehdot tdyttdvd henkild saa 100%:n

lisdturvan:

1. vakuutuksenhakija ei ole tupakoinut yli vuoteen

2. hdnen lepopulssinsa on enint#in 72

3. h8nen verenpaineensa on 134/80 taikka alle

4. hakijan veren seerumin kokonaiskolesteroliarvo ei ylits
lukua 200

5. hakija ei harrasta vaarallisia urheilulajeja

€. hdn kuntoilee kolmesti viikossa vihint#in 20 minuuttia kerralla

7. han tdyttdd vaaditut pituus- ja painorajoitukset
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8. hakijan l&hisuvussa on ollut enint&in yksi alle 60-vuotiaalle
sattunut kuolemantapaus, jonka kuolinsyyni on ollut munuais-

tai syddnsairaus, sydinkohtaus tai diabetes.

Voidaan todeta, etti kyseessd on tarkoiksi numeroiksi muunnettu
esitys lidiketieteellisesty toteamuksesta, etti ihmiset, jotka
kuntoilevat, eivit tupakoi, joilla on matala kolesteroliarvo ja
verenpaine ja jotka ovat sopivan painoisia, elidvit todenndkdisesti
pPitempdin kuin muut.

Vakuuttaja vaatii t#ssi tapauksessa, ettd kaikki arvot on
tdytettdvi, muussa tapauksessa hakija ehdottomasti ei kuulu
joukkoon. Mik&li siis hinen kolesteroliarvonsa olisi 201 taikka
verenpaineensa 137/80, ei hin clisikaan joukkoon Kelvollinen,
vaikka kaikki muut ehdot olisi toteutettu. ( Todettakoon, etti
useimmiten ei tilanne ole se, ettd '"melkein" ehdot tayttavi
joutuisi j&Emdin téysin ilman etuja, vaan hinen etunsa ovat
jollain tavalla pienemmit tai rajoitetummat.)

Tarkastellaan ongelman ratkaisua sumeiden joukkojen teorian
avulla. Olkoon X vakuutuksenottajaehdokkaiden joukko, jonka
alkioihin x liitet#sn neljéd erilaista ominaisuutta:

XxX=x{t , t t

1 2!
Md&ritelldsdn ominaisuudet t . t . t3 ja t, siten, ettd t, kertoo

veren seerumin kokonaiskolestereliarvon, t2 kertoo verenpaineen,
ta todellisen painon suhteen ihannepainoon pituuden ja rakenteen
funktiona, ja lopuksi t4 kertoo pdivédssd tupakoitujen savukkeiden

lukum@drdn., oOlkoot nyt joukot T1' Tz, T ja '1‘4 vastaavat sumeat

3!
joukot: ne siis kertovat siits, missi mddrin

vakuutuksenottajaehdokas kuuluu kunkin ominaisuuden puolesta
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hyvien vakuutuksenhakijoiden joukkoon. Vastaavia

Jj&senyysfunktioita merkit#in seuraavassa f , £ . £, ja £,

Tarkastellaan ensin kolesteroliarvoa. Alkuperdistd rajausta alle
200:n  hyvdksyttidviin kolesterolilukemiin voidaan lieventis
seuraavasti siten, etti yli 240:n 1lukemat ovat ehdottomasti

hyldttdvid ja alle 200:n ehdottomasti hyviksyttivii:

1, kun tls 200
2
1 - 2[—t1—i(-’—"-] , kun 200 < t = 220
£0%x, t) = 40
2
2[—ﬁ°—"_'5:-] , kun 320 < t s 240
40
l 0, kun 240 < t_ .

Tamdn sumean joukon Jjdsenyysfunktion kdyttiytymistd esittidi kuva
(5.1), j@senyysfunktio siis vain  yksinkertaisesti jatkaa
hyvaksyttidvd4 aluetta vihin "laimennettuna", ja mahdellistaa

ndinollen "melkein" hyvien jonkinasteista huomioimista.

Samalla tyylilli milritellisn hyvdn verenpaineen omaavien
joukkoon kuulumisen funktio fz. Normaali systolinen verenpaine on
noin 130 mmHg. Ihmiset, joiden verenpaine on yli 170 ovat yli
viisi kertaa alttiimpia sepelvaltimotaudille kuin ihmiset, joilla

on normaali verenpaine. Saamme samantyyppisen funktion:
f

1, kun tzs 130
2
1 - 2[—tz~l—1—3-9—] , kun 130 < t = 150
£.(x, t) = 4 40
2

2[—17-—032-] ) kun 150 < ts 170
, 40
l o, kun 170 < t, -

Kuva (5.2) ndyttdd jisenyysfunktion f2 edellisen jisenyysfunktion

kanssa samankaltaisen muodon. Tédssdkin tapauksessa siis 14hinni
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vdhdn loivennetaan Jyrkkd8 rajoittamista ja huolitaan "hyviin®
verenpaineisiin jonkinasteisesti mukaan myds vdhin vihemmin hyvid

verenpaineita arvoon 170mmHg saakka.

Yli~ ja alipainoisten ihmisten kuolevuus on mySs suurempi Xkuin
normaalipainoisten ihmisten, ja ndisti ylipainoisuus on
terveydelle vakavampi uhka keskimddrin kuin alipainoisuus. T&ﬁﬁn
vuoksi normaalipainoisuuden Jdsenyysfunktio ei ole symmetrinen,
vaan se on loivempi ihannepainoa alhaalta pdin l¥hestyttiessi kuin
ylhd&1td pdin. Kuva (5.3) esittd tédmin J&senyysfunktion muodon.

Funktiolle £, annetaan seuraava médritys:

1

o, kun tas 60
2
2[ L ,- 60 . kun 60 < t.s 72,5
25 3
2
1 - 2[ 85 - ta—-] , kun 72,5< t s 85
£,0% , t) = 25
1, kun 85 < t_s 110
2
1 - 2[«-53 Z 110 ] , kun 110 < t.= 120
20 3
2
2(—1—3—0—'33—] , kun 120 < ts 130
20
0, kun 130 < ta'

Tupakoinnissa ei katsota olevan mitddn lieventivii asianhaaroja:
vdh&dinenkin tupakointi 1isii syévdn ja syddn- ja verisuonitautien
riskid. Nidinollen tupakoiva henkild ei ole koskaan "toivottava"
vakuutuksenhakija ja t&118in joukko T, on itse asiassa terivi

Joukko jonka karakteristinen funktio £, on
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£ = { 1, Xkun henkild ei tupakoi
4

- 0, kun henkild tupakoi :

£ ja ¢ ovat jokseenkin

Ma&ritelmit funktioille f1' fa, 5 .

teenndisid ja niiden muoto on vailla selkedd todellisuuteen
.pohjautuvaa perustelua. Oleellista kuitenkin on, ettd joka
tapauksessa niiden antama lopputulos on kuitenkin paremmin
todellisuutta kuvaava kuin porrasfunktion, pahimmassa tapauksessa
terdvin jéukon karakteristisen funktion, joka saa vain arvot 0 tai

1.

Tarkastellaan seuraavaksi eri ~vaihtoehtoja yhdist&did
edelldmainitut nelji eri jdsenyysfunktiota.
Tuntuisi luonnolliselta, ettid sumea joukko, joka tdyttidisi kaikki
edelldmainitut ehdot olisi, laajennuksena tavallisten joukkojen
tapauksesta, neljin eri joukon leikkaus |

| T = T1 N T2 n T3 N Tg.
Tdlléin saadaan jdsenyysfunktioksi leikkauksen mddrittelyn
{(luku 2) mukaisesti

f(x) = min [ fl(x), fz(x), f3(x), f4(x) }, xeX.

Ndinollen henkildn kokonaishyvyyden m&irittelee tdysin pienin
‘kuulumisaste joukkoihin T, T,, T, tai T, . Toisaalta
tdllainen midrittely onkin luonnollista: vi#h#isin kuulumisaste on
melko hyvd mitta yleiselle kuulumiselle leikkaukseen. Kuitenkin
foisaalta voidaan ajatella, ettei ole sama asia eikﬁ hyvyys
leikkausjoukon kannalta samanlainen, jos vaikkapa
jdsenyysfunktioiden f1 ja f2 arvot ovat molemmilla 0,5, tai jos

toisen arvo on 0,5 ja toisen 1. Lis#ksi voidaan esittdd kysymys

siitd, eikd tilanne ole huonompi, mikili _f1 ja f, ovat molemmat
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arvoltaan 0,55 kuin jos on £,=0,5 Ja f_=1." T&llainen tulkinta
tuntuisi luonnolliselta., Tarkastellaan éeuraavassa muita tapoja
- tulkita kuulumisen astetta joukkoon T. NiHiden muiden tapoijen
kdyttdminen tai tutkiminen on sumeiden joukkojen teorian
perusteemojen kanssa lievissi ristiriidassa, toisaalta jo Zadeh
pPerustusartikkelissaan esitti joukoille monia muitakin
yhdistelytapoja kuin leikkauksen, ja nyt voidaan tulkita, ettd
joukon T m#&rittelyd muunnetaan paremmin tarkoitukseen sopivaksi
leikkauksen sijésta. Jotta luvussa 2 esitettyn leikkauksen
jésenyysfunktion méiritelmdin kanssa ei jouduttaisi missdin
vaiheessa ristiriitaan, merkitiin Jatkossa pohdittavia funktioita
kirjaimilla g, eikd vditetd, ettd esimerkiksi merkinti 92nB olisi
vdlttémdttd sama kuin fAnB’ leikkauksen AnB jésenyysfunktio, vaan
vain toinen leikkaukseen liittyvd funktio. Huomattakoon kuitenkin,
ettd Lemaire esittd¥ variaatioiden 1 - 4 funktiot vaihtoehtoisina

Jdsenyysfunktioina leikkausoperaatiolle.

5.1.2 Ratkaisuvariaatioita

Lﬁhdetéén-siité, ettd edellisessd kohdassa esitetty perusratkaisu
on liian Jjoustamaton. Haluamme ensin, ettd kayttﬁmﬁllamme
yhdistetylld Jj&senyysfunktiolla (ja siis saatavalla sumealla
joukolla) on muun muassa seuraavat ominaisuudet:

1. Kumuloituvuus: Kaksi rajoittavaa tekijaa ovat
yhteisvaikutukseltaan huonommat kuin vksi rajoittava tekiji,
toisin sanoen

gum(x) < min[ fA(x), fB(x) ], xeX,
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mik&ali fA(x) < 1 ja fB(x) < 1.

2. Riippuvuus: Ssaattaa olla, ettd funktion 9,z arvo riippuu
paitsi erikseen funktioiden fA ja fB arvoista mydskin niiden
keskindisestd suhteesta, Toisin sanoen mik#li on £f.(x) < fa(x) <1
saatettaisiin ajatella, ettji nyods fA olisi arvoltaan huonompi
kuin se olisi mikali fB olisi 1 .

3. Kompensointi: Jos fA(x) < 1 ja fB(x) < 1, voidaan arvon
fAlaskua kompensoida arvon fB nousulla . Toisin sanoen funktion

g arvoon voidaan vaikuttaa arvon falaskiessa arvoa fB

ANB
nostamalla.

Variaatio 1: Algebrallinen tuleo (Madritelmi 2.5).
Funktiolle 9,.p Saadaan arvo tulosta

gAé(x) = £,(x) £ (%), x < X.
Laajennettuna edellémainittuihin neljdén jisenyysfunktioon saadaan
siis niiden yhditetylle funktiolle g arvoksi

rererer, (XD = O£ (%) F(x) £ (%) £ (x) , x e x.
1 2 '3 'a

Olkoot nyt vakuutuksenhakijan tiedot x = x(210,145,112,0) .
T3118in saadaan |

9% .r .7 ¢ ( %x(210,145,122,0 ) )
1 2 a 4

= 0,875 - 0,71875 - 0,98 - 1 = 0,6163 .
Tdssd esimerkkitapaukseésa paino on melke lailla kohdallaan, ja
kolesteroliarvokin aika hyvd, mutta molemmat nimi tekijédt lisddvit
vahén huonomman verenpaineen vaikutuksta. Leikkauksen
jdsenyysfunktiohan antaa jésenyyden asteeksi selvisti huonoimman
tekijdn arvon, eli jédsenyysasteen 0,71875, ijoten ndinollen

algebrallinen tulo ominaisuuden 1 mukaisesti on ankarampi
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arvostuksessaan.

Variaatio 2: Rajoitettu erotus.

Mddritellddn joukkojen A ja B rajoitettu erotus AoB seuraavasti:
fAeB(x) = max[ 0, fA(x) + fox) -1 ], xeX.

Laajennetaan miiritelmid koskemaan useaa sumeaa joukkoa asettamalla
AeBoeCeD=((RAB) e ) eD .

T4118 mddrittelytavalla saadaan funktio q -

g'I' T _oT_oT (X)
1 2 3 4

max[ 0, fl(x) + fa(x) -1 + fa(x) -1 + f4(x) -1 ] =
max[ 0, fl(x) + fz(x) + fa(x) + f4(x) -3 ] .

Variaation 1 esimerkkitapauksessa saadaan nyt

9 or o1 or (X( 210,145,112,0 )) =
2 3 4
max[ o, 0,875 + 0,71875 + 0,88 + 1 -3 ] = 0,57375.
Intuitiivisesti rajoitettu erotus on melko ankara tapa arvostella

Jjdsenyyttd yhdistettyyn joukkoon - toisaalta ominaisuus 3 on kylld
voimassa  koska jﬁsenyysasteita summataan, ndinollen huono
ominaisuus voidaan muiden ominaisuuksien avulla saada
kompensoitua. Ominaisuus 1 on myds voimassa, silld kdyt&nndssihin
ensimmiisen funktion ji#senyysasteen arvoon lisitiin toisen joukon
jésenyysésteen arvo ja vidhennetiin yksi, n#inollen jdsenyys
huononee sitd enemmin, miti pienempi jisenyysaste toiseen joukkoon
on. Ominaisuutta 2 eli riippuvuutta ei t#md variaatio kuitenkaan

toteuta.

Variaatio 3. Hamacher-operaattori.

Hamacher-operaattori H m##ritelliin kahdelle sumealle joukolle A
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ja B seuraavasti:
£,06) - £ (x)

P+ (1) “( £,(x) + £.(x) - £,(x) £ (x) )

gy (%) =

missd 0 s p = 1.

Mik&li p=1, kyseessi on algebrallinen tulo. Xun p<1l, on nimitt&ji
mySskin pienempi kuin 1 ja t#118in aina siis gz(x) > g,..(X).
Ndinollen siis Hamacher-operaattori ei ole yhtd rajoittava ja
ankara kuin tulo-operaattori, se vadhentdi sémanaikaisten
rajoitusten vaikutusta sitid enemmin mitd vakavampia rajoitukset
ovat, Miti pienempi arve parametrilla P én, sitd enemmin
- operaattori lieventdd samanaikaisten rajoitusten vaikutusta.
Ndinollen t#m# operaattori on hy8dyllinen, jos esimerkiksi
katsotaan, ettd korkean kolesteroliarvon ja verenpaineen
yhteisvaikutus on pienempi kuin algebrallinen tulo antaisi.
Valitaan p=0,5 ja lasketaan edellisten variaatioiden esimerkin

funktion arvo tidlle operaattorille:
gr(x( 210,145 )) =

0,875 - 0,71875

= = 0,6402.
0,5 + (1-0,5)(0,875 + 0,71875 - 0,875-0,71875)
Raikille neljille kriteerille saamme arvoksi
gﬂ(x( 210,145,112,0 )) =
0,6402 - 0,98
- = 0,6296 .

0,5 + (1-0,5)(0,6402 + 0,98 ~ 0,6402-0,98)
Hamacher-operaattori toteuttaa ominaisuudet 1-3 . Huomataan, etti
sen arvo on algebrallisen tulon ja leikkausoperaation gli

minimin vd1il14.
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Variaatio 4. Yagerin operaattori.
Vastaavasti kuin Hamacher-operaattorissa, on Yagerin
operaattorissa myds parametri P, nyt p = 1, joka sddtelee eri
funktioiden samanaikaista vaikutusta. Yagerin operaattori on
muodoltaan seuraavanlainen:
fP(x) =1 - min[ 1, [ ((1-£, (x))® + (1-f_(x)P)) ]1/p ] .
Y A B "
Té&md operaattori supistuu rajoitetuksi erotukseksi mik&1li p=1. Kun
P 2 » , Yagerin operaattori lihenee leikkausoperaattoria, minimii.
Yagerin operaattorin mniirittelemi fz on p:n suhteen kasvava
funktio. N&inollen kaikki rajoitetun erotuksen- ja leikkauksen
jdsenyysfunktion viliset tilanteet pystytd8n esittidmidn sen avulla
p:n arvoa sdidtelemdlld sen mukaan kuinka vahvasti halutaan
samanaikaisen vaikutuksen eri sumeiden joukkojen  suhteen
vaikuttavan funktion arvoon. Valitaan edelli kasitellyssi
esimerkissi Yagerin funktion parametriksi p=2, ja saadaan
f:(x( 210,145,112,0 )) =
= 1 - min [ 1, [ ((1-0,875)% + (1-0,71875)2 + (1-0,98)2]“2 ] =
0,69157 .
Té&md operaattori toteuttaa myds kaikki kolme haluttua ominaisuutta
lukuunottamatta tapausta p = w, jolloin kyseessd oli tavallinen

minimifunktio.

Huomataan siis, ettd on varsin monia keincja luoda uusia sumeita
joukkoja vanhojen joukkojen vyhdistelmini funktioita
nédrittelemdll&. Vvield olisi 18ydettdvd joitakin perusteita sille,
minkd laskutavan ja minki jdsenyysfunktion, (toisin sancen minki
sumean joukon) katsoo tarkasteltavaan tilanteeseen sopivimmaksi.

-Seuraavassa luvussa kdydd&n 1ipi 1lyhyesti luvussa 2 esitetyn
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teorian pohjalta funktion valinnan ongelmatijikkaa.

2.1.3 Funktion valinta

Luvussa 2 (Mddritelmi 2.9) mddriteltiin joukko Fa, niin sanottu
x-leikkaus, siten, etti sel oli kaikkien niiden alkioiden xeX
.joukko, joiden jdsenyysaste kyseessd olevassa sumeassa joukossa on
@ tai suurempi, Kaytdnnossd siis voitaisiin nyt mddritelli jokin
a~leikkaus, jonka jdsenet (huom.: a-leikkaus on terivi joukko!)
olisivat haluttuja toivottuja vakuutuksenottajia, Sumeiden
joﬁkkojen leikkauksen Jjdsenyysfunktion mddarittelyn kanssa

analoginen ldhestymistapa olisi se, ettd kaikkien sumeiden

joukkojen suhteen on tiettyjen a~leikkausten jasenyys
saavutettava, esimerkiksi x e r R 2 ) r @ ja r @
0,75 0,75 0,75

0,75

t) on joukon 'I'1 0,75-1eikkaus. Edellj esitetyt variaatiot

missd Fo
puolestaan vastaavat siti lahestymistapaa, jossa tarkastellaan
yhdistelmdjoukon a-leikkausta F; - Sen, mitd yhdistelyfunktiota
pdddytddn k3yttdmiin, pitdisi johtua ennenkaikkea funktion

1é§ketieteellisesta_sopivuudesta tarkoitukseen.

Edelld variaatioita tarkasteltaessa l&hdettiin siitd, ettd kaikki
sSumeat ominaisuudet Tz""' T‘ ovat tasa-arvoisia. Usein on
tilanne sellainen, ett§ jonkin ominaisuuden vaikutusta halutaan
korostaa ja jonkun toisen lieventdd. Kdydiin seuraavassa ldpi
erditd keinoja, joilla haetaan eri funktioiden todellista

vaikutusta lopulliseen Jjdsenyysasteeseen. Ensin pohditaan keinoja,
joilla vaikutetaan osajédsenyysfunktioiden arvoon ja sitten

keinoja, joilla niitsi yhdistellddn. Funktioiden kdsittely, jota
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seuraavassa esitetddn, ei ole ristiriidassa sumeiden joukkojen
teorian kanssa: saatavat funktiot ovat yhtdlailla
jdsenyysfunktioita.

1. Konsentraatio. Sumea joukko konsentroidaan eli tiivistetdin

siten, ettd kaikkien niiden alkioiden osalta, jotka vain osittain
kuuluvat joukkoon, ts. 0 < fA< 1, jésenyysastetta pienennetdin.
Mitd v&hemm#n alkio joukkoon kuuluu, sitd enemmin jésenyysastetta
.pienennetaén. Sumean joukon A Kkonsentraatio Con(A) mddritellidin
Seuraavasti:

foonia, (X) = ff(x), a > 1.

2. Dilataatio, Vastaavasti sumean joukon dilataatio Dil(A) on

sumean joukon lievennys siten, ettd jidsenyysastetta nostetaan siti
enemmdn, mitd suurempi alkuperiinen jdsenyysaste on, eli

Lot cay (X) = ff(x), a < 1.
3. Tihennys. Sumean joukon tihennys Int(A) 1lis#3d kaikkien niiden
.alkioiden Jd@senyysastetta, joiden alkuperdinen jisenyysaste on
suurempi kuin 0,5, ja vdhentdid muiden alkioiden jédsenyysastetta.

Mddritell&dn Int(A) kaavasta

_ [ 2 £ (), 0 < f(x) = 0,5
fInt(A)(x) - { A A

1-2(1-¢£(x)% 0,5« £,(x) s 1.
4. Sumeutus., Sumeutus on tihennyksen vastakohta. Haluttaessa
lieventdd sumean joukon sumeita rajoja voidaan toimia esimerkiksi

mid&rittelemillsd joukko Fuz(A) pdinvastaisesti:
. [ 1-2a -2 o< £(x) = 0,5
Fuz(A) V2%t (%), 0,5 < £,(x) =1 .

Konsentraatio ja dilataatio voidaan ymmdrtdd tekijin painotuksen

arviointina: konsentrointi voisi vastata ké&sitettd "hyvin" tai
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"melko lailla" ja dilatointi taas kdsitettsd “jonkin.verran" tai
"enemmén tai vidhemmin®, Kun  k&ytetdin useita erilaisia
arviointiperusteita, voidaan merkittévampii tekijsity konsentroida
jJa ndin Kkasvattaa niiden merkitystd dja vdhemmin merkittévien
.tekijﬁiden vaikutusta vastaavasti voidaan lieventdi dilatoinnilla.
Tdllaisten operaatiociden kdyttd on merkittivd sumeiden joukkojen
teorian kéytettdvyyden lisddj4: kukin sumea joukko ja siihen
kuulumisen funktio voidaan madrdtd erikseen pohtimatta funktiota
mddrittdessa kuuluvuuden merkitystd hkdyttétarkoituksen kannalta.
Kayttodtarkoitus sitten erikseen mddrdd kuinka eri komponentteja
painotetaan, esimerkiksi lddketieteelliset syyt saattavat
aiheuttaa sen, etti jonkin sumean joukon todellinen painoarve on
aivan pieni, jonkin toisen taas ratkaiseva.
Kayttdmdlla paiﬁotettuja j8senyysfunktioita edelli esitettyjen
variaatioiden funktioiden lausekkeissa saadaan uusia,
todenmukaisempia vaihtoehtoje yhdistelmdn jdsenyysfunktiolle.
Toisaalta erj jdsenyysfunktioiden painotuksia voidaan muunnella
kdyttdmdl11s konveksia kombinaatiota (Mddritelms 2.7).
Kidytettdessd konveksia kombinaatiota saadaan funktion g
fleinen muoto lausekkeesta
g(x) = Ax)-£(x) + (1 =A(x)-£ (%)),
missd A on konveksin kombinaation mi&riivid sumean joukon
jdsenyysfunktio. Voimme siis esittds pohtimallemme sovellutukselle
vield yhden funktion
* * * *
Iplx) = a2 (%) f (%) + A R E (%) + A (x)-£ (%) + A, (x)-£ (x),
- Jjossa Ay (x) + A (%) + A () + A (x) =1, ja fT on funktiosta £,
konsentroimalla taikka dilatoimalla saatu uusi Jjdsenyysfunktio.

Huomattakoon, etti konveksi kombinaatio antaa sumean joukon, joka
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voidaan ymmirt#i kombinoitavien sumeiden joukkojen eriinlaiseksi
sumeaksi painotetuksi keskiarvoksi. N#inollen konveksi kombinaatio
antaa yleensd véhin suurempia jdsenyysasteita kuin leikkaus tai
muut edelld Xk&#sitellyt vaihtoehdot. Sen voidaan sils ymmArtdi
. kuvaavan jonkinlaista keskimddriisti jdsenyysastetta halutulla
tavalla painotettuna.

Kaytettdvissd on siis kolme eri keinoa muokata lopullista
jédsenyysfunktiota:

1. Jdsenyysfunktioiden valinta perusjoukoille

2. Jasenyysfunktioiden painottaminen |

3. Jdsenyysfunktioiden yhdist&minen .

Oletetaan nyt esimerkkitapauksessamme, ettd kokonais-
kolesteroliarvo on parempi sydd&nongelmien ennustaja  kuin
" verenpaine. Lisitddn kokonaiskolesteroliarvon merkitystd Jja
verenpaineen merkitystd vihennetiin . N#in modifioidun sumean
joukon jédsenyysfunktio on siis
f*(x(tl,ta,ta,t4)) = min|[ £5(x),£37°(x) £ (%), £, (%) ]
Edells kdytetylle esimefkkitapaukselle saadaan nyt
jdsenyysfunktion arvoksi t#hin modifioituun leikkausjoukkoon
£7(x( 210,145,112,0 )) =

= min[ 0,875%, 0,71875%°'% 0,08 , 1 ] .= 0,7656 .

Mikd1li tarkastellaan variaatiota 1, saadaan samalle
esimerkkitapaukselle edelld esitellyilii painotuksilla arvoksi
* _
£(x( 210,145,112,0 )) =

0,5

= 0,875%. 0,71875 0,98 -+ 1 .= 0,6361 .

Koska siis kolesteroliarvon suhteen jdsenyys toivottavien

vakuutuksenhakijoiden joukossa on suuri, painotus suurentaa myds
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kokonaisjédsenyysastetta algebrallisen tulon tapauksessa. Molempiin
tapauksiin vaikuttaa lisdksi, leikkausoperaation arvoon
jopa ratkaisevasti, se, etti verenpaineen merkitystd vihennetiin.

Mikdli nyt suositeltavan vakuutuksenhakijan kriteeriksi asetetaan
se, ettd hidn kuuluu a-leikkaukseen F;JD algebrallisen tulon
suhteen tai ettd h&n kuuluu a-leikkaukseen P;JS

leikkausoperaation suhteen, eli kaikkiin a~leikkauksiin F;ﬂs,
i=1,2,3,4, voidaan todeta, ett3 esimerkkitapauksemme olisi
toivottava vakuutuksenhakija. Vastaavat pddtelmdt voidaan tehdi

muilla operaatioilla.

5.2 SUMEA HINNOITTELU

' 5.2.1 Piitbksentekoprosessi sumeiden joukkoien avulla

Kun tarkastellaan pddtdksentekoprosessia klassisen ldhestymistavan
kautta, ongelma koostuu Yleensd joukosta vaihtoehtoja, niiden
‘painocarvoista ja rajoituksista. Tarkastellaan nyt tuoko sumeiden
joukkojen teorian soveltaminen jotain uutta selkeyttid tdllaisten
prosessien tueksi. Muodostetaan ensin p&détéksenteko-ongelmalle
muodollinen formalismi.

dlkoon X kaikkien vaihtoehtojen x joukko. Sumea tavoite G joukossa
X on sumea joukko G, toisin sanocen tavoite G kertoo jokaiselle
vaihtoehdolle xeX sen hyvyysasteen taikka jdsenyysasteen halutun
“lopputulcksen kannalta. Klassisesti ajatellen lopputuloksena
tavoitellaan eri vaihtoehtojen Jdrjestysvektoria, nyt sama asia
halutaan ilmaista siis sumeana joukkona, jirjestystd kuvaa til118in
luonnollisesti sumean joukon jdsenyysfunktio, (Itse asiassa

-klassinen jdrjestysnumerointi voidaan tietysti esittddkin
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normeerauksen avulla jasenyysfunktiona.) Vasfﬁavasti madritelldin
sumea rajoitusten Jjoukko C X:ssi#. Nidinollen saadaan sek3
tavoitteet ettd rajoitukset sumeaksi joukoksi X:ssd, jolloin niiti
voidaan ké&sitelld samalla tavalla ja soveltaa niihin sumeiden
joukkojen teorian keinoja. PHHt®stid kuvataan nyt tavoitteiden ja
rajoitusten leikkauksena, Jjolloin tavoite ja rajoitus ovat
symmetrisessd asemassa.

Oletetaan, ettd on olemassa rajallinen miiri vaihtoehtoja,

nimittdin vaihtoehdot RN IRERYS S Olkoot G1'Gz""’Gm m eri
tavoitetta ja £, ,fG ,...,fG niiden wvastaavat jisenyysfunktiot,
1 2 m
sekd C1’Cz""’cp p eri rajoitusta ja fC ,fc ,...,fc niiden
1 2 P

Jdsenyysfunktiot. PHHt8s on yhden tai useamman vaihtoehdon xeX
valinta n:n vaihtoehdon joukosta siten, ettid rajoitukset Jja
tavoitteet on otettu huomioon mahdollisimman hyvin. N&inollen
rajoitukset ja tavoitteet yhdistetdin pHitdksen saavuttamiseksi,
joten luonnollisen  tuntuinen 'esitys pdatdkselle D olisi
leikkausjoukko

: P
5 G, ) n(,nC ) .
Td118in pddtdsen D identifioiva jisenyysfunktio olisi siis

£, =min [ £_ (X)yeeef (), £, (X),een, £ (%) ]
1 m P

P 1
Tdllaisen jdsenyysfunktion luonnollinen tulkinta on lihinni , ettd
se kertoo missi mﬁarin_véhintéén vaihtoehto x toteuttaa annetut
tavoitteet ja on annettujen rajoitusten puitteissa. Kuten edelld
kdsitellyssd esimerkissi, voidaan myos tdmantyyppisissd
tulkinnoissa k3ytt#4 hyvdksi jdsenyysfunktioiden konsentraatiota
ja dilataatiota, Jjoiden avulla toisten tavoitteiden taikka

rajoitusten merkitystd voidaan lieventdid ja toisten kasvattaa.
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Olkoon K kaikkien niiden vaihtoehtojen joukko, joissa fD saavuttaa
maksimiarvonsa, eli K = sup fD.Téssé tapauksessa joukkoa K
kutsutaan optimaaliseksi joukoksi, ja kaikki vaihtoehdot, jotka
kuuluvat joukkoon K ovat optimaalisia vaihtoehtoja,
Pddtdksentekijd yksinkertaisesti valitsee parhaah vaihtoehdon, eli
vaihtoehdon, jonka kuulumisenaste D:ss& on suurin.
Pddtdksentekoprosessi on oleellisilta osin maksimointiteoriaa,
samalla tavalla kuin on laita optimointiteoriassa ja
peliteoriassa. Jokaiselle vaihtoehdolle lasketaan pienin
mahdollinen jdsenyysaste. Sen jdlkeen  kaikkien tdllaisten

vaihtoehtojen maksimiaste D:ssi valitaan.

5.2.,2 Sumean luvun kisite
Sumea luku 6n sumea joukko, jonka korkeimmat jdsenyysasteet ovat
klusteroituneet annetun reaaliluvun X, ympdrille. Tdmd reaaliluku
on tdlldin sumean joukon Apulauseessa 2.1 mddritelty
tihentymispiste, Sumea luku on siis sumea joukko, jonka
jdsenyysfunktio on minkd muotoinen tahansa, edellytt#den ettid on
aidosti kasvava jollain lukuvélilld ennen 1lukua x, Ja aidosti
vdhenevd jellain lukuv&lill&, kun x > L sekd kasvava nditi
vélejd8 pienemmilld Jja  vihenevi suuremmilla arvoilla ja
ﬁahdollisesti vakio tihentymispisteen ympdrilld. Sumea luku
voidaan arvoltaan nimetd vakio-osan keskipisteeksi.Voitaisiin
esimerkiksi ajatella, etti jdsenyysfunktio olisi jakautunut
tihentymispisteensd ympirille normaalijakautuman mukaisesti. (On
kuitenkin oltava sotkematta t#t4 funktiota tiheysfunktioon.)
Yleisesti voidaan siis midritelld sumea luku sellaiseksi sumeaksi

joukoksi reaaliavaruudessa, etti sen Jjdsenyysfunktio f;toteuttaa
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seuraavat vaatimukset:

(» £ on jatkuva kuvaus R - [0,1].

@ £ (x) kasvava, kun x € ( -o ,aJ

(3 £ on aidosti kasvava vdlilld [ a_,a_ ]
n 1 2

() £ (x) = vakio vx e [ a_,a, ]

(s> £ on aidosti vihenevd vdlilld [ a_,a, ]

(6) £ (x) on vdhenevd, kun x € [ a,, o),

missd -o = a, = a, = a, = as o |, Ndhdddn, ettd mik&li
a= a= a= a, sekd f;(az) = 1, on kyseessd tavallinen
reaaliluku.

Seuraavassa cletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd

jdsenyysfunktio on kummallakin puclella t#dt# reaalilukua enint#d#n
lineaarinen.Jatkossa esitettdvidt mddritelmiit lihtevit siitd, ettd
sumea luku on seuraavan, paljon edellistd rajoitetumman
mddrittelyn mukainen. Mddritellid3dn sumea luku A siten, ettd sen
jdsenyysfunktio n = n(al,az,aa,a‘) toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) n on jatkuva kuvaus R -» [ 0,1 ].

@2 n(x) =0 VX e ( - ,aJ

) n on aidosti kasvava vdlilld [ a ,a, ]

4) n(x) = 1vx e [ a,a, ]

() n on aidosti vdhenevd vdlilli [ a_,a, ]

(6) n(x) =0 vxe [ a,, ) ,

missd a =a, sa sa, . Merkitddn funktion n kasvavaa osaa (3)
nl ja vdhenevdd osaa (5) n2. Vastaavasti, mikdli funktiota on
merkitty aiemmin kdytetylld tavalla f;' merkitddn sen nditd osia
analogisesti-fAlja fAz. Sumeaa lukua sanotaan positiiviseKksi,
mik&li a >0 ja negatiiviseksi, mik&1li a, <O0. Mddritellddn vield
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reaaliakselilla sumeat summa- ja tulo-operaatiot o ja o. Olkoot a
ja b sumeita 1lukuja ja ¢ = aeb. Sumea luku ¢ nEdriytyy
jésenyysfunktionsa perusteella seuraavasti:

f.(z) = m§§y=gin [ £ (%), £(Y) ], %x,v,zeR.
Vastaavasti mddritellidsn sumea tulo o ja sumea luku d = aob:

£4(2) = m§¥=zmin.[ £.(x), £,(y) ] . x,y,2eR .
Mik&1i sumeassa summauksessa toinen luvuista on terdvd 1luku ja
vain toinen on sumea, antaa tdllainen Sumea summausoperaatio
summalle samanmuotoisen j&senyysfunktion, mutta se on siirtynyt
terdvdn luvun osoittaman arvon verran reaaliakselilla sumean luvun
jdsenyysfunktion alkuperiisestd kohdasta. Vastaavasti voidaan
sanoa tapahtuvan tulo-operaatiossa, kun toinen tekijéistd on
terdvd.Kahden ter#&vidn luvun kyseessi ollessa molemmat operaatiot
tuottavat saman tuloksen kuin tavallinen summa ja tulo. ILuvun
kddnteisluvulle e voida an myds midritelld formaalisesti
edelld esitetylld tavalla jidsenyysfunktio:

f.(z) =m X_ min [ £.(1), £, (x) ], x,zeR.

3
Kdytidnndssd tédssidkin, koska 1 on terivi luku, saadaan erddnlainen
siirretty Jjdsenyysfunktio. Terivi 1luku 0 on summausoperaation
nolla-alkio, ja terdvd luku l'tulo-operaation ykkosalkio.
Todettakoon, ettd myds vastaluku voidaan médritelld: vastaluvulla
on jdsenyysfunktio, joka on peilikuva neutraalialkion suhteen.
Namad summa- ja tulo-operaatiot ovat assosiatiivisia ja
. kommutatiivisia, ja tulo on distributiivinen summan suhteen. Tulon
n:s potenssi voidaan mddritellddn luonnollisella tavalla:

A’ =1 (terdvd luku 1)

n

A" = a0 A", n=1,2,....

Esitetddn seuraavassa kappaleessa sumeiden joukkojen teorian ja
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erityisesti sumean luvun kdyttdmahdollisuuksia esimerkin valossa.

5.2.3. Hinnoitteluratkajsu

Lasketaan nettokertamaksu 10 vuoden padomavakuutukselle eldmisen
varalta 55-vuotiaalle, kun p = soPss= 087 . Korko i on sumea ja
sen oletetaan olevan suunnilleen 6 %. T&td sumeaa lukua kuvaa

seuraava Jjésenyysfunktio:
y

o, X < 1,03
£,,(x) =50 x - 51,5, 1,03 <x = 1,05
£(x) ={1, 1,05 < x = 1,07 .
flz(x) =54,5-50x, 1,07 < x =1,09
L o, 1,09 < x
Merkit#dn gj(y) = x, kun fj(x) = y, eli siis g, on f]l. Edelld

olevilla merkinndilld on

g,,(y) =1,03 +0,02y
sekd

g,,(y) =1,09 - 0,02y .
Pddoman, jonka sumea arvoe on S n:n vuoden p&d#std, nykyarvo
PV(S,n) voidaan esittdd lausekkeena

PV(S,n) = S o (lei)™" .
Tdllainen nykyarvon mddritys vastaa normaalia eksaktia
nykyarvolauseketta, nyt vain operaatiot ovat edelld mddriteltyjd
sumeita operaatioita. Huomattakoon tosin, ettd toisaalta yleensd
PV(S,n)e(lei)” ei ole S . Koska esimerkissd sek# vakuutussumma
ettd kuolleisuus on tavallisia lukuija, on kertamaksun A sumea arvo
laskettavissa lausekkeesta

| A = 1000 - 0,87 - (lei)™,

jolloin A:n ja@senyysfunktioksi saadaan lauseke
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(0 , X s 367,50
f*l(x) tat gAI(y) ¢+ 367,50 < x s 442,26
fA(x) = {1 , 442,26 < x = 534,10,
fAz(x) tat gAz(y) r 534,10 < x = 647,36
o, 647,36 < x
missd
g9,,(¥Y) = 870 (1,09 - 0,02y)™%°
.ja
-10
9,,(¥) = 870 (1,03 + 0,02y)™"° , (0sy=1) .
Oletetaan seuraavaksi, etti p = 10Pss O myds sumea, ja ettd sen

. jd@senyysfunktio on

o, X =0,77
fp(x) = 10 x - 7,7 , 0,77 < x = 0,87 ,

9,7 - 10 x , 0,87 < X = 0,97

o, 0,97 < X

sekd kddnteisfunktiot gpl(y) = 0,77+0,01y ja gpz(y) = 0,97-0,01y .

Nyt saadaan kertamaksulle A jisenyysfunktio seuraavanlaiséen

muotoon:
_ _ (0 , X = 325,26
fll(x) tat gAl(y) ¢+ 325,26 < X = 442,26
fA(x) =<1 , 442,26 < x =< 534,10,
fAz(x) tal gAz(y) r 534,10 < x = 721,77
0, 721,77 < %

missé nyt
9,y (¥) = 1000 - g (y) ( 1+ 9,y,3-5¥) ), 3=1,2, en

1000(0,77 + 0,1y) (1,09 - 0,02y) " '° ja

g,,(¥)

g,,(¥) = 1000(0,77 + 0,1y) (1,09 - 0,02y) 1° .

A2

Voidaan myds sumentaa kausien lukumiiri n.
Tdmdntapaisella "sumentamisella"® voidaan ehkd ajatella

saavutettavaksi sellainen hysty, ettd ei tarvitse keksid tarkkaa

oletusta esimerkiksi kuvitellulle tulevalle korkokannalle, vaan
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voidaan l&hted luontevan tuntuisesta ajatuksesta, ettd "korko
1ieﬁee suunnilleen  t&dllaista suuruusluokkaa" ja  pddstdén
lopputulokseen "nettokertamaksu lienee puolestaan tHllaista
suuruusluokkaa". Teoria on tuntuvasti yksinkertaisempi kuin jos
ldhtisimme pohtimaan eri mahdollisten korkovaihtoehtojen
todenndkdisyyksid tai periti koron todenndkéisyysjakautumaa taikka
tiheysfunktiota. Toisaalta todenn&kéisyyslaskennan teoria antaa
vahvat keinot tdmén tapaisten ongelmien kidsittelyyn. Kappaleen 5.1
tapaisiin ongelmiin sumeiden joukkojen teoria tuntuisi soveltuvan
huomattavasti luontevammin kuin t&min esimerkin ongelmiin. Tam3
johtunee siiti, ettd ensimmdisen ongelman perusluonne on
tyypillisesti epdmddrdisen Jjoukkoon sopimisen tai hyvyyden
késitteen formalisointia, kun taas t#ssi toisessa ongelmassa
ollaan selkeﬁsti alueella, Johon todenndk&isyyslaskenta tai
tavallisilla luvuilla laskeminen antaa vahvoja ratkaisuja. Lisidksi
voidaan ehkd kysyd, mitd arvoa on ‘“sumealla" tuloksella
tdllaisissa tapauksissa: jos haluaa tietdi nettonykyarvon ja saa
tietdd jédsenyysfunktion, ei vastauksessa ole merkitystd muuta kuin
kyseessd olevan sumean luvun nimelld, sen edellid kuvatulla
tihentymispisteelld taikka optimaalisella joukolla - jé tdl116in
olemme palanneet ldhelle perinteistd kdsittelytapaa ja

todenndkdéisyyslaskentaa.

5.3. Yhteenveto
Edelld olevista esimerkeistd nédemme, ettd sumeiden joukkojen
teorian hyvdksikdyttd antaa mahdolliisuuden suurempaan
joustavuuteen pddtdksenteossa ja erityisesti sen avulla voidaan

pddstd luokittelun rajoista. N&dinollen voidaan toivoa, ettéd
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lopputulos on tasapuolisempi ja oikeudenmukaisempi kuin
kdyttémélld porrastuksia taikka jyrkkid rajoituksia perinteiden
mukaisesti. Mikdli kdytettdvdt Jisenyysfunktiot muovattaisiin
simuloimaan todellisuutta mahdollisimman tarkasti, lienee
toimivaan ja tehokkaaseenkin malliin mahdollista pddstd sumeiden
joukkojen teorian avulla. Toisaalta on muistettava, ettd eris
kantava ajatus t#dssd teoriassa on pitdytyminen mahdollisimman
vksinkertaisissa ja helposti konkretisoitavissa funktioissa. Ndin
halutaan viimeiseen asti varjella teorian helppokdyttéisyyttd, Ja
pyritdin vadlttymdan siltd todenndkdisyyslaskennan teorian
ongelmalta, ettd useat ratkaisut ndyttivit jddvdn suljettuun
muotoon, ja ndinollen ratkaisun "tunteminen" ei ole kdytidnndssi
aina hyddyllisti.

Kidsitellyisti esimerkeisti ensimmdinen, toivottavan
vakuutuksenottajan ongelma, n#yttdisi antavan yksinkertaisia
jdsenyysfunktioita k#ytt#m#lld melko tehokkaan avun annettuun
lijan jyrkdn rajauksen ongelmaan. Etuna lieneekin juuri se, etti
kdytetty matemaattinen teoria on varsin yksinkertaista, ja silti
ollaan saavutettu kdyttdkelpoinen apuvaline hakijoiden
arvioimiseksi, Jja sen avulla p#ist&sn tasapuolisempaan ja
oikeudenmukaiempaan k#sittelyyn. Toinen esimerkki ei puclestaan
vakuuttane kdyttdkelpoisuudellaan. Timi johtuu 1ihinni siitd, ettd
sen antama vastaus selvddn kysymykseen on epimiirdinen ja
sellaisenaan vailla arvoa: Thminen tarvinnee kuitenkin
arvioinnissaan tarkkoja numercarvoja. Kuten edellisen kappaleen
lopussa todettiin, todenndkdisyyslaskennan ja finanssimatematiikan
vahva perusteoria tuntuisi antavan riittdvin ja hyvidn mallin

tédllaisten tehtdvien ratkaisemiseksi. Sumeiden joukkojen teorian
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