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Tarkastellaan integraalia

- gzn - g :“.‘:”' e T - g\ '”": s
f =4 d(_sz‘)z f — & ZP)(, --b } [ 5.?}& “i o
W% i W~ R e %

RISED {g}

Te w,fu?\?;z.,_ - B, i -

OCdotusarvo E 3 voidaan sievent#i muctoon:

(1.2) FS= &)

Satunnaismuuttujan S varianssi lasketaan kaavasta

9, ) 2,
D S=r5 -(£5) .
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Satunnaismuuttujan S nelid on:

Td116in on nelidn §2 odotusarvo:

Es*""-—j §¥(2) dF(2)
0

SaStw-ny P
et if A(-=Pe)+
Sﬂ* n
-SZwa)DQ
/(2 —
Jg.ZJ ge xQCS{‘("“'“'PV
wi— X

= WX P % +

.(ggbw—x)
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£ oy
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(1.4)

(1.5)

Esimerkkels
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) eaq?.g Coe-x) ~ o = 5 (w=x] (%)
T S WX PR T "g" Wi TR
, PRRACHSS o (25}
= ek P T § w-w1%%

52

ft
?

mgi i
}

g V- LS ?‘"Uwf A
Cdotusarvon ES nelid on
3
b O} \*
s)( nit)
joten varianssi
e fzomf @) D
N ‘g.“""_—_"“wdﬂg‘x wex|Fx TG el R
Jatkossa kEytetfidn merkint&ji:
- * (x-ik#inen henkild 1)
S = S,
ES = S,
)
=
s = b,

. ™ . .
Valitaan korkoutuvuus ¢ siten, ettd

£

0.04879016

lIn 1.05
jolloin
N
2}) 2 1nl.05

TZ11&in ovat vastaavat 100i:t 5 % ja 10.25 %
ja nditid vastaavat lykityt yksikkdelikkeiden
pidoma-arvot, varianssit ja hajonnat ilmenevit
seuraavalla sivulla olevasta taulukosta 2.1:

A}

In 1.1025.

(1]
H
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TAULUKKO 1.1
(23) (4) Z
HE k] Cx i x =5, 6, &y
20 0.0663 0.8185 0.3465 .5886
o5 0.1083 1.0469 0.560% LTHBE
30 0.1770 1.3407 0.9103 L9541
35 0.2899 1.7206 | 1.4752 L2146
4o 0.4764 2.2156 ; 2.3825 L5435
45 0.7872 >.8684 | 3.8186 L9541
50 1.3120 3.7461 g 6.0502 L4597
55 2.2180 4.9613 g 9.3189 0527
60 3.8338 6.7201 g 13.5232 L6T7Th
65 6.8734 9.4375 § 16.0409 0051
2
Elskeikd W = 65 vuotta
Korkoutuvuus 6 = In 1.05 = 0.04379016
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I1.2 IkdEryhmin vastainen vanhuuselikevastuu satunnaismuuttujana

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Olkoon elikekassaan kuuluvien x-ik#Histen henki
l6iden JukumiZri n, Ja ikdrynhmdin x kuuluvan
henkiltn i :

rahastoitu eldke = E_ ..
x,i

MerkitiZin koko ikiryhmin rahastoitujen elikkeiden
summaa szllé:

>

= B

E’x =1 TR A
. . X sy -

Olkoon satunnaismuuttuja Sy ik8ryhmidn x kuuluvan

henkildn yksikdn suuruista i¥std w alkavaa vanhuus-

elikettd wastaava pEioma-arvo (= edellisen luvun

satunnaismuuttuja S)., T#118in on ikdryhmiin x

kuuluvien kassan jisenten vastailster vanhuusellikkel-

den pdidoma-arvojen summa satunnaismuuttuja ja

Yo Exn

P

Tarkastellaan n#in mi&ritellyn saturnaismuuttujan
odotusarvoa, varianssia ja konfidenssivileji.

Odotusarve (merkintdjen 2.3 nojalla)

A oty ) ootz
Ei =E(J.,Z=l15 _.i_,»\ L-)R,.;JS = {‘

n
w2k

. . X X s .
Koska satunnaismuuttujat §i » 9% ovat toisistaa

riippumattomia kun i#j, on satﬁﬁnaismuuttujan S
varianssi

ny . My y
p* 3% *prLr=2t 30 E R

A
Armd X M I A A= P

Odotusarvon lausekkeesta on nihtivissi, ettd
odetusarve riippuun vain ik#Ervhmin x rahastoitujen
elikkeiden summasta, varianssi sen sijaan riippuu
kunkin yksittéisisti rahastoidulsta elikkeisti.
Kuten tunnettua saavuttaa nelidsumma

Y

= Zj

L=
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pienimmin arvonsa ehdolla
4 l———-7
Z £, =L, (= vakio)
=

silloin, kun

| S—
EZL.::?14 jokaisella 1 = 1,2,...,n.
ja _
1 2 75-”\1
;“* P
min___.qz,g M__.yq-__g_‘b:x.,_?.
L=/ % Tt
Valitsemalla
ZA.::E;‘{,/L is1,...,n0,
todetaan, etti
. 2 Z 7 e
2, ég,q Lo Ay Ty
(2.5) D S X ,y < = l
j /’L %Qy

kun ST - —
%ﬂ é’i{fﬂ’x e

Satunnaismuuttujan S* varianssi saavuttaa
minimiarvonsa ehdolla

rix

ZEA £5k§~é- e f:/k (= vakio),

L=

kun kaikkien x-ik#isten henkildiden
rahastoidut elékkeet ovat yhtid suuret:

X,lezi%;% kun 1 = Ly@ivaa,ny.

Jja kyseinen varianssi

A )

4 _Ox Ex
(2.6 D S =S

Ty
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Todennidkdisyyslaskennan keskeisen raja-arvo-
vdittimin perusteella on satunnalsmuuttuja 3
asymptoottisesti normaalinen parametrein

(es¥, p°gX).

Edellémainitu§ perusteella saadaan satunnais-
muuttujalle $§° konfidenssivili

-,

PO §
P :}”" - :"_J‘ < C:é...é“ Lowe T [ e 9:
- D S¥ T
|-, Kun '
RN ag otetaan normaalijakautuman; jonka

parametrit (0,1), taulukosta saadaan
konfidenssividliksi:

li? Py X X & ~ ,X
: £5a, DS< S < 5™ 5. D5

s
s o

Sijoitetaan tihin yhtdldiden (2.1) ja (2.4)
cdotusarvet ja hajonnat saadaan

[ ——

I o
(2.7) /P Z = s
D £5-ad R EL S BT b ZE
T

Jos ikdryhmissi x kalkki rahastoidut elikkeet
ovat keskenddn yhtid suuret on:

(2.8) = & _ @by By KX = TeGxby
ﬁ){ SX . S P, .ﬂ——»/‘n‘, .,:}Hé, ?} \j b.,,w.“ oy

-mﬁ-? a e

| Epdyht8ldn (2.5) perusteella aina tiedetiiin etti
(2.8) mukainen konfidenssivili on Flkapeampi” kuin
(2.7) mukainen konfidenssivili.
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Esimerrk it

Korkoutuvuudella¢5 = 1ln 1.05 on laskuperustemalli
-1662 mukaiset merkitsevyystasoca 1 -& = 0.95
vastaavat konfidenssividlit nihtdvissid oheisista
taulukoista. Rahastoidut elidkkeet kussakin
ikdrynmissd keskendin yhtisuuret; E_/n_=1000/v

: x x
kummassakin taulukossa.

TAULUZKZE KD?O 3.1

—n, = 10 henked kaikissa iklryhmissd
{Eleo.OOO mk )

X EgX D§F Konfidenssivali
(3.2) (3.4) kaava (3.6)
20 8 185 1 861 L 537 = 11 83%
25 10 469 2 367 5 830 ~ 15 108
30 1% 407 3 017 7 494 - 19 %20
35 17 206 3 8Ll 9 678 ~ 2k 732 |
) 22 156 4 881 12 589 <= 31 723
45 28 684 6 180 16 571 = ho 797
50 37 461 7 778 22 216 -~ 52 706
55 49 6173 9 65k 30 691 -~ 68 535
60 67 201 | 11 630 by hoe -~ 89 596
65. 94 375 12 666 €9 550 -~ 119 200

TAULUEKKDO 3.2

-n o= 100 henked kaikissa ikiryhmissi
(ExrlO0.000 mk )

X E§F ps® Konfidenssivili §
20 81 850 5 886 70 31% -~ 93 387
25 104 690 7 486 90 017 = 119 363
30 134 070 9 541 1115 370 -~ 152 770
35 172 060 | 12 146 | 148 254 =~ 195 866
Lo 221 560 15 435 191 307 -~ 251 813
b5 286 840 | 19 541 | 248 540 ~ 325 140
50 374 610 | 24 597 | 326 oo = 422 820
55 496 130 30 527 | 436 297 + 555 967
60 672 610 | 36 774 | 599 933 =~ 74k 087
65 943 750 | 40 051 | 865 250 <~ 1022 250







I1I.3 Koko kassan

(3.1)

{3.2)

(3.3)

(3.4)

36

vastainer, vanhuuselikevastuu satunnaismuuttuiana

Siirrytiin timin jilkeen tarkastelemaan
koko kassan osalta odotusarvoa, hajontaa
ja konfidenssivdliid,

Mddritellddn satunnaismuuttuja S:

< X <t = 4
5 = = / T . C.: "
— = ii f'a 4%5 LZY,AJ oty

Kyseisen satunnaismuuttujan odotusarvo

. : -~ X .
Fs=> ES == E,S
- X X X

Satunnaismuuttujien §§, §§ (kun joko x # y

tai i # j) riippumattomuuden perusteella on

varianssi:
4 o <
- e L i s et
D2 _._% ey b-,k’;ff, e X ; 5

Epdyht#ldn (2,5) perusteella on voimassa
epdyhtils

™

<

D?JC; = "Qf:,“ é/‘(’ E}{‘

ja varianssi saavuttaa minimiarvonsa, kun

Jokaisessa 1kfryhmissd x ovat ko. ikidryhmin

sisd1ld rahastoidut elédkkeet yhtisuuria.

(Ik&ryhmien x ja 'y, kun x # y, henkildiden

rahastoidut elikkeet voivat kylld olla
erisuuria)
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Koska myds satunnaismuuttuja £ on keskeisen
raja-arvovdittimin mukaan asympEoottisesti

normaalinen parametrein (E3, DS saadaan

satunnaismuuttujan § konfidenssividii

lausekkeests
[ * )
S-ED ~ 7 - &
i ’ et ﬁ_{_..-j._.f::::w < e l} el /; o
b= %
Jja }

Jos ik#ryhmien sis&dllid rahastoidut elikkeet
ovat kesken#in yhtidsuuria saa konfidenssividli
muodon:

/ 2 S ———

A

[

X by

Lausekkeen (3.6) konfidenssivili on aina "suppeampi”
kuin (3.5) méirittelemi konfidenssivili.

Esimerk ki

Seuraavalla sivulla olevaan taulukkoon 3.1 on
laskettu sellaisen elikekassan, Jjossa vain 30, 35,
40, 45, 50, 55, 60 ja 65 vuotiaita henkildici,
vastaisten vanhuuselfkkeiden pi#oma-arvo, sen
hajonta ja merkitsevyystasoa 1 - & = 0,95 vastaavat
konfidenssivdlit. Konfidenssivilit ovat (2.8):n Ja
(3.6):n mukaiset "kapeammat" konfidenssivilit.
Taulukkoon on merkitty kussakin ikiirvhmiss# henki-
18iden lukumiidri (ny), ik#ryhmin piloma-arvo hajon-
toincen ja konfidenssivileineen. Korkoutuvuutena
on & =1n 1.05 ja kuolleisuuksina laskuperustemalli
~1962 kuolleisuudet. FEldkelkid w = €5v., (Seurasvan
sivun taulukon ikdryhmd 65 tulee kiAsittii ryhmiksi,

Joka l&hiaikana tHyttdi 65 vuotta ja siirtyy ellkkeel-

le).
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I1I1.2 Uudet jéasenet

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Kun rajoituksesta (a) on edellikuvatulla taval-
la luovuttu, siirrytasn tarkastelemaan rajoi-
tusta (b). _

Tarkastellaan tilannetta per 31.12.v_+1. O0i-
koon ikaryhmaan I {joiden syntymavuogi vi{s )}
vuonna vt+1 palvelukseen tulleiden yhteenlas-

kettu tavoite-elike
T
Y31
Niistd johtuva rahastoitu eli ansaittu eléke

(ocletetaan, etta kaikki ovat tulleet kassan
jaseneksi l.lyt+1) on

E (vt+1)

1
(vt+1) = — E
v(s)+w--vt

P
1y

R
Eu (vt+1)n

1

Tkaryhman I (uudet jasenet mukaanluettuna)
tarkkaan laskettu rahastoitu elike

R R R
B (vt+l) = Ev(vt+l) +Eu (vt+l).

1

Jos uusien (joulukuun) palkkasumma on 100h4 A
vanhojen palkkasummasta vuonna vt+1, on

T T —_— ‘ T
E (vt+1) £ h, x Ev(vt+l) = hl(l+kl)Ev(

V. )
u1 1l +

Kyseinen epsdyhtalsd seuraa siitd, etta mita
korkeammassa l&sssd kassan jJjasenyys alkaa sita
pienemmiksi favoite elikkeen osuus J&E3 Kassan
sgantdjen mukaisesta taydestsa eliaklkeesta,
Bdellisesta epdyntaldstd seursa

; - (1+ky B (v, )
B (v, +1) 2 h, {14k, JE_ (v
Uyt v(s)+w-—vt 1 SR
Osoitetaan, etta
1 Vo+l=v{j,v,.)
. % Ja ¥y o

v(s)+w-vt - V(S)+W*V(3,Vt)
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missd v(j,v,) on luvun I.l kaavan (1.8) iké-

ryhm8d I koskeva keskim#srsainen jaceneksitulo-
ikd, joten vy> v(j,v, ).

Merkitaan vt-v(j,vt) = a>0. T&lldin

vt+l~v(j,vt) ) l+a - 1

v(s)+w-v(j,vt) V(s )+w-v, +a V(S +w-v

t t

aina kun v(s)+w-v_> 1,

T
Sijoittamalla tulos epiyhtdlsocn (2.4) gaadaan
vt+1-v(j,vt)

R

B
Uy

v, +1l) <

T
" hl(1+kl)Ev(v

Ve
v(s)+w-v(j,vt) 6

mistd luvun I.1 epayhtalén {(1.8) perusteells
seuraa (k=1)

R

R
(2.5) Eul(vt+l):‘.‘.. hIEv

vt+k)

Ylldolevan epdyhtélcn ja yhtéldn.(g.E) parus-
teella piatee:

R = i R
{2.6) Evat+1)— E (vt+l)£ (l+hl)Ev(v +1)

t

Jos v +1-v{s) = x on ikdryhmin I vanhuuselike~

vastuun odotusarvo (luvun II.2 merkints8id kdyte
tdaen)

_ R -
~ -
{(2.7) E (vt-t-l)Sx
Jos ikéryhman. henkildiden (uudet mukaanluettuna)
lukumdara on n, on luvun II konfidenssivdli (2.8).
R 2 owlie o
aang (vt+1) a . ¢ = (vtﬂl)

fad = £
E (v, _+1)S +
? t X JB#

\EN x

(2.8) BV (v +1)5 -



s
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(2!9)

(2.10)

Osamédars
R
aESXE (Vt+1)
V Dy a,{K
100 = 100 MQ \[____\
ER(vt+l)§X Sy x

ilmoittaa prosentteina virheen, joks rahagtoi-
dun elakkeen ennusteessa voi clla, jotta ennuste
vield sisaltyisi ko, konfidenssivdliin.
Médritellasdn ikaryhmsan I rahastoidun elskkeen en-
nusteeksi

]

R (vt+1} = (l+§h1)E§(vt+l)

B

Epayhtaloén (2.6) perusteella ko. ennuste poikkeaa
korkeintaan 50k, %:ia tarkasti lasketusta rahas-

toidusta elikkeestd, Ndin médritelty ennuste on
konfidenssivalin (2.8) sisallsa, jos

100B, % — = (ehto: 50h;€ 100 T )
Bt A 'S g Py

Jos h.l tayttda yllamainitun ehdon, ernuste (2.9)

siséltyy luvun II.2 konfidenssivdaliin (2.7}, joka
on ikaryhmén I vanhuuselskevastuun kcenfidenssivali,

Seuraavan sivun esimerkeissda on laskettu ko. sh~
toepayhtilon oikean puclen arvoja,
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Esimerkit

Korkoutuwvuudella % = 1ln 1.05 on laskupsrustemal-
1li~1962 mukaiset merkitsevyystasoa l-¢ = 0,95
vastaavat epayhtaldn (2.10) oikean puolen arvos
laskettu oheiseen taulukkoon ikdryhmittiain

(ks. luvun II.l taulukko 1.1).

TAULUXKDO

20026

= .

T SX\{EX

n,=10; x=20,...,65 | 0,=100; %=20,..,,65 |

20 89.1 % 28.2 %
25 88.6 % 28.0 %
30 88.2 % 27.9 %
35 87,5 % 27.7 %
40 86.4 % : 27.3 %
45 eu .4 % 26.7 %
50 81.4 % 25.7 %
55 76,3 % 24,1 %
60 67.8 % 21.5% %
65 52,6 % 16.6 %

8,=1.96; 200a.=392; (10=3,16227
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SiirrytaEn tamédn jalkeen tarkastelemaan tilan-
netta koko kassan vastalisen vanhuuselikeen sub-
teen,

Jos edella johdettu ehtoepdyntals (2,10) on
voimassa, sisdltyy ilkdryhman I vestalsen van-
huuselskevastuun kaavan (2.9) mukainsn ennus-
te kyseisen ikdaryhman vanhuuseliakeveastuun kon-
fidenssivdliin., Vaikke kaikkien ikidryvhmien
ennusteet sisdltyisivat aoc. konfidenssivaliin
el vield tiedetd sisdltyykd ennusteiden summa
koko kassan wvanhuuseliakevastuun konfidenssivia-
liin,

Jakson II konfidenssivialille (3.5) johdettiin

"suppeampi" konfidenssivali (3.6). Johdetaan
] - aluksi konfidenssivdlid (3%.8) vielskin suppe-
ampil konfidenssivali, Etsitaén lausekkeen

. 2 .2
o éx Ex

i | —-E§Z-

L 3
minimiarve ehdolla

Z{EX = E.
¥,

Merkitadn

O
M

-y . Jolloin etsitasan lausekkeen

P

12424
L

minimid enhdeolla

.Zzi = 2,

L

Joka saadaan, kun ratkaistaan yht#lSiryhmi

r Ealzl-’}\ = 0

4
Eanzn—’}\ = 0
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. :2 2
min 2, &;7;
L
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(2,11)

(2.12)

(2.13)

u?

Tal10in
2.2
dex E2 E2 éaEg
n = > 1 =
n 1 n - n
+ x X =2 >n
X ' Zéxg 6 gx

missad 82 = min t:)rz
¥ 3

Luvan II (3.6) mukaisista konfidenssivié-
leista "suppein" on viali

e

Epiyhtalon (2.11) perusteella tiedetfaan,
ettd jos koko kassan vastaisen vanhuuselike
keen vastuun ennuste on vialissi

ES+a PRSI S

dSE {2 B,
———— ES+a
VR FT VR

ES-a

sisdltyy ko. ennuste t&allédin myds wvaliian (2.12). ,
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Tgimerkki Valitaan esimerkiksi luvun IT taulukon
5.1 mlskekassa,

i

2 108 000

=

Jo =4y956 = 30.92

= 1,96
a€ 9

8

241.68+142.35462,96+39,88+18,18+6.444%,70+0,37=514.96

n x -y
ZE:.7§ - /514,96 = 22,9
X

g

nﬁn@x:é = 0.,954]

30

X

Kaavan {2.,12) mukainen vili on

(9 522 770, 9 886 794)

ja kaavan (2.13) mukainen vali on

(9 577 290, ¢ 832 270},

Syt

et

[—







{2.14}

(2.15)

{2.16)

(2.17)

(2.18)

kg

VMerkitdan ikaryhmsn I, johon ikaryhmisn kuuluvat
olkoot vuonna v,+l x-ikzisi#, kaavan (2.9) mu-

kaista rahastoidun elikkeen ennustet:a
R R;
Ex(vt+l) = kaavan (2.9) B (vt+l)

Talloin on koko kassan vastaisen vanhuuselikkeen
vakuutusmaksuvastuun ennuste

. R' ' _
szX (Vt-l-]L) S}{
N

Merkitasn ikarybmin I kaavan (2.7) mikaista van-
huuselsakevastuun odotusarvoa

o

B Ry
*

v+1)

v, +1) Sy = kaavan (2.7) E (v

t

Talloin koko kassan vastaisen vanbuuselikevastuun
cdotusarve on

R arm
BS =§;E:X(vt+1)s}c

Tarkastellaan vastaisen vanhuuselékevastuun
odotusarvon ja ennusteen erotuksen isseisarvoa
€iind erikcistapauksessa, ettd jokaisessa ikid-
ryhmdssd uusien palkkasumma én 100n, % vanhojen
palkkasummasta.

A= E:Ei(vt+l)§§”EiE§ (vt+l)§x
X
Tgslloin
= R R’
A = E:Sx Ex(vt+l)'Ex (vt+1)i

Epayhtdlon (2.6 perusteella tiedetiin etta
= R R’ “%—'L é
Z:leEx(vt+l)-Ex (vt+l)lﬁ 24SX2hl Ex(vt+l)

Yllaolevan ja epsyhtdlén (2.18) perustesells patees
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{2.20)

(2,2%)

50
Az 3h) p ER(v,+1)S,.

Ennuste (2.14) poikkeaa yhtalion
(2.16) mukaisesta odotusarvoste korkeintaan
50h, %eia,

Pyritasdn selvittdmadn sisaltyykd ennuste (2.14)
konfidenssivaleinin (2,12) tai (2.1%).

Suhde

ilmoittaa montako % ennusts voi korkeintaan
poiketa odotusarvosta, jotta se vield sisaliyie
el konfidenssivdliin (2.13), Johdetiaessa ika-
ryhmittaisille konfidenssividlille vestazavaa lau-
seketta rahastoidut elidkkeet (nimshin eivit ole
tiedossa) supistuivat, Yllsolevasta lausekkesg-
ta ne eivat sunistu. Johdetaan epiyhtdic ylls-
olevalle lausekkeelle, Yhtdlon (2.8) j& epayh-

talgn (2.6) perustesella

R <t R’ "
a_d EETE {(ve+l) ag 1~%h EiE {ve+l)
100 b vt > 100 shy ) ¢

EEi(vt**'l )gx\/E - l+ph1 Lj{ v%_!_l JH\
Jos epdyhtals

2008, § (1-3 1) S BR (v, +1)

(1+§h1);E:EX (ve+l) XJE“\

100h¥f

pédtee on ennuste konfidenssivalin (2.1%) si-
sdllda. Vastaava lauseke voitaisgi johtaa myos
konfidenssivalille (2,12).
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teenveto

Tdssd luvussa olevan esimerkin verusteella
lausskkeen (2.20) suhde on suuruusliuokkaa

127 491 {oheisessa ngvt+l)
100 = 1.3 % on korvattu
9 704 782 R: )
Exgvt):lla)

T&lloin on epsyhtzlon (2.21) oikea puoli 'suu-
ruusiveokkaa: pienempi kuin 2.6 % v,

Saman esimerkin perusteella kaavan (2,1%) mu-
kaisssta konfidenssivdlistd voidaan laskea vas-
taava suhde

9 704 782 - 9 522 770
100 = 1.9 %
9 704 782

Jos konfidenssivalista {2.13) lihtien johdetw
taisiin epayhtalén (2.21) vastaava lauseke, oli-
si sen oikea puoli "suurnusluokkaa: pienempi
kuin 3.8 % ",

Kun epéyht&ls (2.21) johdettiin tehtiin oletia-
mus, ettd kaikissa ikdryhmissd uusien palkkasum~
ma oli 100hy % vanhojen palkkasummasta,

Epdyhtaldn (2.21) asettama rajoitug saattas
edelldasanctun .perusteella ollea kKédytennossd suhe
teellisen "kova" rajoitus.

Lasketaan vield luvun II.3 esimerkissa clevasta
konfidensgivalistd suhde

9 704 782 - 8 979 518

100 = 7.5 %,
9 704 782

Koska {2.14) mukainen ennuste poikkeaa odotusar-
vosta korkeintaan 50h; %:1la, voisi 100hy % olla

ko, esimerkin valossa 1% % suauruusluokkaa.

Ikaryhmgkohtainen tarkastin (2.10) tuntuu mie-
lekkdaaltsd, kunhan vain ar valitaan tarpeecksi pie-
neksi, jotta koko kassan vanhuuselizkavastuun sn-
nuste (2,14) sisaltyvisi "riittavalls varmuudella'
sen odotusarvon konfidenssiviliin (luvun I1.3
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vdliin (3.6) tai (%3.5)) merkltsevyy itasolla £
Tdlldin ¢ jag :n keskindinen suhde tulisi szada
selville, dJoka tapauksessa ¢ jace’ ~tulee vali-
ta siten, etta 1“LL1“£ . dJos Josssgin ikdrvhmise-
sd ehto (2.10) ei olisi voimassa tulee ikaryhman
rahastoidut elakkeet laskea henkils hnnk¢}olta.

Kéaytannon vakuutusmatemaattisia laskelmia aja-
tellen tulisi tarkastimen olla (2.21)-tyyvrinen
vyksinkertaisuutensa vuoksi, Palkkojien nousun
erittely palkankorotuksiin ja uusien henkiloiden
palkkasummaan ja vield ik&ryhmittain ei kidytan~
noss#i ehksa ole mahdollista (ainakaan kaikissa
yrityksissa).









JOHDANTO

e

Oheisessa tutklelmassa tarkastellaan avustuskassa-
lain alalsen eldkekassan vastaisen #anhuuselikkeen
vakuutusmaksurahaston ennustamista.

Ensimm#isessi luvussa {(I.1) midriteililin ns.
rahastoidun ell ansaitun elikkeen ennusteet n:lle
viuodelle elikekassassa jossa rahastoitu elike
karttuu lineaarisesti palveluvuosien mukzan alkaen
nollasta (henkildn tullessa elikekassan jéseneksi)
Jja pHittyen tavoite-eldkkeen suuruiseksi (henkildn
saavuttaessa elZkeilfin).

Tolsessa luvussa (I.2) tarkastellaan hieman
ylelsempid rahastoidun elikkeen karttumissiEintdi,
Esimerkiksi on valittu Yhdyspankin el
rahastoidun elikkeen karttumissiintd.
Rahastoidun elikkeen ennusteista on luvussa 1.1
osoitettu, ettd ne antavat tiettyjen rajoitusten
litessa (sivu 4 rajoitukset (1.6)) rahastoiduille
elikkeille ikdAryhmittiin tdysin tarkat arvos.
Yhdyspankin elfkekassan rahastoidun elikkeen
ennusteesta on luvussa 1.2 osoitettu, etté se
yvhtyy tarkkaan laskettuun rahastoituun eliikkeeseen
vain tiettyjen lisHrajoitusten vallitessa (sivun

21 tulokset 1 - 3). Teoreettisesti ko. lislrajci-
tukset voidaan sivuuttaa siirtymilli sivuilla

21 - 2% (tulos 4) mifriteltyyn ennusteeseen. Kiy-
tinndssi ko. ennusteeseen tuskin kannattaa siirtyi
koska virhetermi (kaavat (2.13) ja {2.14) sivuilla
20 - 21) on sivujen 24 - 25 eplyhtiléiden ja sivulla
25 olevan esimerkin valossa erittiin pieni.

YE ]~

Koska rajoitukset (sivun 4 rajoitukset (1.6)), jolden
vallitessa edellidmainitut ennusteet yhtyvidt tarkkoi-
hin rahastoituinin eliikkeisiin ovat suhteellisen
"kovia" rajoituksia, on jaksossa IIT mifiritelty
jakson I ennusteiden avulla uudet ernnusteet, joita
laskettaessa. voidaan huomioida tyUsvhteesta poistu-
neet/poistuvat ja uudet tydntekijit.

Jaksossa III mi#riteltyjen ennusteiden "hyvyyden”
mittaamiseksi on jaksossa I1 tarkasteltu vastailsten
vanhuuselfkkeiden vastuuta satunnaismuuttujana.
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vanhuuselZkkeen vakuutusmaksurahastc), hajonta
Ja ndiden perusteella konfidenssivdiit, j
muodostavat Jjaksossa III k#ytetyn “mitan®.

Ty8ssi johdettuja ennusteita voidaar kiyttis

- arvioitaessa ("yrityksen sisH114") vuosit-
tain tilinpH8t&std varten koko kassan
vakuutusteknistid vastuuvelkaa

- arvioitaessa vakuutusteknisen vastuuvelan

' kehitystid (suuruusluokkaa) pidemmilld tHh-
tdimelld.

Edellimainittujen arvioiden tekemisessi eris
keskeisimpi# vailkeuksia avustuskassslain alaisessa
kassassa on juuri vastaisen vanhuuselikkeen ja
perhe-elikkeen rahastoidun eli ansaitun elilkkeen
karttuminen, koska se riippuu kassan toimintapiiriin
kuuluvien henkil&iden i3n lis#Zksi my8skin kunkin
henkildn kassassa Jj#senenfoloajasta (TEL:n
alaisessa elfkelaitoksessa tilanne ¢n tHssH suhteessa
huomattavasti yksinkertaisempi). Rahastoidun elikkeen
ennusteita johdettaessa on tdssid tydssi mifiritelty
ikfiryhmiikohtainen ns. "keskimlifiriinen JHseneksitulo-
vuosi". Kyseisen "jiseneksitulovuoden" ja palkan-
korotusprosentin/palkkasumman nousuri avulla voidaan
ikdryhmittdin laskea rahastoitujen elikkeicden
ennusteet.

Koska avustuskassalain alaisessa ellkekassassa
vakuutustekninen tutkimus on tehtivi kerran

viidessi vuodessa ja vidlivuosina tutkimus on
mahdollista korvata arviolla, (arvicintiperusteisiin
on saatava ministeri®n lupa)} voltanee ty#ssi johdet-
tuja tuloksia osittain kEyttHi hyviksi arviointi-~
perusteiden laatimisessa, jos kassassa ei Jjoka

vuosi haluta tehdi tarkkaa vakuutusteknisti
tutkimusta.






I ENNUSTEET RAJOITUSTEN VALLITESSA

'Johdanto

54 e

Tédssld jaksossa mi#ritelliiiin vastaisen vanhuus-
elikkeen ns. rahastoiduille eli ansaituilile
elikkellle ennusteet wvucsille

votl,ee., V_4n
¥ L

kun vuodelta v, on tehty vakuutustekninen

tutkimus, jolldin rahastoidut elikk2et tunnetaan

per 31.12.v_. Ennusteet mi#ritelliin siten, etth
henkild henﬁilélté sucritettavasta laskennasta
luovutaan ja siirrytidin "keskimisiriiisen jiseneksi-
tulovuoden" avulla ikdryhmiZkohtaiseen laskentaan,
Rahastoitujen el#kkeiden ennusteista saadaan vastai-
sten yksikkSelZkkeiden pdHoma-arvojien avulla vakuutus-
maksurahaston ennusteet.

Luvussa I.1l tarkastellaan sellaista eliikekassaa
Jjossa rahastoitu elike karttuu koko.ajan sama
sHinndn mukaisesti. Tiettyjen rajoitusten va
tessa (ks. (1.6)) ennusteista voidaan osoitia
ettd ne ovat tiysin tarkkeja.

n
113~
a

3

Luvussa II.) tarkastellaan hieman vleisempii

tapausta, jossa rahastoitu eldke on karttunut
"kaksivaiheisesti". Kyselst# tapausta tarkastellaan
esimerkin valossa. Esimerkiksi on wvalittu Yhdvspankin
elikekassan rahastoidun elikkeen karttumissiidntd.

Jaksossa III tarkastellaan tilannethta kun rajoituk-
sista (1.6) luovutaan.






I.1
Ennusteet rahastoiduista elikkeisti

Rahastoidun eldkkeen karttuminen

Tarkastellaan eliikekassaa, jossa vastaisten vanhuus-
eliikkeiden rahastoitu elike kasvaa lineaarisesti
palvelusvuosien mukaan:

(1.1)  Ei(v) = ’ (o, GENCw,)
' TR (syewev.(3) v it
i i
missH
W = elikeiks .
vi(s) = henkildn i syntymivuosi {desimaalimuodossa’ )
vi(j) = henkildn i jHseneksitulovuosi {(desimazli-~
muodossa)
Ve = tilivuosi
EiH(vt) = henkildn i rahastoitu elike per 31.12.vt
E?(vt) = henkilén i tavoite~elike per 31,12.vt

e w rer e e am d  f g e e i W e e b e s WAL el e T e s e e

Siirryt&in tarkastelemaan henkil8ryhmid I
I = i/i = 1,...4n.} , missi kaikki henkilst
ovat syntyneest samama vuonna vi(s) = v(s).

Lasketaan ikiryhmin I osalta rahastsidut ja tavoite-
el8kkeet yhteen ja otetaan k#yttdion merkinnit:

b

I
ek

R _ R _ .R
;' Ey(vy) = E(v) = E

s PpA

[ =]
ol

(1.2)

3

x 31.12.67 desimaalimuodossa = 67.0






(1.3)

(1.4)

(1.5)

Miiritellsdn ikiryhmin I vuconna v, laskettu keskimii-
riinen jiseneksitulovuosi V(J,Vt) yHEE1011E

v ET(v,) - (v(s)+n)E (v,)

vij,v, ) =
Tt ET(vt) - Eﬁ(vt)

N&in mifiritelty keskim#firidinen jiserieksitulovuosi
voidaan kirjoittaa muctoon

SEy (vg) = Bjlv 0] vy (9)
e (v,) - ERv)

V(j,Vt)=

51118 (1.1):n perusteella
Ve (s)tw-v <J{]ER(V ) = (vo-v. (5))EL (v, )
l: i i it't t i itt

joka yht#ld summattuna ikiryhmin I osalta (t#118in
vi(s) = v(s) kuin i=1,...,n1) johtaze yhtilddn

ZZL?iT(vt)“EiR(vt{] vi(j)=vtEl(vt)~(V(s)+W)ER(vt)«

Edelldolevan yhtdldn oikea puoli ratkaistazn
vyhtEi8std (1.3). THll8in pdidytiin yhtidlt6n (1.4},
Yht#18 (1.4) merkitsee sitd, ettd keskimBiriinen
Jiseneksitulovuosi on ikdryhmiin kuuluvien henki-
16iden todellisten jliseneksitulovuosien painotettu
keskiarvo, kun painoina ovat tavoite-ellikkeiden ja
rahastoitujen elikkeiden erotukset.

Johdetaan keskimifirfiiselle J#seneksitulovuodelle
viel# kolmas egitysmuoto

3

551 EE(Vt) _
_ 121 VsTreevg (g vild)
V(J,vt): ny

: E?(Vt)
=1 v(s)+w—vi(j)

Ha






(1.6)

(a)

(b)
{c)

- erisuuruisia)

johon esitykseen p#ist##n, kun ratkaistaan
yht318n (1.4) erotus

T R
Ei(vt>“Ei(Vt)

yht&l6st8 (1.1):

)

1 '
1T " — R "FT — { - !‘. T §
By By V=B (Vo) smymev gy (e DRSOy
= vils)rw-vy (G)-vesv, (5) o
Ei\Vt>

Vi(s}+w-vi(j)

vi(s)+w-—vt

T
: Ex{v,}.
vi(s)+w-vi(j) 1
Ei(v,)
= (v(s)+w-v,) it ;
TE1161in VCS)+WbVi(J)
‘gL (v, )
— t
ET(vt)-E?j(vt) = (V(S)'FW"'Vt )ZV:%s)*rW“V- {a)
i

i

Kun yll8olevat yhtHl6t sijoitetaan yhtdl188n (1.4)
piidytdin yht#ldéén (1.5).

e e o i vl aputmplarian ol ppasytiage Sapuh o syt

Edelld mi#riteltyd keskimHiriistl jlseneksitulo-
vuotta hyviksi kiyttHen ennustetaan rahastoitujen
elékkeiden miirii ikidryhmittiin vuosille

Vs vt+1,...vt+n, missi v +n on ikd3ryhmiin I elikkeel-

lesiirtymisajankohta (v _+n=v(s)+w). Rahastoituien
eldkkeiden ennusteet perustuvat olettamuksiin:

kukaan ellikekassan ajankohtana 31.12.v, Jj¥senen#
oleva henkild ei kuole, el siirry tySkyvyttimyys~
elékkeelle eikd eroa ennen elikkeelle siirtymisti

elékekassaan el oteta uusia jisenii

ik&ryhmin I henkilét saavat kaikki samansuuruisenas
{(prosentteina laskettuna samansuuruisen) palkankoro-
tuksen vuosina v_+f, f=1,...,n. (Eri vuosien prosent-
tikorotukset voi%at olla erisuuria, mydskin kahden

eri ikiryhm#n I ja J palkankorotukset voivat olla
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Jaksossa III tullaan tarkastelemaan tilannetta,
Jossa edelldolevat olettamukset eivit pidd
paikkansa.

Midritellsitin ikdryhmin I rahastoidulle elikkeelle
ennusteet vuosille v,_, vt+l,..., v, 4+, Merkiti#in
ik#rynhmin T palkankogotusprosenttié vuonna v,_+{
kr:114. Kun ikfAryhmin I benkildt saavat edeilﬁ—
mginitut palkankorotukset, kasvavat heid#n tavocite-
el8kkeensd samassa suhteessa:

(1.7) EY (v, +k)= %@(l+k YET(v.)

it r) £t

k=0,1,....n

Ik#ryhmin i rahastoidun eldkkeen ennuste vuonna
Vt+k, k=0,1,...,n mi&ritellddn yhtdl811lE

vetk-v(i,ve) ko o
= V(S)+W"V(j’vt) If‘l;§l+kf)g (Vt)

(1.8) ER'(vt+k)

Henkildn ie I tarkkaan laskettu rahastecitu
elike vuonna v_+k, k=0,1,...,n, on (1.1):n perus-

teells E
|
mf R vt+k~vi(j} K m
: - . ——— o
(1.9)  Eilve*i)= gagymmryy L0 (e Fi(vy)

ja koko ikdryhmin osalta

R 1 R
(1.10) E (v +k)=3, ES(v +k).
izl

' | n%i v kv () K .
= vrEyEev oy 1N (TrRpIES(ve)
1 1 f=1

Ennusteen tarkkuus

: Olettamusten (1.6) vallitessa voidasn itse aziassa
Do ‘ osolttaa, ettid yhtidldn (1.8) ennuste yhtyy yhtildn

: : (1.10) mukaliseen tarkkaan laskettuur rahastoituun

5 elikkeeseen jokaisena ennustevuonna v, _+k, k=0,1,...;n
Do ' (kun v_+n on ikiryhmin I elﬁkkeellesigrtymisajankoh~_
ta: vt§n=v(s)+w).




Foomeeri




FIR—

[F—

Lasketaan aluksi yhti16n (1.8) jakajana olevs lause-
ke kiyttimilld keskim#idriisen j#senaksitulovuocden
esitysmuoteoa {1.5):

224 Eg(vt)r .
%Ta v(is)y+w~v, (J) vy (J)
v(s)+w=v(j,v )=v(s)+w- é- i
I ET(V )
I R A
i=1 V<_S~§_+W*Vim
AR
o Ve
%;1 V(S§+w v, (1) (v(s)+w-v 203D
* n
Yﬂ Ei(vt)
Ly vis)tw-v (J)
i=1
i ET(vt)
Ny E?(vt)'
:Ejv(s)+w~vi(j)
i=1

Osoittajassa oleva lauseke

T
ALY v (3)
v(s)+w-v,(J) 17
EEi(vt)
,v(s)+w~vi(j)
v +k~v.{(j) .
:g:v(s)+w ~vi(3) E (vg )

ok
.2; Ei(vt)
v{s)+w-v.(J)

v +k-v(j,vt)=v +k-

t t







T

Sijoittamalla edell#saadut tulokset yhtZ168n
(1.8) saadaan:

Vt+k"vi(j)
22 V(S)+W“Vi(J) E (v ) p

'(vt%k) ) ET(vt) “ i%‘izz(l*kf) ET(Vt)
_ Ei: vetk-v, (3) %?\ (};k ! (v )
. v(s)vw ~vi(J) o1,
Joten
(1.11) ERf(vt+k) - Eﬁ(vt+k).

Yhteenveto

Sovellettaessa edelliimainittus menetelmii
kiaytdntddn lasketaan v(j,v_) vuoden v_ vakuutus-
teknisestd tutkimuksesta k&avan (1.7%)"avulila.
Vuodeksl v, tulee luconnollisesti valita viimeisin
vuosi, Jos%a tarkka vakuutustekninen tutkimus on
suoritettu,

Edell#johdettu tulos ennusteen tarkkuudests
pétee olettamusten (1.6) vallitessa elikekassassa,
Jossa rahastoitu elike on karttunut koko ajan
saman pellaatteen mukaisesti (kaava (1.1},
Siirrytiin timin jHlkeen tarkastelermaan vleisempii
karttumlstapaa Jossa rahastoidun eliikkeen karttu-
mistapa on kaksivaiheinen. Vuoteen v_ mennesszi
rahastoidut ellkkeet ovat karttuneet £3 ietylli
sE8nnclly, dotp ei miil&in tavoin raj o;tetn,
tunnetaan vain ett# ko. sHEnndn mukaisesti lasketut
kassan gduenten rahastoidut eliikket per 31.12.vo:

EC = henkildn i rahastoitu elike

per 31.12.v0

Vuoden v_ jélkeen rahastoidut elikkeet ovat karttuneet
lineaarisesti s#Zinndlli

R - 1 ey oy T N sy 30
(1.12). Ei(vt)— vi(s)+w—vi(j)((vtuvi(‘]))P‘i(vt)”vi(”“w Vt)hi)

miss#d v.(J) el olekkaan todellinen jiseneksitulovuosi
vaan

vi(j) = max {Vo’ todellinen jﬁsenekﬁitulovuosi}
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Niiden henkll&iden osalta, jotka ovat tulleet
kassan Jjdseniksi vuoden v, jH#lkeen on E? = 0

Ja v.(J) yhtyy todelliseen jiseneksituldvuocteen.
T&118in kaava (1.12) palautuu kaavaksi (1.1).
Kaavan (1.1) midrittelems yksivaiheinen karttu-
mistapa on erikoistapaus kaavan {1.12) miiritte-
lemistd kaksivaiheisesta karttumistzvasta. Fdelll
kuvattua kaksivaiheista karttumista tarkastellaan
esimerkin valossa. FEsimerkiksi on valittu
Yhdyspankin elidkekassa. Ennen kaksivaiheiseen
karttumiseen siirtymist# tarkastellzan edelll
johdettuja tuloksia esimerkin valossa.

Esimerkkl Tarkastellaan kolmen henkildn muocdostamaa
IkHryhmid, kun henkildiden syntymiviosi v(s) = 30
(31.12.1930). Taulukkoon 1.1 on merkitty held#n
palvelukseentulovuotensa (31.12. ko. vuonna) ja
tavoite(kuukausi)elikkeensd 31,12.7%. Kyseizten
tietojen perusteella on tauluklkoon laskettu
rahastoidut elfkkeet 31.12.75 ja niiden perusteella
laskettu ikiiryhmin keskim#iriinen palvelukseentulo-
vuosi v(j,75) Jos kailkkien kolmer henkilén palkat
nosevat vuosina 76-90 10 %:1la vuosittain, nousevat
my&s heidfn tavoite(kuukausi)elskkeensi 10 %:11a,
Témén ja edell# johdettujen tuloster perusteells

on taulukkoon 1.2 lasketut tavoite- ja rahastoidut-
elékkeet vuosille 76, 80, 85, 90 ja 95.

TAULUKKO 1.1

. I3 [y ~ 5 kN r;i!‘ =k )
i \\I’!\‘\) ;i(?ﬁ) V*M\V!I(J:! ti {TJ}
1 64 2000 11 709.677
2 68 1400 7 362.663
3 72 1000 3 130. 435
yht. ET(x%) = koo E-(35) = 1 203.075
FT(35)-TR(38) = 3 196.925
vy AREY) = 330.000
(V(5)+\N)ER(15}.; 114,294
M F, -
V(j.qJ) - 67.473






1

g7y * (76 - 67,473)" 4840 = 1499

o )
E (76)= 5

TAULUKKO 1. 2

) T 'l o’

K. “k+k E vyl taﬁ%*k) = E“(vk*k)
0 75 bhoo 120%

1 76 5840 1499

5 80 7087 2225
10 85 11412 7265
15 G0 183749 15041
20 95 29600 29600
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I.2 _
Fnnusteet rahastoidulsta elikkeistf Yhdyspankin elfkekszssassa

Rahastoidun ellkkeen karttuminen

Yhdyspankin eldkekassan laskuperusteiden mukainen
rahastoitu vanhuuselike per 31.12. tilivuonna v,
henkiidstd 1 on:

o - o
(2.1) £yt (L b )EL ) (e xge ) ES )
Y A T ' :

“_

missi

w = elikeiks

X4 = henkildn 1 jHseneksituloiki

ts = henkilén i jdsenenfoloaika 31.12.63
mennessi

ug = henkildén 1 jisenendoloaika 31'12'Vt
mennessi

EE(V ) = henkildn 1 rahastoitu elﬁke per

1t

31.12.\?t

f(v ) = henkil®n i tavoite-elike per 31.12.v,

E? = henkil®dn i rahastoitu elike per 31.12.63%

Jos henkild i on tullut ellkekassan JQSEWP i
vuoden 1963 jilkeen ovat

- O -
ti - Ei - O

ja kaava (1.1) saa muodcn

R 4
(2.2) E;(y+)= T :$;E?(u%§

Kaavassa (2.1) ilmoittaa xi+ti henkildn 1 todellisen

- jiseneksituloiln, jos henkild i on tullut jéseneksi
vuoden 63 jHlkeen, muulloin x. +t ilmoittaa henkildn
i i4%n hetkelld 31.12.63, *

Mi&ritellédsin henkildn i "jHseneksitulovuosi" (kaavan
1.1 mielessd):

r .
Vj(J) = max {ﬁ}, todellinen jﬁseneksitulovuosi}

{(kdytetiin desimaaliesitvstd: esim: "31.12.61" = 61.0
Ja "30.6.71" = T70.5).






(2.3)

11

Jos henkilén i syntym#aika (desimaaliesitykseni;
on vi(s), on

X i—i; = a,s;(_j)mv«‘ (3)

olkoonpa todellinen jiseneksitulovuosi ennen tai
jdlkeen vuotta 63.

Kaavassa (2.1) uy ~ t; ilmoittaa henkildn i todelli-
sen ]asenenaGTOaJan, Jos henkild i oh tullut jise-
neksi vuoden 63 j#lkeen, muulloin uj - t; 1imoittaa
21.12.63 jilkeisen j#senenioloajan (ennen 31.12.6€3
palveltu aika on vaikuttanut termi¥ hia laskettaessa).
Alla cleva yht&ld pétee

LR S ANY

olkoonpa todellinen jiseneksitulovuosl ennen tai
j&lkeen vuotta 63, Kaavassa (2.1) xj + uj iimoittaa
henkildn i i#n 31.12.v¢ ja

Y _(s:_ f —_— i
X3+ \{_ Vi (s)

Merkintsjsd vi(s) ja vi(j) kiyttden saa kaava (2.1)
muodon (vrt. 1.12)

E? (vy)= 1 (v () Ve

vils)ewr-vi )

Ajankohtana 31.12.63 palveluksessa olleen henkildn
rahastoitu elike per 31.12.63 saadasn ylliolevasta
kaavasta sijoittamalla

o
.
=
Tt
il

vy bdyovil))= 3 Ja

ja rahastoitu elike elikkeellejHdimisajankohta
sijoittamalla
ﬂ T.
vp= v (e)rw da Bl (vile)ew) = By (vi{o)ew )
', 1

joten rahastoitu elike karttuu E, ®.5ta tavoite-
eldkkeen suuruiseksi.



S




[

(2.4)

(2.5)

(2.6)

12

Jos tilivuodelta v¢ tunnetaan henkildn i, jonka
syntymivuosi on vi%s), rahastoitu elilke ja tavoite-
elike voidaan "j#seneksitulovuosi® vi(j) ratkaista
kaavasta (2.3} ja

T L) ER R RVE T
\_f. (\‘,\5’_ \fi L; ‘l\!‘k}— (\ﬁ(f)‘) H \)“’f} hi(Vk}+\vi(~J; N Uéqf t"!
1S A
.1 R
Er (vyd- B2 (vi}

Siirrytiin tarkastelemaan henkildryhmid I =
i”‘“iy‘dﬂyl Jjotka kaikki ovat syntyneet vuonna
vi{s) = v(s). Lasketaan ilkiryhmidn 1 osalta yhteen
vuonna v¢ rahastoidut ja tavoite-elikkeet ja ote-

taan kdyttddn merkinnit:

0N
L L Q- = &‘ \ — 2‘

(=1

]
.._J}

T
et

Vi

<3 0 ga
2, b

1= i

$

S e e e wmn B W e e e e W St N AW A e U e T ee e e G e e T

MEfritelldsin ikHryhmin I vuonna v, laskettu

keskimffirfinen Jjéseneksitulovuosi vij,ve) whtHI1L11E

T, { o
E: P Q {x “;‘ TV &
V{Sr"'}:}-“- v, E Wf:} (wi{s)+w)E (v%) + (vm.ﬁ«w v_}i) X

ET{Vk}*EQ'(Vk)




: P i [N ety [, . . . - P - o : P
. - v P i B L i i i L [ " 4 5 [ [




[
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Jos vuoden v, esiintuominen ei ole tarpeen
kivtetdsin merkintitapaa:

v . R Ty i !

. _— / 7 y £

foif VoRET L) =g L, JERAVIR BRI

L-E \\f:;{! y__\ \\{k‘ jv}i\i'} J.‘}\,Li \\v_?_‘ \\\f[% - "

2
*

£ v (s)e w’—vi} =

.

I o i - A
Koska ikdryhmissd I on V, (s)=wvis) i=t ., 0y
pitee
T ke ™ N Dy s
— \ n%_ “g i;r ) \«{‘ ¢ g ?::‘”-;\Ji
AL ()= B v d v Gl v B v -t Gl JET v
’ 3 i e

toisin sancen ikdryhmin I keskimlir#inen jliseneksi-
tulovuosi v{(j,v+) on ko. ikdrynmilin kuuluvien
henkil&iden "jdseneksitulevuosien" Vi(j} painctettu

keskiarvo, kun painoina on kéytetty favoite-elik-
keiden ja rahastoitujen elikkeiden erotuksia.



e [ - [RRT— [——




(2.8)
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Johdetaan keskimiiriZiselle j#seneksitulovuodelle
edellisen luvun esitysmuotoa (1.5) vastaava yvhtild,
Joka nyt saa muodon:

‘QI. Ny I
‘:i(\"ﬂ-\"“ =y \./‘{')
£ MO ER YRR L
Vi) = 5
L T — 0
j;A Eilv) = =i
L \fts‘}-%\ﬁu“\igﬁp
=1
Tulos saadaan samaan tapaan kuin tuios (1.5).

Yhtdldn (2.3) perusteella

i

ET(VQ - ey iéﬂ E; W )f

NS W - \I( )

il R
E; (\11[_\ —E| (\tQ

o \ 0
- (Vi) rw =y} B

vyl i

{

, _ T 5
— \‘\{\5‘)*‘\3-’ V,{«-\, E (V,}\.\ - L‘:t‘. >
\’iLg‘) +~\'N”V"<.5f J
T &
—{;j k\’!—ﬁ-\ - %,
| V(g\#&-ww\ﬂl(p

(vle)sw = \J,{.,\j

o






(2.9)

15

T§116in

3 T fal
AR

T R - -
EN)- B Lv@ w(\/m"’\“ Vu&)czf vi@“'w“\’it})

Tulos (2.8) saadaan, kun edelli olevat yht#ldt
sijoitetaan yhtidléén (2.7).

Jos E.C # 0, on vi{Jj) = 63, Timin perusteella
voidain (2.8) kirjoittaa muotoon

Uy —

i \:E\L\j,[_‘) y {\ _ &S ‘EEW

V)= viyewmvi) T vl
‘ £ (v,) | =

o \;Ls\—v\)uwl'(p RN W—63

[LSg= e it St ipiasiiu e i T e T T W e e aw A S W e A T M e e

Keskimiiriisen jiseneksitulovueoden v{(j,vy) avulla
ennustetaan ikiryhmin I rahastoitujen eliikkeiden
kehittymistd vucsina vy, ve + 1,... V. + n.

Fnnusteet perustuvat edellilisen luvun dlettamuksiin
{(1.8).



[E—— [T




(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Ennuste vuodelle vt+k miidritellsin:

[(\l - V(js‘;i)) e ( MjLT‘ fr)

X

E (V wlds

V(ﬁ\v\w"‘f’% \/*)
s{vis) rw-vg - e

missi kP on palkkojen nousu vuonnza Ve # i,
f = 0,1,...,50

Asettamalla k = 0, todetaan (2.6):n perusteella,
ettd
R‘f

-
{v,) = \{Vi)
A

rr

¥

Kaavan {2,10) mukainen rahastoitu elike yhtyy
ikdryhmin I osalta vuonna Ve ikdiryhmin todelliseen
rahastoituun eldkkeeseen.

Jos ik#dryhmin kaikki henkilét saavat kf cUQPHl%@ﬂ
(%:ina) palkankorotuksen vuonna f = 1,...,n, ja
olettamukset (1.6) ovat voimassa oh henkilidn igl
rahastoltu ellike vuonna vetk:

'ﬁ \;k \
= r*%-l H \?ak\;& {_.& LL
SN ) V(S - Vi) [( il NN AL

Keko ik#rybmin osalta rahastoitu eiﬁke

Py

R

Q PN . R
E L\j*'}“%‘i«\: ‘D*Me t, :‘ L?Q‘{‘ \!'
i’“% % &
Elfikkeellisiirtymisajankohtana, jolloin vg+k=
v(s)+w, pitee yhtdld

\ AL :
ERCV_LSH\)U) =g (Vi) w) = FL (At ‘%‘,g.) ET(\{Q .



- P J— JR—




Ennusteiden tarkkuus

Johdetaan yhtil6n (2.10) mukaisen

ennusteen ja

vht&1ldn (2.12) mukaisen tarkkaan lasketun rahaston

erotukselle lauseke,

Lasketaan aluksi yht#lén (2.10) jakajana oleva
lauseke k#yttdmilli keskimiliriisen jiseneksitulovuoden

esitysmuotoa (2.9):

vl tw - v Ci—/\"t) o=

nl ) D
! \Jts\-hw—\'i(p N wishew-43
= Vi) yw— L
i T B
= L\.'XJ =
VYR WY v w~ 63
=
e T N _ .
(= (.\)_{‘ (‘\;(‘S‘Tﬁ,\wm\jg (_Q)__ V}:ﬁi\_ﬁu’_:_%.;.};
Vs =i T1ovlsrwned
= Al
"
-
2 vy ) . Lo
\/ng#whui(é) vie Yrw=- 63
=L
O
ET(\J,(.\~— =
— hl
T O
v, ) _E
=V BIRVZ ER TR TRl
— \!(.Sw N 1%}
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Yhtdlén {(2.10) kertoimena oleva lauseke
Nr

Z =2 () '(Q 63 =
{. ( ‘ i w63
V+k W@V) \J+k~ : VSMN/V&3 _ <)

W) £e
NSy EW Y (3\) N vis)rw—63

(&Y

V- v(.L) E(\)m Ntk 673 _,0

g

- v(s\«-\w v(é) : Vs ) rw- (,'S
}uﬂ £lw,) =
fy uL§HQU~V(é) el -6
Lti
TE118in on
Ny

Z\%*‘i“'\’i(@ ET(‘QQ NEh63
(' v Wy Vi rw =63
Vot « v(§N+) = L= sé) _

v vl £ -5

3ijoitetaan edelli saadut tulokset vhtHlddn

(2.10):
"L

RWNT T V=63 O

\1{_-&*—\!,(0 {:#:EQ\JBMV"(T{‘ 5 .
- VoA W 63 -
\ VE YW VG V)T koo
T (yak) = A T EY

£ \}5{_4& ~ - P it
SO AT L 1

4~Lkqum lmﬁkuu Le vy, S\WblLﬂj



.
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Wy

NS rwe vk T, Vi) ew —vm o
~VCS3+\W‘V2((§7 =i V’-J ViYW — 6% @

FEN

Eﬁr(v%\ ~z7

o
Jos E;#0, on vj ;(J) = 63. Kun timd huomioidaan
yht&l0ssid (2. ll) saadaan (2.12) nojalla

Np
é(\) 'l"i’»\): Vet k= AR ('A'\) TF( Jr%i \\,5 \) ~je
t \fi(sh-w—-\;iLQ 4L J‘}
L=\ |

A+ \J(S\‘?‘ W“Vé."“!& -{:0

visYrw ~673

Kun yll&clevasta yhtZlésti ratkaistaan
molemmat olkealla puolella olevat lhausekkeet ja
sijoltetaan rahastoidun elfkkeen snmhusteen lage

selkkeeseen ja kiytetdan merkintis

e T (b )
If-.i

szadaan

IV “lu, th-637)_O
K T;F\(\J,*-k) onbs)ew Ve ’_K f S )?&‘: _
% : \Jti)—‘r\w“{.é }:‘(4
= (vﬁk):::. = & \;Q
) ~E
£

,i’-.. - Ny —_— ?'» \
visYrw-v -~k K (v, k- \”L\\J} g! (\.{) ~E (\)jl;}

=

v (s PRV EY! | ‘ g
ETL\:@ ~-g0
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Kirjoitetaan

NETHES \su~—\i+-k +%<k (\J,6 4 -é3) =

= wl)rw -3+ kS )y tk=62)

ja
W Ushtw oy, <kt K sk i) s
> + # s h

= NS W -V 1(&)4‘(’\(\&'«4)(\}_&%—5&“\/ i (“‘\I b)

TH118in
. o k )
| R e IR J
RV £ visYvw —63 XN
E:(v"\'"g
{Kw\ (n, Py {}1}) -
N .E(.\LE,\}"‘E (\L{.?‘k) "\'"? \x(, )w—\)U N x{) b‘(u’{”\)é

& k\x@ -

\
N R,
(2.13) E (_\;‘%{-!Q = B (\:{ﬁk\) A



[P [ P oty et oy : 3 ey
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missi "\

y,

v -

(«-E)N vek i) SRR LLELY S ’E:(u:
T 0 <\ oyl Y L) swe =62

E (\JQ"‘ = - vis) T \J\(Q visH S

(2.14%) A=

Jos k%=1, on K*-1:20 ja As0=>

Tulos 1 Rahastoidun el&kkeen ennuste yhtyy tarkkaan
laskettuun rahastoituun elikkeeseen edellyttien,
ettel palkankorotuksia tapahdu (k.=0 jolloin
KKz1), £

Jos kaavassa (2.14) vi(j)=63 kaikille izl,...,ﬁl,

on A=O:%>

Tulos 2 Rahastoidun elikkeen ennuste yhtyy tarkkaan

T laskettuun rahastoituun elikkeeseen, Jjos kalkkil
ikdryhmin I henkil8t ovat tulleet kassan jEseniksi
vuonna 63 tai sitHd ennen

Jos E®=0, on A:Oigp

Tulos 3 Reahastoidun elikkeen ennuste yhtyy tarkkaan

T laskettuun rahastoituun elikkeeseen, Jjos
kaikkil ikdryhmin I henkildt ovat tulleet
kassan j#seneksi vuoden 63 j#lkeen.

Tulosten 2 ja 3 perusteella voidaan suorittaa
seuraava Jjohtop#itbs:

Sen sijaan, ettd kullekin ik#ryhmille lasketaan
keskimEiriinen jHseneksitulovuosi, tulee ikiryhmi

I jakaa kahteen osaan I,ja I,. Ryhmiiin Ij kuuluvat
ne henkildt, jotka ovat tulléet jHsencksl vuoden

% jElkeen ja ryhmiidn I, kuuluvat loput ikiryhmin

I henkildt. Lasketaan Kummallekin ikiryhm¥lle



[

e

PR,

Je—

.4
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Lasketaan kummallekin ikiryhmille oma
keskim&iriinen jiseneksitulovuosi v (J,V+) Jja

v (J,V ) kaavalla (2.%). TZ118in siadaan
kuwmal&ekin ryhm#lle omat rahastoitujen elikkeiden
ennusteet (

i

R _ pf
E.L (\)%‘r‘i;) '\0\- &, (.\ln{;!w%.}

kaavasta (2.10), jotka molemmat erikseen yhtyviit
vastaaviin tarkasti laskettuihin rahastoituihin
elikkeisiin {("kaksivaiheisen" kassan ongelma on
palautettu luvun I.1 kassaan}.






Koska
v(s)+wfvt—k vt~63 4:'vt—63 o1
v(s)+w-63 T V(s +w-v, V(s )+u-6%

£

pitee:

ok o T
(k-1) E El(vt) LAz 0

(2.17) _
' ET(vt)—EO

Esimerkki Olkoon ikdryhmissé 35~syn%yneet:

g0 - 157 (mk/kk)
E?(?S) = 718 {mk/kk)
-
| EN(75) = 3764 (mic/kk)
ER(75) = 1081 (mk/kk)

o Jos vuoden 76 palkankorotukset ovat: 10 7 (jollein
k*-1=0.1), poikkeaa vuoden 76 rahastoidun elikkeen
ennuste epiAyhtdlédn (2.17) perusteella tarkasta
rahastoidusta elédkkeestd vHhermmin kuin 3 mk 13% p,
koska

3 _ 0.1x157x718 _ 11272 _ 2 A e
R 376}4_157 - —3——6-67.(.— - 5.13_{_& pativad 0.

1 Epdyhtdlén (2,1€) perusteella:

_ 3.13x(35465-75-1)x(75-63) _ _ 3.13x24x%12 _ =
(35465-63)x(35+65-75) = gm0 97e 4 20

joten vuoden 76 rahastoidun eliikkeer ennuste poikkeaa
vihemmin kuin 97 penniid tarkasta vucden 76 rahastol-
dusta elikkeestd. Koska vuoden 75 rahastoitu ellke
vuonna 75 oli 1081 mk (vuoden 76 rahastoitu ellike on
B titd suurempi) tiedetd#n, ettd 97 pennin ero on alle
0.1 % vuoden 76 rahastoidusta elikkeestd ko. ikii-
ryhmissé.
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III KONFIDENSSIVALIT

Johdanto

Laskuperustemalli~62 mukaisen yksikn suuruise
vastaisen vanhuuselikkeen pifoma-arvo on "todelli-
suudessa" erfin satunnaismuuttujan odotusarve.
Kvseistd satunnaismuuttujaa, sen odotusarvoa

(— vakuutusmatematilkan p#ioma-arvoa) Ja najontaa
tarkastellaan timin jakson ensimm#isessid luvussa.
Toisessa jluvussa tarkastellaaﬂ tietyn 1?hr,hmén
vastaisten vanhuuselikkeiden "pHioma-arvea' satun-
naismuuttujana. Luvussa mi#iritellylle satunnals-
muuttujalle Jjohdetaan cdotusarvon (= vakuutusmate-
matiikan p#ioma-arve) ja hajonnan lausekkeet.
Niiden perusteella johdetaan ko. satunnaismuutta-
jalle konfidenssivili, '

Timin jakson kolmannessa luvussa tarkastellaan koko

elikekassan vastaisen vanhuuseldkkeen "pfhom? arvon"

cdotusarvea, hajontaa ja kqu1d9n551v:leJW MEin
johdettua konfidenssivilid kiytetd an *rittana
tarkasteltaessa jaksossa III m3driteltyjen

ennusteiden "hyvyyttd",
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I1.X Vastaisen yksikkOeliikkeen vastuu satunnaismuuttujana

S

Olkoon satunnaismuuttuja € x-ik#iiser henkil®én
Jdljelldoleva elinaika. T#118in on x-ik#disen
henkilon 1 14std w (» x) alkavan vksikén
suuruisen vanhuuselikkeen pidoma-arvoe j&ljelll-
olevasta elinajasta riippuva satunnaismuuttuja

o ) B
! ( 6 kun g & we- X
—_ e
(1.1)  $= §(&)=¢
b i .
| ! i? =G .
g | i e  GA kun 4 o3 owex
| : ]
| e x
5 Integraali
—_—— ""‘7‘ - -
é ¢ < Q- Stwex) -EE
W% wox ° 5 .

SRR

Johdetaan satunnaismuuttujan 8 odotusarvo ja
varianssi. ,

Odotusarvo on
low]

Fi= § SCL AR )

kun

I U ]
F(¢)~P§_§,¢ﬁ:¢j“wam»1»,,_??”

Gargm

h

missd > 4, jaypPe ovat vakuutusmatematiikassa
" tavanomaiset kuolemis- ja elimistodennikéisyydet.

b,




[ER——,




[ —

b tnnd

S

T

¢ -
Rl

N
oo

_ s §lwx) T <,
-—?__,_____/_Zgyx_ij égﬁﬁi(“;ﬁh?x}
gw

: e_g(w—x) 1 2 = e )
gr_"—”“uthx_ E’j’ “ Al

Tarkastellaan integraalia

- gzn - g :“.‘:”' e T - g\ '”": s
f =4 d(_sz‘)z f — & ZP)(, --b } [ 5.?}& “i o
W% i W~ R e %

RISED {g}

Te w,fu?\?;z.,_ - B, i -

OCdotusarvo E 3 voidaan sievent#i muctoon:

(1.2) FS= &)

Satunnaismuuttujan S varianssi lasketaan kaavasta

9, ) 2,
D S=r5 -(£5) .



[E—— [ [E—— RS [Re——— [




)

Satunnaismuuttujan S nelid on:

Td116in on nelidn §2 odotusarvo:

Es*""-—j §¥(2) dF(2)
0

SaStw-ny P
et if A(-=Pe)+
Sﬂ* n
-SZwa)DQ
/(2 —
Jg.ZJ ge xQCS{‘("“'“'PV
wi— X

= WX P % +

.(ggbw—x)




e

£ oy




|,

.;i""~w\-.}

o

(1.4)

(1.5)

Esimerkkels

30

) eaq?.g Coe-x) ~ o = 5 (w=x] (%)
T S WX PR T "g" Wi TR
, PRRACHSS o (25}
= ek P T § w-w1%%

52

ft
?

mgi i
}

g V- LS ?‘"Uwf A
Cdotusarvon ES nelid on
3
b O} \*
s)( nit)
joten varianssi
e fzomf @) D
N ‘g.“""_—_"“wdﬂg‘x wex|Fx TG el R
Jatkossa kEytetfidn merkint&ji:
- * (x-ik#inen henkild 1)
S = S,
ES = S,
)
=
s = b,

. ™ . .
Valitaan korkoutuvuus ¢ siten, ettd

£

0.04879016

lIn 1.05
jolloin
N
2}) 2 1nl.05

TZ11&in ovat vastaavat 100i:t 5 % ja 10.25 %
ja nditid vastaavat lykityt yksikkdelikkeiden
pidoma-arvot, varianssit ja hajonnat ilmenevit
seuraavalla sivulla olevasta taulukosta 2.1:

A}

In 1.1025.

(1]
H



—. [E—— JS—— [ o [—— Ty




TAULUKKO 1.1
(23) (4) Z
HE k] Cx i x =5, 6, &y
20 0.0663 0.8185 0.3465 .5886
o5 0.1083 1.0469 0.560% LTHBE
30 0.1770 1.3407 0.9103 L9541
35 0.2899 1.7206 | 1.4752 L2146
4o 0.4764 2.2156 ; 2.3825 L5435
45 0.7872 >.8684 | 3.8186 L9541
50 1.3120 3.7461 g 6.0502 L4597
55 2.2180 4.9613 g 9.3189 0527
60 3.8338 6.7201 g 13.5232 L6T7Th
65 6.8734 9.4375 § 16.0409 0051
2
Elskeikd W = 65 vuotta
Korkoutuvuus 6 = In 1.05 = 0.04379016
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I1.2 IkdEryhmin vastainen vanhuuselikevastuu satunnaismuuttujana

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Olkoon elikekassaan kuuluvien x-ik#Histen henki
l6iden JukumiZri n, Ja ikdrynhmdin x kuuluvan
henkiltn i :

rahastoitu eldke = E_ ..
x,i

MerkitiZin koko ikiryhmin rahastoitujen elikkeiden
summaa szllé:

>

= B

E’x =1 TR A
. . X sy -

Olkoon satunnaismuuttuja Sy ik8ryhmidn x kuuluvan

henkildn yksikdn suuruista i¥std w alkavaa vanhuus-

elikettd wastaava pEioma-arvo (= edellisen luvun

satunnaismuuttuja S)., T#118in on ikdryhmiin x

kuuluvien kassan jisenten vastailster vanhuusellikkel-

den pdidoma-arvojen summa satunnaismuuttuja ja

Yo Exn

P

Tarkastellaan n#in mi&ritellyn saturnaismuuttujan
odotusarvoa, varianssia ja konfidenssivileji.

Odotusarve (merkintdjen 2.3 nojalla)

A oty ) ootz
Ei =E(J.,Z=l15 _.i_,»\ L-)R,.;JS = {‘

n
w2k

. . X X s .
Koska satunnaismuuttujat §i » 9% ovat toisistaa

riippumattomia kun i#j, on satﬁﬁnaismuuttujan S
varianssi

ny . My y
p* 3% *prLr=2t 30 E R

A
Armd X M I A A= P

Odotusarvon lausekkeesta on nihtivissi, ettd
odetusarve riippuun vain ik#Ervhmin x rahastoitujen
elikkeiden summasta, varianssi sen sijaan riippuu
kunkin yksittéisisti rahastoidulsta elikkeisti.
Kuten tunnettua saavuttaa nelidsumma

Y

= Zj

L=
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pienimmin arvonsa ehdolla
4 l———-7
Z £, =L, (= vakio)
=

silloin, kun

| S—
EZL.::?14 jokaisella 1 = 1,2,...,n.
ja _
1 2 75-”\1
;“* P
min___.qz,g M__.yq-__g_‘b:x.,_?.
L=/ % Tt
Valitsemalla
ZA.::E;‘{,/L is1,...,n0,
todetaan, etti
. 2 Z 7 e
2, ég,q Lo Ay Ty
(2.5) D S X ,y < = l
j /’L %Qy

kun ST - —
%ﬂ é’i{fﬂ’x e

Satunnaismuuttujan S* varianssi saavuttaa
minimiarvonsa ehdolla

rix

ZEA £5k§~é- e f:/k (= vakio),

L=

kun kaikkien x-ik#isten henkildiden
rahastoidut elékkeet ovat yhtid suuret:

X,lezi%;% kun 1 = Ly@ivaa,ny.

Jja kyseinen varianssi

A )

4 _Ox Ex
(2.6 D S =S

Ty
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Todennidkdisyyslaskennan keskeisen raja-arvo-
vdittimin perusteella on satunnalsmuuttuja 3
asymptoottisesti normaalinen parametrein

(es¥, p°gX).

Edellémainitu§ perusteella saadaan satunnais-
muuttujalle $§° konfidenssivili

-,

PO §
P :}”" - :"_J‘ < C:é...é“ Lowe T [ e 9:
- D S¥ T
|-, Kun '
RN ag otetaan normaalijakautuman; jonka

parametrit (0,1), taulukosta saadaan
konfidenssividliksi:

li? Py X X & ~ ,X
: £5a, DS< S < 5™ 5. D5

s
s o

Sijoitetaan tihin yhtdldiden (2.1) ja (2.4)
cdotusarvet ja hajonnat saadaan

[ ——

I o
(2.7) /P Z = s
D £5-ad R EL S BT b ZE
T

Jos ikdryhmissi x kalkki rahastoidut elikkeet
ovat keskenddn yhtid suuret on:

(2.8) = & _ @by By KX = TeGxby
ﬁ){ SX . S P, .ﬂ——»/‘n‘, .,:}Hé, ?} \j b.,,w.“ oy

-mﬁ-? a e

| Epdyht8ldn (2.5) perusteella aina tiedetiiin etti
(2.8) mukainen konfidenssivili on Flkapeampi” kuin
(2.7) mukainen konfidenssivili.
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Esimerrk it

Korkoutuvuudella¢5 = 1ln 1.05 on laskuperustemalli
-1662 mukaiset merkitsevyystasoca 1 -& = 0.95
vastaavat konfidenssividlit nihtdvissid oheisista
taulukoista. Rahastoidut elidkkeet kussakin
ikdrynmissd keskendin yhtisuuret; E_/n_=1000/v

: x x
kummassakin taulukossa.

TAULUZKZE KD?O 3.1

—n, = 10 henked kaikissa iklryhmissd
{Eleo.OOO mk )

X EgX D§F Konfidenssivali
(3.2) (3.4) kaava (3.6)
20 8 185 1 861 L 537 = 11 83%
25 10 469 2 367 5 830 ~ 15 108
30 1% 407 3 017 7 494 - 19 %20
35 17 206 3 8Ll 9 678 ~ 2k 732 |
) 22 156 4 881 12 589 <= 31 723
45 28 684 6 180 16 571 = ho 797
50 37 461 7 778 22 216 -~ 52 706
55 49 6173 9 65k 30 691 -~ 68 535
60 67 201 | 11 630 by hoe -~ 89 596
65. 94 375 12 666 €9 550 -~ 119 200

TAULUEKKDO 3.2

-n o= 100 henked kaikissa ikiryhmissi
(ExrlO0.000 mk )

X E§F ps® Konfidenssivili §
20 81 850 5 886 70 31% -~ 93 387
25 104 690 7 486 90 017 = 119 363
30 134 070 9 541 1115 370 -~ 152 770
35 172 060 | 12 146 | 148 254 =~ 195 866
Lo 221 560 15 435 191 307 -~ 251 813
b5 286 840 | 19 541 | 248 540 ~ 325 140
50 374 610 | 24 597 | 326 oo = 422 820
55 496 130 30 527 | 436 297 + 555 967
60 672 610 | 36 774 | 599 933 =~ 74k 087
65 943 750 | 40 051 | 865 250 <~ 1022 250







I1I.3 Koko kassan

(3.1)

{3.2)

(3.3)

(3.4)

36

vastainer, vanhuuselikevastuu satunnaismuuttuiana

Siirrytiin timin jilkeen tarkastelemaan
koko kassan osalta odotusarvoa, hajontaa
ja konfidenssivdliid,

Mddritellddn satunnaismuuttuja S:

< X <t = 4
5 = = / T . C.: "
— = ii f'a 4%5 LZY,AJ oty

Kyseisen satunnaismuuttujan odotusarvo

. : -~ X .
Fs=> ES == E,S
- X X X

Satunnaismuuttujien §§, §§ (kun joko x # y

tai i # j) riippumattomuuden perusteella on

varianssi:
4 o <
- e L i s et
D2 _._% ey b-,k’;ff, e X ; 5

Epdyht#ldn (2,5) perusteella on voimassa
epdyhtils

™

<

D?JC; = "Qf:,“ é/‘(’ E}{‘

ja varianssi saavuttaa minimiarvonsa, kun

Jokaisessa 1kfryhmissd x ovat ko. ikidryhmin

sisd1ld rahastoidut elédkkeet yhtisuuria.

(Ik&ryhmien x ja 'y, kun x # y, henkildiden

rahastoidut elikkeet voivat kylld olla
erisuuria)
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Koska myds satunnaismuuttuja £ on keskeisen
raja-arvovdittimin mukaan asympEoottisesti

normaalinen parametrein (E3, DS saadaan

satunnaismuuttujan § konfidenssividii

lausekkeests
[ * )
S-ED ~ 7 - &
i ’ et ﬁ_{_..-j._.f::::w < e l} el /; o
b= %
Jja }

Jos ik#ryhmien sis&dllid rahastoidut elikkeet
ovat kesken#in yhtidsuuria saa konfidenssividli
muodon:

/ 2 S ———

A

[

X by

Lausekkeen (3.6) konfidenssivili on aina "suppeampi”
kuin (3.5) méirittelemi konfidenssivili.

Esimerk ki

Seuraavalla sivulla olevaan taulukkoon 3.1 on
laskettu sellaisen elikekassan, Jjossa vain 30, 35,
40, 45, 50, 55, 60 ja 65 vuotiaita henkildici,
vastaisten vanhuuselfkkeiden pi#oma-arvo, sen
hajonta ja merkitsevyystasoa 1 - & = 0,95 vastaavat
konfidenssivdlit. Konfidenssivilit ovat (2.8):n Ja
(3.6):n mukaiset "kapeammat" konfidenssivilit.
Taulukkoon on merkitty kussakin ikiirvhmiss# henki-
18iden lukumiidri (ny), ik#ryhmin piloma-arvo hajon-
toincen ja konfidenssivileineen. Korkoutuvuutena
on & =1n 1.05 ja kuolleisuuksina laskuperustemalli
~1962 kuolleisuudet. FEldkelkid w = €5v., (Seurasvan
sivun taulukon ikdryhmd 65 tulee kiAsittii ryhmiksi,

Joka l&hiaikana tHyttdi 65 vuotta ja siirtyy ellkkeel-

le).
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I1I1.2 Uudet jéasenet

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Kun rajoituksesta (a) on edellikuvatulla taval-
la luovuttu, siirrytasn tarkastelemaan rajoi-
tusta (b). _

Tarkastellaan tilannetta per 31.12.v_+1. O0i-
koon ikaryhmaan I {joiden syntymavuogi vi{s )}
vuonna vt+1 palvelukseen tulleiden yhteenlas-

kettu tavoite-elike
T
Y31
Niistd johtuva rahastoitu eli ansaittu eléke

(ocletetaan, etta kaikki ovat tulleet kassan
jaseneksi l.lyt+1) on

E (vt+1)

1
(vt+1) = — E
v(s)+w--vt

P
1y

R
Eu (vt+1)n

1

Tkaryhman I (uudet jasenet mukaanluettuna)
tarkkaan laskettu rahastoitu elike

R R R
B (vt+l) = Ev(vt+l) +Eu (vt+l).

1

Jos uusien (joulukuun) palkkasumma on 100h4 A
vanhojen palkkasummasta vuonna vt+1, on

T T —_— ‘ T
E (vt+1) £ h, x Ev(vt+l) = hl(l+kl)Ev(

V. )
u1 1l +

Kyseinen epsdyhtalsd seuraa siitd, etta mita
korkeammassa l&sssd kassan jJjasenyys alkaa sita
pienemmiksi favoite elikkeen osuus J&E3 Kassan
sgantdjen mukaisesta taydestsa eliaklkeesta,
Bdellisesta epdyntaldstd seursa

; - (1+ky B (v, )
B (v, +1) 2 h, {14k, JE_ (v
Uyt v(s)+w-—vt 1 SR
Osoitetaan, etta
1 Vo+l=v{j,v,.)
. % Ja ¥y o

v(s)+w-vt - V(S)+W*V(3,Vt)
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missd v(j,v,) on luvun I.l kaavan (1.8) iké-

ryhm8d I koskeva keskim#srsainen jaceneksitulo-
ikd, joten vy> v(j,v, ).

Merkitaan vt-v(j,vt) = a>0. T&lldin

vt+l~v(j,vt) ) l+a - 1

v(s)+w-v(j,vt) V(s )+w-v, +a V(S +w-v

t t

aina kun v(s)+w-v_> 1,

T
Sijoittamalla tulos epiyhtdlsocn (2.4) gaadaan
vt+1-v(j,vt)

R

B
Uy

v, +1l) <

T
" hl(1+kl)Ev(v

Ve
v(s)+w-v(j,vt) 6

mistd luvun I.1 epayhtalén {(1.8) perusteells
seuraa (k=1)

R

R
(2.5) Eul(vt+l):‘.‘.. hIEv

vt+k)

Ylldolevan epdyhtélcn ja yhtéldn.(g.E) parus-
teella piatee:

R = i R
{2.6) Evat+1)— E (vt+l)£ (l+hl)Ev(v +1)

t

Jos v +1-v{s) = x on ikdryhmin I vanhuuselike~

vastuun odotusarvo (luvun II.2 merkints8id kdyte
tdaen)

_ R -
~ -
{(2.7) E (vt-t-l)Sx
Jos ikéryhman. henkildiden (uudet mukaanluettuna)
lukumdara on n, on luvun II konfidenssivdli (2.8).
R 2 owlie o
aang (vt+1) a . ¢ = (vtﬂl)

fad = £
E (v, _+1)S +
? t X JB#

\EN x

(2.8) BV (v +1)5 -



s
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(2!9)

(2.10)

Osamédars
R
aESXE (Vt+1)
V Dy a,{K
100 = 100 MQ \[____\
ER(vt+l)§X Sy x

ilmoittaa prosentteina virheen, joks rahagtoi-
dun elakkeen ennusteessa voi clla, jotta ennuste
vield sisaltyisi ko, konfidenssivdliin.
Médritellasdn ikaryhmsan I rahastoidun elskkeen en-
nusteeksi

]

R (vt+1} = (l+§h1)E§(vt+l)

B

Epayhtaloén (2.6) perusteella ko. ennuste poikkeaa
korkeintaan 50k, %:ia tarkasti lasketusta rahas-

toidusta elikkeestd, Ndin médritelty ennuste on
konfidenssivalin (2.8) sisallsa, jos

100B, % — = (ehto: 50h;€ 100 T )
Bt A 'S g Py

Jos h.l tayttda yllamainitun ehdon, ernuste (2.9)

siséltyy luvun II.2 konfidenssivdaliin (2.7}, joka
on ikaryhmén I vanhuuselskevastuun kcenfidenssivali,

Seuraavan sivun esimerkeissda on laskettu ko. sh~
toepayhtilon oikean puclen arvoja,
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Esimerkit

Korkoutuwvuudella % = 1ln 1.05 on laskupsrustemal-
1li~1962 mukaiset merkitsevyystasoa l-¢ = 0,95
vastaavat epayhtaldn (2.10) oikean puolen arvos
laskettu oheiseen taulukkoon ikdryhmittiain

(ks. luvun II.l taulukko 1.1).

TAULUXKDO

20026

= .

T SX\{EX

n,=10; x=20,...,65 | 0,=100; %=20,..,,65 |

20 89.1 % 28.2 %
25 88.6 % 28.0 %
30 88.2 % 27.9 %
35 87,5 % 27.7 %
40 86.4 % : 27.3 %
45 eu .4 % 26.7 %
50 81.4 % 25.7 %
55 76,3 % 24,1 %
60 67.8 % 21.5% %
65 52,6 % 16.6 %

8,=1.96; 200a.=392; (10=3,16227
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SiirrytaEn tamédn jalkeen tarkastelemaan tilan-
netta koko kassan vastalisen vanhuuselikeen sub-
teen,

Jos edella johdettu ehtoepdyntals (2,10) on
voimassa, sisdltyy ilkdryhman I vestalsen van-
huuselskevastuun kaavan (2.9) mukainsn ennus-
te kyseisen ikdaryhman vanhuuseliakeveastuun kon-
fidenssivdliin., Vaikke kaikkien ikidryvhmien
ennusteet sisdltyisivat aoc. konfidenssivaliin
el vield tiedetd sisdltyykd ennusteiden summa
koko kassan wvanhuuseliakevastuun konfidenssivia-
liin,

Jakson II konfidenssivialille (3.5) johdettiin

"suppeampi" konfidenssivali (3.6). Johdetaan
] - aluksi konfidenssivdlid (3%.8) vielskin suppe-
ampil konfidenssivali, Etsitaén lausekkeen

. 2 .2
o éx Ex

i | —-E§Z-

L 3
minimiarve ehdolla

Z{EX = E.
¥,

Merkitadn

O
M

-y . Jolloin etsitasan lausekkeen

P

12424
L

minimid enhdeolla

.Zzi = 2,

L

Joka saadaan, kun ratkaistaan yht#lSiryhmi

r Ealzl-’}\ = 0

4
Eanzn—’}\ = 0
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Talloin

. :2 2
min 2, &;7;
L
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(2,11)

(2.12)

(2.13)

u?

Tal10in
2.2
dex E2 E2 éaEg
n = > 1 =
n 1 n - n
+ x X =2 >n
X ' Zéxg 6 gx

missad 82 = min t:)rz
¥ 3

Luvan II (3.6) mukaisista konfidenssivié-
leista "suppein" on viali

e

Epiyhtalon (2.11) perusteella tiedetfaan,
ettd jos koko kassan vastaisen vanhuuselike
keen vastuun ennuste on vialissi

ES+a PRSI S

dSE {2 B,
———— ES+a
VR FT VR

ES-a

sisdltyy ko. ennuste t&allédin myds wvaliian (2.12). ,
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Tgimerkki Valitaan esimerkiksi luvun IT taulukon
5.1 mlskekassa,

i

2 108 000

=

Jo =4y956 = 30.92

= 1,96
a€ 9

8

241.68+142.35462,96+39,88+18,18+6.444%,70+0,37=514.96

n x -y
ZE:.7§ - /514,96 = 22,9
X

g

nﬁn@x:é = 0.,954]

30

X

Kaavan {2.,12) mukainen vili on

(9 522 770, 9 886 794)

ja kaavan (2.13) mukainen vali on

(9 577 290, ¢ 832 270},

Syt

et

[—







{2.14}

(2.15)

{2.16)

(2.17)

(2.18)

kg

VMerkitdan ikaryhmsn I, johon ikaryhmisn kuuluvat
olkoot vuonna v,+l x-ikzisi#, kaavan (2.9) mu-

kaista rahastoidun elikkeen ennustet:a
R R;
Ex(vt+l) = kaavan (2.9) B (vt+l)

Talloin on koko kassan vastaisen vanhuuselikkeen
vakuutusmaksuvastuun ennuste

. R' ' _
szX (Vt-l-]L) S}{
N

Merkitasn ikarybmin I kaavan (2.7) mikaista van-
huuselsakevastuun odotusarvoa

o

B Ry
*

v+1)

v, +1) Sy = kaavan (2.7) E (v

t

Talloin koko kassan vastaisen vanbuuselikevastuun
cdotusarve on

R arm
BS =§;E:X(vt+1)s}c

Tarkastellaan vastaisen vanhuuselékevastuun
odotusarvon ja ennusteen erotuksen isseisarvoa
€iind erikcistapauksessa, ettd jokaisessa ikid-
ryhmdssd uusien palkkasumma én 100n, % vanhojen
palkkasummasta.

A= E:Ei(vt+l)§§”EiE§ (vt+l)§x
X
Tgslloin
= R R’
A = E:Sx Ex(vt+l)'Ex (vt+1)i

Epayhtdlon (2.6 perusteella tiedetiin etta
= R R’ “%—'L é
Z:leEx(vt+l)-Ex (vt+l)lﬁ 24SX2hl Ex(vt+l)

Yllaolevan ja epsyhtdlén (2.18) perustesells patees
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{2.20)

(2,2%)

50
Az 3h) p ER(v,+1)S,.

Ennuste (2.14) poikkeaa yhtalion
(2.16) mukaisesta odotusarvoste korkeintaan
50h, %eia,

Pyritasdn selvittdmadn sisaltyykd ennuste (2.14)
konfidenssivaleinin (2,12) tai (2.1%).

Suhde

ilmoittaa montako % ennusts voi korkeintaan
poiketa odotusarvosta, jotta se vield sisaliyie
el konfidenssivdliin (2.13), Johdetiaessa ika-
ryhmittaisille konfidenssividlille vestazavaa lau-
seketta rahastoidut elidkkeet (nimshin eivit ole
tiedossa) supistuivat, Yllsolevasta lausekkesg-
ta ne eivat sunistu. Johdetaan epiyhtdic ylls-
olevalle lausekkeelle, Yhtdlon (2.8) j& epayh-

talgn (2.6) perustesella

R <t R’ "
a_d EETE {(ve+l) ag 1~%h EiE {ve+l)
100 b vt > 100 shy ) ¢

EEi(vt**'l )gx\/E - l+ph1 Lj{ v%_!_l JH\
Jos epdyhtals

2008, § (1-3 1) S BR (v, +1)

(1+§h1);E:EX (ve+l) XJE“\

100h¥f

pédtee on ennuste konfidenssivalin (2.1%) si-
sdllda. Vastaava lauseke voitaisgi johtaa myos
konfidenssivalille (2,12).
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teenveto

Tdssd luvussa olevan esimerkin verusteella
lausskkeen (2.20) suhde on suuruusliuokkaa

127 491 {oheisessa ngvt+l)
100 = 1.3 % on korvattu
9 704 782 R: )
Exgvt):lla)

T&lloin on epsyhtzlon (2.21) oikea puoli 'suu-
ruusiveokkaa: pienempi kuin 2.6 % v,

Saman esimerkin perusteella kaavan (2,1%) mu-
kaisssta konfidenssivdlistd voidaan laskea vas-
taava suhde

9 704 782 - 9 522 770
100 = 1.9 %
9 704 782

Jos konfidenssivalista {2.13) lihtien johdetw
taisiin epayhtalén (2.21) vastaava lauseke, oli-
si sen oikea puoli "suurnusluokkaa: pienempi
kuin 3.8 % ",

Kun epéyht&ls (2.21) johdettiin tehtiin oletia-
mus, ettd kaikissa ikdryhmissd uusien palkkasum~
ma oli 100hy % vanhojen palkkasummasta,

Epdyhtaldn (2.21) asettama rajoitug saattas
edelldasanctun .perusteella ollea kKédytennossd suhe
teellisen "kova" rajoitus.

Lasketaan vield luvun II.3 esimerkissa clevasta
konfidensgivalistd suhde

9 704 782 - 8 979 518

100 = 7.5 %,
9 704 782

Koska {2.14) mukainen ennuste poikkeaa odotusar-
vosta korkeintaan 50h; %:1la, voisi 100hy % olla

ko, esimerkin valossa 1% % suauruusluokkaa.

Ikaryhmgkohtainen tarkastin (2.10) tuntuu mie-
lekkdaaltsd, kunhan vain ar valitaan tarpeecksi pie-
neksi, jotta koko kassan vanhuuselizkavastuun sn-
nuste (2,14) sisaltyvisi "riittavalls varmuudella'
sen odotusarvon konfidenssiviliin (luvun I1.3
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vdliin (3.6) tai (%3.5)) merkltsevyy itasolla £
Tdlldin ¢ jag :n keskindinen suhde tulisi szada
selville, dJoka tapauksessa ¢ jace’ ~tulee vali-
ta siten, etta 1“LL1“£ . dJos Josssgin ikdrvhmise-
sd ehto (2.10) ei olisi voimassa tulee ikaryhman
rahastoidut elakkeet laskea henkils hnnk¢}olta.

Kéaytannon vakuutusmatemaattisia laskelmia aja-
tellen tulisi tarkastimen olla (2.21)-tyyvrinen
vyksinkertaisuutensa vuoksi, Palkkojien nousun
erittely palkankorotuksiin ja uusien henkiloiden
palkkasummaan ja vield ik&ryhmittain ei kidytan~
noss#i ehksa ole mahdollista (ainakaan kaikissa
yrityksissa).






