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1. Johdanto

Poisson(u)-jakauman pistetodenndkdisyysfunktio on

o MK
(l) pk(u}=_—'§‘}l_’ k_O’ 1, 2’ ey

jossa parametri ¥ on positiivinen reaaliluku.

Poisson—jakauma on yksi tunnetuimmista ja eniten kiytetyisti
diskreeteistd todennidkdisyysjakaumista. Erinomaisessa kisi-
Kirjassaan [6] Haight luettelee joitakin sen sovellusalueita:
teollisuus, maatalous ja ympidristdtutkimus, biologia, ldike-
tiede, puhelinliikenne, onnettomuudet, kauppa, jonoteoria,
sosiologia ja videstStiede, liikenteenohjaus, sotatiede, hiuk-
-kaslaskurit jne. Timin harjoitustydn aiheen valinnassa on
ldhinnd pidetty silmdll4 vakuutusalaa. Olettakaamme (kts.
Beard-Pentikdinen-Pesonen [4], liite A), ettd riskikollektii-

vin vahinkojen syntymisprosessi toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) lisdykset ovat rilppumattomia
(ii) lisdykset ovat stationaarisia
(1ii) samanaikaiset vahingot ovat kiellettyji.

T4116in todenndkéisyys p(k;t), etts vahinkojen lukumiidri
ajassa t > 0 on k, noudattaa Poisson-lakia

' k
(2) plkt) = py(rt) = e TRV

jossa parametri r > 0 ilmoittaa vahinkojen keskim#&rin aika-
yksikdssd. On edelleen tunnettua, ettd vilttimiton ja riittid-
vd luonnehdinta Poisson-prosessille on, etti perdkkdisten
.tapahtumien vdliajat noudattavat eksponenttijakaumaa paramet-
rina r. Riskiteoriassa vahinkojen lukumdirdi kuvaamaan kdy-






GENERATING POISSON VARIATES
ON A MICROCOMPUTER

Raimo Voutilainen
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The Poisson distribution is important in the mathematical
considerations of both life and non-life insurance. It
lends itself to e.g. birth and death processes and claim
number processes. Simulation of the business flow of a
company often requires generation of Poisson distributed

pseudo-random numbers.

We compare the performance of two highly efficient Poisson
variate generators on a TRS-80 microcomputer. The first
generator is exact and the second one approximative. The
analysis of the algorithms is demonstrated with help of
graphical illustrations. The exact method has reliable
overall performance while the approximative approach provides
‘that the Poisson parameter is medium-sized or large. Imn
those cases the minor programming effort required makes the
approximation an attractive alternative.






tetddn l&dhes poikkeuksetta Poisson-jakaumaa. Luonnollisesti
on otettava huomioon myds yksittidisvahingon koko sekid para-
metrin r dynaaminen muuttuminen. T#itd varten on kehitetty
yleistettyjd Poisson-jakaumia (kts. esim. Beard ym. [4],

luku 3), mutta tédssd tydssd rajoitutaan tavalliseen Poisson-
jakaumaan (1). Huomattakoon, ettd vahinkovakuutuksen riski-
prosessien lisdksi Poisson-jakauma on hyvin merkittdvid henki-

ja eldkevakuutusliikkeen syntyvyys- ja kuolevuustarkasteluissa.

Viimeisten runsaan kolmen vuoden aikana vahinkovakuutusyhtidi-
den solvenssi- eli vakavaraisuuskysymykset ovat olleet Suo-
messa tarkan analysoinnin kohteena. Sosiaali- ja terveysminis-
teridn asettama ja professori Teivo Pentikiisen johtama sol-
venssitydryhmd laati laajan tietokoneohjelman vahinkovakuutus-
yhtidn liikkeen dynamiikan tutkimiseksi erityisesti solvenssin
kannalta. SolvenssitySryhmd on koonnut tydnsid kaksiosaiseksi

raportiksi [10].

Tdmdn tydn aihevalinnan taustalla olivat toisaalta em. solvens-
simallin kdyttdalueen laajentaminen, toisaalta riskiteorian
oppikirjan [4] 3. painoksen viimeistelyn yhteydessd hahmotellut
menetelmédt Poisson-jakauman approksimoimiseksi. Tutkimuksen
pddtavoitteeksi asetettiin mahdollisimman tehokkaan algoritmin
valinta joko tarkasti tai likimidrdisesti Poisson-jakaumaa
noudattavien satunnaislukujen generoimiseksi. Valittavan mene-
telmdn tulee sallia jakauman (1) parametrin y jatkuva vaihtelu,
'ja se sovittiin ohjelmoitavaksi TRS 80 -mikrotietokoneella,
jolla ajettiin pddosa solvenssiprojektin testeistd. Yleispidte-
vyyden ja siirrettidvyyden takaamiseksi ohjelmointikieleksi va-
littiin EXTENDED BASIC.

Suurin osa tidmidn tutkimuksen tuloksista esiteltiin EURO VI -ope-

raatiotutkimuskongressissa Wienissid heindkuussa 1983, kts. f{11].






Z. Tutkittujen Poisson-generaattoreiden kuvaus

2.1, Yleisti

Generoitaessa (pseudo)satunnaislukuja muusta kuin tasajakau-
masta perusaskeleena on ensin generoida satunnaisluku u tasai-
sesta (0,1)~jakaumasta, ja sitten etsii luku k = P_l(u), jossa
I on tavoitejakauman kertymdfunktio. (XKts. [4], kuva 6.8.1.)
Luvut k noudattavat t#118in haluttua jakaumaa, jos luvut u

ovat (riittdvin tarkasti) (0,1)-tasaisesti jakautuneita. Vali-
tettavasti kertymdfunktion kdinteisfunktio on harvoin ekspli-
siittisesti laskettavissa, ja F_l(u):n laskenta vaatii hakua
taulukosta, johon F-arvot on ennalta laskettu. Timi on melko
hidasta, esim. Poisson-jakauman (1) tapauksessa hakuprosessin
aikavaatimus on perdkkdishakua kiytettiessd 0(u), binddri-
haulla 0(log u ). Sitd paitsi parametrin u vaihtuessa taulukko
on aina luotava uudestaan. Pienilli H:n arvoilla tulevat
generaattorit kuitenkin kdyttdvdt tdllaista taulukkoinversiota.

Keskeisestd raja-arvovidittimisti seuraa, ettd jos F ja N ovat
Poisson- ja standardinormaalijakauman kertym#funktioita, on

suurilla p:n arvoilla voimassa:
(3) F(k) m N((k-p) / vu).

Tdtd tdrke#dd havaintoa ei kuitenkaan voi suoraan kdyttdd hyvik-
si Poisson-lukujen generoinnissa, ellei p ole hyvin suuri.
Normaalijakauman oikea hdntid on nimittiin matalampi kuin vastaa-
van Poisson-jakauman, ja erityisesti vakuutussovelluksissa
huomattavan suuret yksittdishavainnot ovat ratkaisevan tirkei-

ta.

Sitd seikkaa, etti normaalijakauma on enemmdn tai vihemmdn tark-
ka approksimaatio Poisson-jakaumalle, voidaan kuitenkin kivt-
tdd, jos jotenkin korjataan virhe, joka aiheutuu Poisson-jakau-
man vinouden unohtamisesta kaavassa (3). T#mi on ideana molem-
missa valituissa generaattoreissa, vaikka ne ovat muussa suh-
teessa hyvin erilaisia. Erityyppisten generointiprobleemojen
palauttaminen normaalisti jakautuneiden satunnaismuuttujien






generoinniksi on yleisesti kdytetty keino, koska normaalimuuttu-
jien gemerointia on perin pohjin tutkittu, ja aiheesta on jul-
kaistu lukuisia kdytdnndllisiid algoritmeja, kts. esim. Ahrens-
Dieter 1] ja Knuth [8].

2.2. Ahrensin ja Dieterin algoritmi

Valituista geﬁerointialgoritmeista ensimmdinen on Ahrensin ja
Dieterin menetelmd [3]. Témdn ja erdiden aikaisempien Ahrensin
ja Dieterin tutkimuksien l#htdkohtana on seuraava D. Knuthin
csittdméd tutkimustehtdvd ({81, luku 3.4.1, harjoitustehtdvi 22):
"Can the exact Poisson distribution for large p be obtained

by generating an appropriate nonmﬂ_deviafe, converting it ot

an integer in some convenient way, and applying a {possibly

complicated) correction a small percent of the time?"

Sekd diskreettien etti jatkuvien satunnaismuuttujien generoin-

nissa sangen yleinen menetelmid on "hyvdksy-hylk#i -tekniikka"

(acceptance-rejection technique). Kohdejakauman asemasta siini
muodostetaan satunnaisluku jonkin helposti laskettavan majo-
ranttitiheysfunktion midrittelemdstd jakaumasta, ja timi luku
hyvéksytﬁéh todenndkdisyydelld, joka yhtyy tavoitejakauman
rtiheysfunktion ja sitd ylh#841td rajoittavan apufunktion arvojen
osamddrddn tdssd pisteessd. Hyvidksyminen tai hylk#idminen rat-
kaistaan kidyttimdlld tasajakaumageneraattoria. Majorantti-
funktio, jota usein mySs kutsutaan "hatuksi", midiritellsin
tavallisesti paloittain siten, ettid vaikeasti laskettavien
jakauman hintien hattuna on esim. yksinkertainen eksponentti-
funktio. Menetelmdn kriittinen kohta on em. osamiirin laske-
minen, jossa usein joudutaan turvautumaan vaikeahkoihin sarja-
kehitelmiin. Tuloksena olevan generointialgoritmin tehokkuus
riippuu ratkaisevasti myds siitd, kuinka tarkasti hattufunktio
approksimoi tavoitejakaumaa: esim. yksinkertaisten porrasfunk-
tioiden kdyttd johtaa tavallisesti liian lukuisiin hylkédyksiin

ja aikaa vieviin tasajakaumageneraattorin kutsuihin.

Y114 mainitussa lainauksessa Knuthin oppikirjasta [ 8] viitataan
mahdollisuuteen kiyttd4 normaalijakaumaa Poisson-jakauman
hattuna. On kuitenkin helppo n#dhdd, ettd Poisson-jakauman

oikea hédntd ei mahdu mink#in normaalijakauman tiheysfunktion






alapuolelle. Artikkelissa [2] Ahrens ja Dieter kidyttivit hattu-
na kaksiosaista eksponenttifunktiota. Julkaistu algoritmi oli
erittdin merkittdvd, koska se oli ensimmiinen eksakti Poisson-
generaattori, jonka aikavaatimuksella on tHysin y:std riippuma-
ton yldraja. Ainoa menetelmin tarvitsema apugeneraattori on
(0,1)-tasajakaumageneraattori. Numeerisesti pahanlaatuisista
laskutoimituksista selviidmiseksi algoritmissa kdytetidin kaksois-
tarkkuuden aritmetiikkaa, joka todennikdisesti heikent#di sen

kdytettdvyyttd mikrotietokoneessa.

Vuonna 1982 Ahrens ja Dieter julkaisivat edellistd tehokkaamman
algoritmin {[3], joka on ilmeisesti t#11# hetkelld nopein eksakti
Poisson-generaattori. Algoritmi sallii jatkuvan u-parametrin
vaihtelun. Sen FORTRAN-versio Siemens 7760 -tietokoneella ku-
luttaa yhden Poisson-luvun generoimiseen keskimifrin 100-150
mikrosekuntia riippuen siit4d, onko p kiinted vai vaihdellaanko
sitd toistuvasti. Tdmd edellyttdid, ettd algoritmin kutsumat
apugeneraattorit ovat saatavissa konekielisinid. Jos koko algo-
ritmi ohjelmoidaan konekielelld, generointiaika putoaa 50-90
mikrosekuntiin, joka on jo varsin ldhelli yksinkertaisen tark-
kuuden logaritmin suoritusaikaa (esim. Siemens 7760:114 50 mikro-
sekuntia). Nidin ollen voitaneen olettaa, etti eksaktin Poisson-
- generoinnin tehostaminen tdstd ei endi ainakaan oleellisessa
mddrin ole mahdollista, ja artikkelin [3] algoritmi valittiinkin

tdssd tydssd ohjelmoitavaksi ja kokeiltavaksi.

Ahrensin ja Dieterin algoritmi approksimoi Poisson-jakaumaa
sellaisella diskretisoidulla normaalijakaumalla, etti vasemman
hdnnédn ylimddrdisells todennikdisyysmassalla on sama pinta-ala
kuin oikean hidnndn "vajauksella'. Oheisessa kuvassa l, jossa
‘4 = 10, Poisson- ja normaalijakaumien pistetodenndkdisyysfunk-
tioita merkitdin pk:lla ja fk:lla. (Luvut fk ovat standardi-
normaalijakauman tiheysfunktion integraaleja vastaavien vilien
yli.) Kéytettdvd "diskreetti normaalijakauma" ei selvidstikiin
ole Poisson-jakauman hattu hyvdksy-hylkdi -tekniikan tarkoitta-
massa mielessd. Se ei edes ole tasaisesti paras Poisson-jakau-
man normaaliapproksimaatio. Se on huolellisten kokeiden jdlkeen
mddritelty siten, ettid Py < fk kaikilla k < m ja Py 2 fy kai-
killa k > m, missd m < L = |y - 1.1484] , josu > 10. (l] on
lattiafunktio eli argumenttinsa kokonaisosa.) ‘
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Huomattavasti yksinkertaistettuna Ahrensin ja Dieterin algoritmi

on seuraava:

Algoritmi PD (input: parametri n, output: Poisson(u)-jakautu-

PD1.

PD2.

PD3.

nut satunnaisluku K)

Jos M > 10, mene askeleeseen PD2. Muussa tapauksecssa

laske K taulukkoinversiolla ja lopeta. (Jos u on
sama kuin edellisell#d kutsukerralla, ei Poisson-kertymid-

funktion arvoja tarvitse laskea uudelleen.)

Generoi satunnaisluku T N(0;1)-jakaumasta ja aseta
K « [u + /uT] . Jos K > L (kts. ed.)
hyviksy K ja lopeta (pg 2 £

(pK < fK.) Hyvdksy-hylkdi -testi: Generoi U (0,1)-tasa-
jakaumasta. Jos U < Py / £y, hyviksy K ja lopeta.
(Varsinkin suurilla u:n arvoilla Pgn ja fK:n laskenta

on tyoldstd ja vaatii mm. Stirlingin approksimaatiota ja
Hermiten polynomeja. U:ta voidaan kuitenkin verrata
vksinkertaiseen funktioon Zp £ Dy / fK’ jolloin Pyg:n

ja fK:n laskenta on tarpeen vain, kun U > Zg. Zyp on

Py / fK:n tarkka ala-arvio; kuvan 1 tihdet osoittavat

2pfrin olevan ldhelld Pgita.)
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matta hyvin nopeat laskutoimitukset riittdvit yli 90 %:ssa
tapauksia. Kun ¥ > 10, algoritmi kutsuu normaalijakaumagene-
raattoria askeleessa PD2, tasajakaumageneraattoria askeleissa
PD3 ja PD4 ja standardieksponenttijakaumageneraattoria (para-
metri 1) askeleessa PD4. Tarkemmat yksityiskohdat kdyvdt ilmi

artikkelista [31].

2.3. Pentikdisen ym. approksimaatioalgoritmi

Toiseksi Poisson-generaattoriksi on valittu approksimaatio-
menetelmd, joka on hahmoteltu Pentikiisen ym. riskiteorian
oppikirjan tulevassa 3. painoksessa [4]. Normaalijakauma on
tyypillinen kaksiparametrinen jakauma, jota voidaan kdyttdd
annetun jakauman approksimoimiseen ja jonka keskiarvo ja keski-
hajonta voidaan sovittaa tismidmddn alkuperiisen jakauman
vastaaviin momentteihin. Timi toteﬁtetaan usein sovittamalla
standardi N(0;1)-jakauma normeerattuun kohdejakaumaan. Miti
vinompi alkuperdinen jakauma on, siti heikompi on approksimaa-
tio. Vinous voidaan ottaa huomioon kdyttdmdlld epdtédydellisen
gammafunktion kolmiparametrista versiota ([47, 3.5.6, s. 70).
Olkoon Z mielivaltainen satunnaismuuttuja ja olkoon

2z = (Z -w) /o vastaava normeerattu muuttuja. Jos Z ja z

ovat muuttujien Z Jja z vastinarvoja ja jos y on Z:n (ja z:n)
vinous, voidaan osoittaa, etti L:a approksimoiva kolmiparamet-

rinen gammafunktio on muotoa

a+rzVa _ _
(4) S(z) = S(2Z) = T(a + zVa, a) = —=% e %1 gy
(o) 0
(z > -Va),
jossa a = 4/Y2 . Kertymdfunktion (4) miirittelemdlls jakaumal-~

la on sama odotusarvo (=0), keskihajonta (=1) ja vinous ¥y

kuin z:lla.

Gammafunktion (4) numeerista laskentaa varten oppikirjan [4]
tekijdt suosittelevat potenssisarjakehitelmidi, jos Y on verrat-
tain suuri. Pienid Y:n arvoja varten he ehdottavat seuraavaa

Wilson-Hilfertyn approksimaatiokaavaa‘(kts. (71, luku 17.5):






(5) S(2) ™ N(ey + ¢,(z + c) /3y,
jossa
(6) 1= W6 -6/, ¢y =32/t o = 2y

Nditd tuloksia sovelletaan nyt Polisson(i)-satunnaismuuttujaan

k. Normeeraamalla saadaan
(73 z = (k -u + 0.5) /vu.

Erona kaavan (7) ja yhteyskaavan (3) s. 3 vidlilli on jatkuvuus-
korjaus 0.5, jonka voidaan odottaa nopeuttavan z:n jakauman
suppenemista kohti N(0;1)-jakaumaa, kun M kasvaa. Samanlaisen
korjauksen tekee mm. Rubinstein (9], kaava 3.7.28 s. 103.
Ottamalla vield huomioon, ettd z:n (ja k:n) vinous on 1/7u,
saadaan algoritmi Poisson(u)-muuttujan generoimiseksi: Aluksi
generoidaan satunnaisluku y N(0;1)-jakaumasta. Kaavan {(5) mu-

kaisesti kirjoitetaan

(8) y = oyt o,z v c)t/?

Sijoittamalla yht#1l66n (8) termit (6) ja (7) ja ratkaisemalla
k ndin saadusta yhtdl&stid tuloksena on

1 1.3
(9) k=m(y+6\/u-m —]J-O.S

Jos lauseke (9) on negatiivinen, k hyldt#in, uusi satunnaisluku
Yy generoidaan ja rivin (9) laskutoimitus toistetaan. (Lauseke
(9) voi kidytdnndssi olla negatiivinen vain pienilli w:n arvoilla,
jdilla menctelmdd ei ole tarkoitettu sovellettavaksi.) Muussa
tapauksessa hyviksytiin k] Poisson(u)-jakautuneeksi satunnais-
luvuksi. (Vaihtoehtoisesti k voitaisiin pySristii ldhimpédén
kokonaislukuun = lx + O.SJ, mutta samaan tapaan kuin esim.
Rubinsteinin [9] kaavassa 3.7.29 s. 103 tdssi on valittu |k].
Kyseeseen tulevalla ti-alueella t#lli seikalla ei ole sanottavaa
merkitystd.) Korostettakoon vield, ettd ollakseen tarkka menc-
telmd vaatii melko pienen vinouden Y, ts. U:n on oltava melko
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suuri. Témidn tutkimuksen keskeisii tehtiviid oli kokeellisesti

selvittdd alhaisimmat kyseeseen tulevat U:n arvot.

Z.4. Apugeneraattorit

Koska molemmat edellid kuvatut Poisson-satunnaislukugeneraattorit
tarvitsevat aliohjelmakseen N(0;1)-generaattorin, oli ensin
16ydettdvd tehokas normaalijakaumageneraattori, joka soveltuisi
lausekieliseen ohjelmointiin. Boxin ja Mullerin tunnettu
sini-kosini -menetelmd [5] oli osoittautunut kdyttdkelpoiseksi
solvenssiprojektissa., Toinen tidssd tydssi testattu tehokas ja
eksakti algoritmi on Ahrensin puolisuunnikasmenetelmi, kts. [1].
Koska Boxin ja Mullerin menetelmi on huomattavasti vksinkertai-
sempi ja TRS-80:n BASIC-ympdristSssid vain 20-30 % hitaampi,

se valittiin Poisson-generaattorien aliochjelmaksi.

Ensimmdinen Poisson-generaattori tarvitsee myds satunnaislukuja
standardieksponenttijakaumasta. Tidmi on yksi harvoista stan-
dardijakaumista, joille voidaan laatia satunnaislukugeneraattori
kddntdmdlla eksplisiittisesti kertymidfunktio. Generaattori on
ddrimmidisen yksinkertainen: Generoi ensin satunnaisluku u
{0,1)-tasajakaumasta, sitten laske ja tulosta x = -1n u.
Korkean tason ohjelmointikieltd kiytettiessid tidmid menetelmi on
nopein mahdollinen (vrt. Ahrens-Dieter [1], s. 8§76), joten se
valittiin tdhédn tafkoitukseen. (0,1)-tasajakaumageneraattorina
kdytettiin TRS-80:n LEVEL II BASIC -jdrjestelmidn systeemi-
funktiota RND(0).

3. Generaattoreiden tietokonetoteutus

3.1. Kiytetty tietokonelaitteisto

Luvussa 2. kuvatut Poisson-generaattorit ohjelmoitiin ja tes-
tattiin TRS-80 model I -mikrotietokoneella, johon on kytketty
laajennusliitdntd, kirjoitin, piirturi ja kaksi minidisketteji

kdyttdvdsd levyasemaa. Sanan pituus on 8 bitti#, ja keskus-
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muistia on 48 kilosanaa. Prosessorin vksinkertainen tarkkuus
on 7 desimaalia (kaksoistarkkuus on 17 desimaalia, mutta sitid
el tdssd sovelluksessa tarvinnut kdyttdd). Kiytdssd oli
EXTENDED BASIC ~-tulkki, vaikka ohjelmien nopeuttamiseksi olisi
mahdollista kdyttdid myds BASIC-k&dntidjd4. Generaattoreiden
yhteyteen laadittiin ohjelman osat, jotka mahdollistavat yhtey-
den prof. Pentikdisen matrilsinpiirto-ohjelmiin. N#itd ohjel-
mia kdytettiin luvussa 3.4. ja liitteessi 1 olevien graafisten

esitysten valmistamiseen.

3.2. Ohjelman kdyttds

Molemmat generaattorit sisdlt#dvin BASIC-ohjelman listaus

on liitteend 2. Ohjelman rakenteesta todettakoon vain, ettid
alkudialogin ja middrittelyjen jilkeen seuraa Ahrensin ja
Dieterin algoritmi riveilli 3240-3600, ja Pentik#disen ym.
-algoritmi riveilld 3680-3780. Viimeksi generoitu satunnais-
luku on muuttujan K arvona, ja se talletetaan tarpeen mukaan
tulostuspuskuriin (rivit 3850-3880) ja frekvenssitaulukkoon
levylle viemistd varten (rivit 3890-3980).

Ohjelman toimintaa selventdi erd#n esimerkkiajon sydttd-tulos-
tus -dialogi liitteessid 3. Alkutiedonantojen jilkeen kone
kysyy, kuinka monta Poisson-lukua ensimmiiselld u:n arvolla
generoidaan. Esimerkkiajossa kdyttdjd haluaa tulostaa satun-
naisluvut sekd koota niist#d graafisen esityksen, joista
esimerkkejd on liitteessd 1. T#mé#n jdlkeen annetaan ensim-
mdinen Polsson-parametri, ja valitaan jompi kumpi kahdesta
generaattorista. Ensimmdinen valinta on Ahrensin ja Dieterin
menetelméd, ja suorituksen alussa ja lopussa kone ilmoittaa
generoitavien lukujen midrdn, p-parametrin sekd pdiviyksen
kellonaikoineen. N&ami kontrollirivit tulostuvat my6s kirjoit-
timelle. Niiden vdlissd on 200 Poisson(50)-jakautunutta sa-
tunnaislukua 10:n erissid, kuten liitteen 3 jidlkimmdiseltd
sivulta nihd4in. Koska luvuista halutaan graafinen esitys,
kone kysyy, milld nimelld laskettu frekvenssivektori halutaan
tallettaa. Jos levytalletus onnistuu (disketilli on tilaa),
generointia voidaan vdlittomidsti jatkaa. T#114 kertaa kdytti-
jd haluaa 100 Poisson(50)-jakautunutta satunnaislukua, jotka

halutaan kirjoittimelle, mutta joita ei vidlitet#d tallettaa
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frekvenssitaulukkoon. T#114% kertaa kdytetddn Pentikdisen vym.
approksimaatiomenetelmid. Jos parametri on pieni, voidaan
‘tdssd valheessa kdyttdjidn harkinnan mukaan siirtyi taulukko-
inversioon. (Tdmd ohjeclman osa on yhteinen molemmille gene-
raattoreille.) Generaattorin saatua tyénsid valmiiksi ohjelma
kysyy, halutaanko generointia edelleen jatkaa. Téssi tapauk-
sessa el haluta, ja nyt on tilaisuus tallettaa levylle korrek-
tit Poisson-todenndkdisyydet simuloinnin tulosten arvioimisek-
si (vrt. porrasfunktiot liitteessd 1). Tdss# vaiheessakin
voidaan vield palata generoimaan uusia satunnaislukuja. Nor-
maalissa tuotantokdytdssd testiajojen ulkopuolella simulointi-
tulosten graafisella tarkastelulla ei tietenkiin yleensid ole
merkitystd, koska menetelmien tarkkuus on tidssi tybssd tyh-

jentdvidsti selvitetty, kts. luku 3.4.

3.3. Muistitila- ja aikavaatimukset

Tarkasteltava BASIC-ohjelma mahtui 2.5:1le minidisketin uralle,
joten sen tallettaminen vaati n. 6.25 kilotavua. (Disketin
kapasiteetti normaalikiytSssid on 87.5 kilotavua.) Niinpi
ohjelma vie keskusmuistissakin vain murto-osan kdyttdjidlle

varatusta muistialueesta.

Molemmilla testatuilla menetelmilli on se erinomainen ominai-
suus, ettd yhtd satunnaislukua varten kidytettdvid aika ei kasva
u:n kasvaessa. Tilanne ei kummassakaan algoritmissa oleellises-
ti muutu, vaikka W:t4 vaihdeltaisiin jatkuvasti. Luonnolli-
sesti aikavaatimus on vaadittujen Poiséon—lukujen lukuméidrin
lineaarinen funktio. Menetelmien ajankdytdssd ei ollut merkit-
tdvéd eroa mill#dn M:n arvoilla. Xun p > 10, syntyi vain
muutaman prosentin eroja. Ilmeisesti menetelmd 1 onnistuu
tehokkaasti vilttdmddn suurimmassa osassa tapauksista askelten
PD3 ja PD4 hankalat laskutoimitukset, kts. luku 2.2., ss. 6-7.
Vaikka samalla ohjelmakoodilla voitaisiin nykyaikaisella suur-
tietokoneella generocida tuhansia satunnaislukuja sekunnissa,
saatiin nyt vain 3-4 Poisson-lukua sekunnissa. Henkil®dkohtai-
sessa tietojenkésittelyssé tdméd lienee kuitenkin riittdvai

useimpiin sovellutuksiin.
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3.4, Tarkkuusarvioita

Menetelmien tarkkuutta testattiin graafisesti. Koska mene-
telmd 1 on eksakti, menetelmivirhetti ej ole, ja tarkkailtavak-
$1 j44 simulointivirhe. Riittd4 siis tutkia, kuinka monta
satunnaislukua on generoitava, jotta niiden jakauma olisi
riittdvén lzhelld tarkkaa Poisson-jakaumaa. Liitteen 1 kuvis-
sa tarkat'Poisson-todennékéisyydet on piirretty katkopylvdini
pienilld y:n arvoilla, ja porrasfunktiona keskisuurilla p:n
arvoilla. T&118in porraskohdat ovat vastaavien pylvédiden kes-
kikohdassa, ja pylvisti vastaa oikeanpuoleinen porras. Niin

menetellen kuviot on saatu paremmin erottumaan toisistaan.

Kun p < 10, menetelmd 1 kdyttii taulukkoinversiota. Esimerkki-
“tulokset 100, 300, 1 000 ja 10 000 luvun generoinnista jakau-
masta Poisson(5) ovat liitteen 1 sivulla 1. Slmu101nt1v1rhetta
ja tarvittavien lukujen midrdd arvioitaessa tulee varmistua
erityisesti siitd, ettd oikeanmuoleinen hint# on suunnilleen oikean
muotoinen. 3 000 generointia antaa jo varsin luotettavan kuvan
jakaumasta. Jakauman keskelli saattaa vieli esiintyd satunnai-
sia piikkeja, vrt. liitteen 1 sivu 2 (0 = 30): Sivu-3 antaa
kuvaa suppenemisesta suuremmilla u:n arvoilla (t#ssi u = 1 0003}.

Menetelmd 2 on likim#iriinen, ja sen tarkkuuden veoi odottaa
kasvavan pu:n mukana. Kuten luvussa 2.3. todettiin, siti ei
ole lainkaan tarkoitettu hyvin pienille M:n arvoille. Niissid
tapauksissa lauseke (9) s. 9 on useammin negatiivinen, ja
hylkdykset lis#dvit ajankulutusta. Lausekkeen (9) mdirittele-
méssd Wilson-Hilfertyn jakaumassa on vasemmalla hdnndl114 suuri
ylijéddmd, joka vihenee u:n kasvaessa, kts. liitteen 1 sivu 4.
Sivu 5 osoittaa konvergenssii u:n arvolla 50. Wilson-Hilfertyn
jakaumassa on vield selvi vééristymé,'mutta oikea hdnti alkaa
olla l8helld oikeaa. w:n arvolla 85 s. 6 approksimaatio
edelleen paranee. Suuremmilla p:n arvoilla menetelmien 1 ja 2

vdliset erot vihitellen hdipyvit, kts. u = 1 000 s. 3 ja 7.

Tdmdn tydn pddtehtdvid on menetelmin 2 kdyttdkelpoisuuden arvioi-
minen. Hiiritsevi piirre liitteen 1 kuvissa on se, ettd niissé
simulointi- ja menetelmidvirheet vaikuttavat pddllekkdin, eiki
niiti varsinkaan jakauman kriittisen cikean h#nnidn osalta ole
mahdollista erottaa toisistaan. Jotta simulointivirhe saatai-
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siin tarkastelusta tidydellisesti eliminoiduksi, on kuvassa 3
laskettu Wilson-Hilfertyn jakauman tiheysfunktion suhteellinen

virhe verrattuna vastaavan Poisson-jakauman pistetodenndkdi-
syysfunktioon. '
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Kuva 3

Pystyakseli on Poisson-parametri yu, ja vaaka-akseli kuvaa
satunnaismuuttujien saaman arvon k etidisyyttd odotusarvosta
hajonnan monikertoina, ts. suuretta (k - w)/vu . Kuvioon on
piirretty tdrkeimmit kuvattavan kahden muuttujan funktion tasa-~
arvokdyrdt maastokartan tapaan. Paksun ja ohuen yhten#disen
kdyrdn muodostamat putket rajaavat ulkopuolelleen alueen, jossa
Poisson-jakauman vasemman/oikean hinnin todenndkdisyysmassa

on alle 10_4. Katkoviivavyohykkeen ulkopuolella hintien massat

ovat alle 10‘3.

Kuvan 3 kartan mukaan on helppo pddtelld, onko Wilson-Hilfertyn
appfoksimaatiota turvallista kdytt#d. Sovelluskohteesta ja
tarkkuusvaatimuksesta riippuen hyvaksymlsraja lienee jossakin
M:n arvon 100 tienoilla.
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4. Johtopiitdksii

Kuten luvun 3 tietokoneanalyysistid kdy ilmi, eksaktia menetel-
mdd 1 tulisi k#dyttd4, n. u-arvon 70 alapuolella. Jos molemmat
menetelmdt on tietokoneeseen ohjelmoitu, voidaan menetelmii

1 tietysti suositella tidysin turvallisena myds muille paramet-
rin arvoille. Kuten kuvaa 3 tarkasteltaessa todettiin, mene-
telmd 2 on jokseenkin turvallinen parametrialueella u > 100.
Se on huomattavasti helpompi ohjelmoida, joka tekee siitid

suositeltavan ainakin satunnaisessa kdytdssi.

Haluan esittdd parhaat kiitokseni t#min tydn ohjaajalle prof.
Teivo Pentik#diselle kannustuksesta, mielenkiintoisista kes-
kusteluista ja arvokkaista huomautuksista.
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O 3D IF NN COTO 38 Ty
"% 3% IF MUGE GOTO 3510 | i -

LIITE 2(1)

3G 'POISHEM/RRS - P“I‘-‘SD": BENERGATIIANT BY % 2.5,1953 ek
3012 "TERTATTAVAT GENERRRTTORLY DVAT DIETERIN gFl A9AENSIN

78 TEKSEKT] MENETELMA l"P.E.?‘i TRANG, MATH, SOFTRERE VLB HO G
S2IQ TJUNE 1962 8. 163-1793. JR BEARDIN, FENT .*'m:th o PEEUBEN
Z84E TRISKITEORIAN 3. PRINOHEEN HOR], TEWTAVAN £,8.1

S0 TRALLIRATKATEUASA ESIINTYVA APPHONSIMGATIORLSURITH,

SEEQ LIM AT, FR(T,PP(3S), BOIR), RRUIRY  KPOLBR) H b=t s F2=6, 285185
37D CLE: PRINT " PDLEGON-JAKAUNRGENERBATTORITH

(3EEd PRINT® ==z S

3290 PRINT
3108 PRINT“OHJELMAN TRRKDITUKSENR ON KOKEILLA JA VERTAILLA DIETERIN Jav
118 PRINTRHRENSIN TARKKRR MENETELMAA (MENETELME 1) J& BPPIN®
S1Z8 PRINT*I, PAINOKSESSA ESITETTAVAX APPROKSIMOATIOMENETELMAA®
J13D PRINT" (MENETELMA 2) POTSSON-JRKRUTUNEIDEN CATUNNATSLUKUJEN GENERDIMISEKST,®
314D PRINT"PIENILLA POISSON-PARRMETRIN GRVOILLA KEYTETAAN SAMAG"
3150 PRINT'EKBRKTIA EE\ERDINTIQLGGRITHEQ *
JIEB PRINT
3‘73 INPUTHKUINKR MINTR PO‘SS‘JM—SQ*MIS’_U‘(UP BENERDIDARR" NG
J12Q INPUTTLLOBTETRANKD SATUNNAISLUWIT (K/E¥“:kis
31% INPUT“NCOTAANKD NIISTA GRARFINEN ESITYS (K/E)"sK2%
3280 INPUT “ANNA POISSON-PARAMETRI:MU

SR A= 5A(1)=, 33323 33:R(2) =, 25BR8E2:8(3 =, 20081 18

S282 R(4Y=-, 1BE12E3:A(9)=, 14218781 Q(E)=~, L2B4TT420( T)=, 1252060
3285 FRID=1IFRI1=1:FA()=2FA(3) =B FR(4)=24:FACS) =1 20

3284 FR(EY=T28:FR(T)=5B48:FR(B) =438 FA (9)=3E25RD

S283 @1=, 3963473:02=, BAIBRERT :03=, JsRi=, 1426571 85=, 1869

| S2BE QE=1.B:07=-. B744:08=, BBI33333:09=4, B10=, 252 08=, 51 (=, £55:0D=50, 5

TAT J=@:N=ND:EN=S0ROED HW=INT(SH/ 1B+, B)  KS=INT (MU0) S0 HE=INT (ML 4509
3218 INPUT'VRLITSE GENERAATTORI 1/2%:VA

S22 IF NOTIVA=1 OR YR=2)50%0 3210

3238 IF VA= GOTD 3600 _

3262 PRINT*DIETERIN JR AHRENSIN NURMARLIEKSPONENTTIALGORI ML ¢

245 LPRINT & ¢
<258 LPRINT"DIETERIN JR RHRENSIN NORMAALIEXSPONENTTIALGORITHE,®

SZ5 PRINT“ND="INDs “HU=" s MUI TIMES SLPRINT ND=" 180 *M=" s M5 TIMES -
3382 FOR Dx=1 TO NO:JJ=D:1F VA=3 GOTO 3518

© 3310 NP=MU:S=GRRCHU) DGAHA: L=INT(Mi-1, 1486)
- 3320 GOSUB IB1Z:G-MEHEsT:IF (D GOTO 3358 .

SR8 K=INT(8}:1F Ki=L GOTO 3592

3355 DI=MU-K:t=RED(R) -

3340 IF D) =DI=DI#DI GOTO 3598

333 IF ¥U-MD GOTO 3352

3335 MD=MU:OM=01/S:B1=02/Ml

3368 BI=03+B1+B1:CI=D6+B14B2:L2=B2~ 154 3

3510 C1=BI-ErBZ+4T+{3100=1-BI+ B 2-1 54032 0=05/ MY
3380 IF G(@ GOYD 3429 '

3385 KF=R:G0T0 3448 ,

3330 IF FY-UHFY {(=PY+EXP(PX-FX}GOTO 3592

S4QD UR=RND(@) :E=-LOGILD) t=ANDI(D) tU=Usi-1

410 T=RE+EXSONCID *IF T{(=07 GOTO 3429 _

SE28 K=INT(MS#T) :DI=MI-K:KF=1 1G0T 3440

438 IF CHABS(D) PYSEXP(PX+E)-FY#EXP(FI4E) GOTD 3488
3435 G070 3532

SUBIE KBGO0 UMD e
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LIITE 2(2)

JUET PY=-MU: PY=IUK/FRTKY 1B 3450

J4ED DEOB/K:DESDE-IHDEHDERRE Y=D1 /X

3463 IF ABS(V) {=3R GOTD 3478

34ES PY=KALOG 1+V)-BI-DETR010 3480

JATR PXHRAR (L CCOBTIAB 0T DL 573 ) A2 AT ) 203 D
3688 PY=01/5ER K)

499 X=(EB-D1) /S8 XX=XeYiF {=-0Y

35 FY=0Me( CTHXNCDROHCD RN 10N KF+L GIT0 3390, 3423
3I5H0 MP=R:IF MU=MO GOTD 3538

315 MUMUTIF 1)=INTOMD THEN Me! ELSE M=1NT (WD)

3500 L=DeP=EXP{~-HL) Q=P PP=P

3538 (RRND R :K=011F U (= PR GOTD 3559

3543 IF L=B COTD 2568

3565 JA=4:1F U(=0C GOTO 3558

3547 IF L(=M THEN JA=L ELSE Jo=H

3550 FOR K=JA 70 LiIF U(=PP(K) GOTD 5@

3555 NEXT:IF L=35 GOTD 3538

TED L=L+1:FOR KoL T0 352 PPARI/K: 04pi 2P0 )

3570 IF U4=0 GOTD 3568

3575 NEXT Kil=33:5010 3538

358 L=K

358 IF K18="K* GOSUB 386D

3595 IF K24="K* GOSUB 3500

3680 NEXT 1%

3510 IF Kis="(* GOSUB 4@08 |

3E22 PRINT NO="tND3 “MU=* 5205 TIMES 1L PRINTO NO=* 11 M= 140137 T
3B IF KM="K" SOSUB 4853

3630 INPUT*HALUATD JATHAR GENEROINTIA (K/E)*1K38

366D IF KI$='K* GOT0 3178

JE5B INPUT*HRLLUATKD MUODOSTAR J8 TREL. LEVYLLE TEOR. DIKEAT P-FREMVENSEIT (K/E)™:Kis
IEED IF KeS="KY GUIO 4123

3665 END '
3630 PRIHT’E%R—QPPRDKSIMMTfGQs_aﬂRI‘H’ BY TP ET M. (IR INVERSIO)®

SBEZ LPRIN
3685 LPRINT*GRMMA-RFPROKSINAATIOALGORITAL BY TP ET ML (181 IMVERSID)®

3638 INFUT*VALLITSE INVERSIOMENETELNK (PARGN, PIEHI. %lhéﬂ 33 1AL RPPRDKS.H (RNMA 4)"3vh
STER IF ROT(VA=3 OR VA=6) GOTO 2539 R
v 3718 IF VA3 GOTD 3298 '

- 3720 ' GAMMA-APPROKSIMART I DALGORITHL, T

IT38 PRINT “MB="1NOs“MU=" sHU3TIMES: LPRINT "HO="sh0s " "MU:?H{ES

. 740 FOR I¥=1 7O ND:JJ=B

3750 GOSUB IBIBIK=(Z+EHEM-1/ (G¥EH) K3/ [IBE*SH)-H{H!B

FTed K=INTCKI:IF K@ GOTO 3759

3778 IF K1$="K" GOSUB 3868

3768 IF K23="K" BOSUB 3902

3790 NEXT LE:G0T0 36t

3880 'NORMASLIGENERAATTORT (BDX-MULLERIN MENETELMK),

JBiB IN=-IN:IF 14)D GOTD 3840

SEZB Y1=RND(B):Y2=RND(@) : R=GAR (-2#LOB(X1) ) V=pouer2

3530 T2=RL05(Y) : Z=ReBIN(Y) :RETURN

SB4B I=IT:RETURN o :

S850 TNORMRALIT TULOSTUSTOIMET f@:N ERISSE,

SEED 1F J=1Q LPRINT BU1)iB(Z)$B{313B(4)1B(S)sBIE} +B(TI3B(E11B(9) IBCID) 1B 1)K )=t JJ‘.

3878 IF JJ=B THEN B(J+{)=K:J=J#1

3820 RETURN
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3520 IF MUYSD GOTO 3842

398 IF %393 (010 3%

G928 AR(K+1)=RAIK+1)+] sRETURN

S3B N=N-1IPRINT*K="1Ks" 153" 1RETLRN

3362 IF K{K3 OR X}=HKE GOTC 3978

3258 1A= INT (CK-INTORD /WD T RACTIHAGE D =AR (1 14e51) 48

5362 REIURN

ST70 NeN-11PRINT“K="3Ki KuVION LLKDPUOLELLS, @

5988 RETuURNM

S35 'VIIMEISEN RIVIN TULESTUS

L3 IF J=12 5010 4073

4818 FOR Ji=J+1 TO 1B:BUID=DNEXT 1

4F2 LPRING B(i}'BC'P)'B@):BCﬁ) BIO1IB(BY 1B(TI3BB1IB(INIBLIA)
. ABTE RETURN

406D "FRERV. TRULUZON AR NORMEERAUS JR TALLETUS LEVYLLE,

4DET *MYSE PATSASPIIRRON KESKIPISTEET LAS{ETAGN JA TALLETEIAM,
4830 FOR J=1 T0 18Q:BR(T)=RAC) ATKPII=INT () +{ J-00) +i-B, SENEXT
LE6E INAIT'TALLETEETAVAN VEKTORIN NIMT (IUMN EIFIRTTA)*1VES
470 ViS=VES+H /AT 10PN D, 1, V18

- ABED FER J=1 70 109:PRINT 1, AR iEXTIFOR J=t 10 108 FRINT 81, R0 N TIELUGE

- GE3% PRINT “LEVYTRLLETUS LK. W="1d
4180 FUR J=1 TO 12D:RACT)I=R2NEYTRETLAN
4110 "TEDR. DIKE[DEN FREXVENSSIEN LASKENTA J& TRELETUS,
4128 1F MUYSD GOTO 4178
4138 RACLIZEXP (- IFOR J=2 TO 1DG:RRCII=AB(JI-1 )3/ (J-1)
4148 IF DM AND J(102 AND RA(J) (. BR2BS GUTD 4168
4133 NEXT J:GOT0 4238
4180 FOR J1=J+#1 TO 12@:RACI1=BNEXT J1:6070 4230
. 4178 1F WUYEE BOTO 4228

- G160 RB=EXP(-HD o .

4133 FOR J=1 TO INT(RU)+43:88=AB+M0/T

4280 IF D=INT(MU-58 THEN BROJ-INT(MU451)=08

4212 ¥EXT J:GIRD 4230

4228 PRINT*FREKV. LASKENTA EI ONNISTU - THLISI GLIVUDTOL *:0070 4208
4230 INPUT'TRLLETETTAVAN EKSRIG IN VECTORIN NIMI (JLM. LIZT.)®3VE$
4249 Vis=VES+*/DATI1*SOPENO", 2, VIS
CAZ3R FOR J=t 7O 1BB:PRINT ﬂ:ﬂﬁ{ﬂ'ﬂﬁ.‘ﬂ CLOsE
-A26D PRINT-LEVYTALLEIUS 0.K.® :
4218 FOR J=1 10 1@8D:AR(DI=iNEXT
4282 INPUTHALUATKD PRLATR GENERDINTIIN®IKIS

S 4230 Kis="K"GUTD 3178
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