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ESIPUHE
Aiheen t&hi&n harjoitustehtiviin olen saanut professori Pentikéiselti.

Harjoitustehtdvin tarkoituksena olen ymmartinyt olevan kartoittaa nopean
Fourier-muunnoksen laskennallista kdyttékelpoisuutta yleistetyn Poisson-

Jjakautuman madriimisessi vksittdisvahingon jakautumasta 1&htien.

Harjoltustehtdvd ei sisdlli matemaattisen teorian kannalta mitddn uutta.
Koska taustalla oleva teoria 18ytyy alan oppikirjoista, el tissid yhteydessid

teoriaa johdeta, vaan tyydytiin kursooriseen esittelyyn.

'Taustan esittelemiséksi on valittevissa useita l&htSkohtia kuten karakteris-

tinen funktio (jatkuva Fourier-muunnos), funktioavaruus ja sille kehitetty
numeroituva kanta (diretdn Fourier-sarja) tai toisaalta darellinen, diskreet-

ti Fourier-sarja.

Kukin lihestymistapa valaisee Fourier-muunnoksen luonnetta hieman eri tavoin.
Koska nopean Fourier-muunnoksen algoritmi kohdistuu rimenomaan &irellisen,
tasavdlisin muuttujan arvoin lasketun sarjan muunnokseen, olen valinnut

tAmin myds l&htSkohdaksi tisss harjoitustydssi.
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DISKREETTI FOQURIER-MUUNNOS

Tarkastelemme &3rellistd, kompleksiarvoista lukujonoa

~t .
213 nk
= * e N
Yn Z Xk >
k=p -

Jossa ¥ merkitsee konjugointia.

Jatkossa merkitddn tidtd muunnosta
y = Flx) ,

Jjossa y = (yo,..., yN—l)

ja X = (xo,..., XN_l)
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Néin mé&ritelty Fourler-muunnos on ki&ntien yksikfsitteinen ja

-1 _ 1.2

F I

Madrittelemme lukujonoille laskutoimitukset

1)  yhteenlasku

X =X + n=20,1,..., N-1)
*n n n
2} wvakiolla kertofninen
%=\ xgl) e L Xx(i) (n=0,1,..., N-1)
_ (1
= X )\ Xn(l)}
3)  kertolasku
ce D o L 8 o e
= x(g) . x(l} = x(i)' . X(I];)
L}  konvoluutio
N-1
_ (1) (2) ST (1) (2)
x = X (———-—-—an - E’:; " ' XdN-i-n—k
) N-1
(2 (1) _ (2) (1)
) Fe Y - — " Famen-k
jossa
d =0, kun 0 € n-k £ N-1
Ja

¢ =1, kun —(N~1) £n-k< -1

Jja indeksi n saa arvot 0,1,...,N-1.
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Hai1ld midrityksillid voimme todeta Fourier-muunnoksells olevan ominaisuudet

1% RP(F(x)) = Fx
o M | {r) M * (r)
27 P2, A.xTT) =% A FxT)
. =0 =0

3° 7 (x(l) . x(g) ) = F (x(l) ) *F (x(g) )

o R A ST NP MO
Jos joro x onr reaalinen, niin sen Fourier-muunnos
P vy = P{x)

toteuttas

*
Yn = IN-n

&° Jog jonolle x pitee

*
n T *N-n

niin F(x) on reaalilukujen jono

K
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Edella mdaritellylls konvoluutiolla on yhteys satunnaismuuttujién

konvoluutioon:

(1)

N “ A . A 2 . - . -
Jos satunmaismuuttujat X Jja X voivat saada vain kokonaisarvoja

0,1,..., N-1 ja arvon n saamistodennikdisyydet ovat x{i) Ja x(i),

niin satunnaismuuttuja

(1)

4 A A
X =X + X

(2)
gaa arvon n todenndkdisyydelld
min(a,N-1)

- Z (1) _(2)
Xn B x k Xn—k

k=max(0,n-N+1)

eli jos tarkastellaan vain n:n srvoja 0,1,..., N-1

Konvoluutiot eivit ole tidsmilleen samat.
Riittiva ehto samojen arvojen saavuttamiselle on, ebttd
x(l) . x(g) = 0, kun min > N
m. n . =
Fourier-muunnoksen yhteydessd mifritelty konvoluutio on itseasiassa mid-~
ritelty kokonaislukujen renkaassa mod K, kun taas em. todennékdisyysjakau-~

tumia tarkastelemme reaaliakselilla ei—negatiivisiilalkokonaislukuarvoilla.

Ennen soveltamismahdolliisuuksiin paneutumista kiymme kuitenkin lyhyesti
lipi algoritmin, jolla Fourier-muunnos voidaan suorittaa kEytinndssa
tehokkaasti. .
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NOPEAN FOURIER-MUUNNOKSEN ' AT.GORITMI

Nopean Fourier-muunnoksen algoritmi on tehokas tapa laskea arvot Y,

(n=0,1,..., N-1) sarjalle

. N-1 2% ink
B N
¥, = E X, e (n=0,...,8-1)

=0

Nopean Fourier-muunnoksen algoritmissa valitaan N erikoisella tavalla,

nimittdin siten, etti
N=2 (r = positiivinen kokonaisiuku)

Ja perustetaan lukujonojen indeksien laskenta r-bittisilie binddriluvuille.

TE118in kukin indeksi n on ilmoitettavissa r—bittiselld binddriluvulla

Ja toisaalta jokainen t#td muotoa oleva luku on kelvollinen indeksi.
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Nopean Fourier-muunnoksen algoritmi on seuraava.

Asetetaan

sk
Z0 (nr_l,nr_2,...,n0) =%

-1
jossa p = E ns2s .
5=0 '

Ja p kdy ldpi arvot O,...,Zr—l.

Téstd alkuarvosta lihtien suoritetaan m:n arveon r saskka muunnokset

Zm (nrnl"'"nr—m+l’0’nr~m—l’""no)

Zm—l (nr4l’""nr—m+l’o’nr—m~l""’no) +
m-2
r—m s
+Zm—l (nrwl""’#r—m+l’;’nr—m—l""’no) x w(2 z;% Mgl ° 27)
Z, (nr—l’""nr—m+l’l’nr~m—l"'"no) =
Zm—l (nr—l"'"nr—m+l’0’nr~m~l""’no) +
m-2
: T _ s
B 1 (nr-l""’nr—m+1’l’nrmm_l""’no) x W(e §=o n._ 4 -2 JR
Jjossa
21\;(:!.}c
Wix) = e
Ja nr—l""’nr—m+l’nr—m—l"' Ja . gsaavat kukin arvot 0 Ja 1 siten, ettéd

kaikki kombinaatiot tulevat kertaalleen ldpikiydyksi kutakin indeksin m ar—

voa kohden.

Algoritmin tulcksena saadaan

Z (no’n1’°"’nr~1) aReY
r-1
Jossa p = E ; n . o% saaden arvot O,...,2r~1.
S=0 -

Tulos on muutoin oikein, mutta jonon alkiot ovat viiridssid Jérjestyksessi

{indeksi bindirilukuna ilmoitettuna on muutoin oikein, mutta bitit on

luettava vastakkaisessa Jérjestyksesss).
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Fourier-muunnoksen tulemme suorittamaan voidaksemme korvata konvoluution
kertolaskulla.

Kaytettyd ohjJelmistoa on olennaisin osin selostettu liitteessd 1.
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3
YIEISTETTYA POISSON-JAKAUTUMAA

VASTAAVA FOURIER-MUUNNOS
Oletetaan annetuksi yksittidisvahingon jakéutuma tasavilisesti pistetoden—~

nékdisyyksin arvosta ¢ alkaen arvoon (N-1) Nsaakka

= todenndkdisyys, ettd vzhingon suuruus on k&N

Sk
Tatad vastaava yleistetty Poisscn-jakautuma voidaan vastaavasti kuvats

pistetodenndkéisyyksin ja jos merkitidin

todenndkSisyys, ettd vahinkomeno on k Z\

. Py
voldean v81illd k = 0,1,..., N~1 laskea yleistetty Poisscn-jakautumsa

- oo k

- zz 1 okk
P, = © * X! *
k=0

Jjossza

vahinkojen lukumddrin odotusarvo ja
viittaa k-kertaiseen yksittdisvahingon jakautuman konvoluutioon

q:
*k
Mik81i PFourier-sarjalle miiritelty konvoluutio olisi identiinen todenni-

kdisyysjakautumalle mddritellyn konvoluution kanssa, olisi
and ""q
- . alF(s)-1) . _e qF(s)
Fip) = e | eli p T F{e )

R

(g5 8yseees sy )

]
1l

Jja
p 7 (pos pl’..l.: pN_ln"
Konvoluutiokidsitteiden eroavuudesta johtuvaa virhettd olen jatkossa nimit-

‘ tényt konvoluutiovirheeksi.
n ¢ ollessa pileni ja otettaessa yksittiisvahinkojakautuma riittivin

f

Parametri
tihefisti Ja riitté&vin suuriin vahingonarvoihin saakks voidasn odottsa sasta-

van suhteellisen hyvid arvoja erityisesti jakautuman alkupddssi.
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KAHDEE YLEISTETYN POISSON-PROSESSIN
FOURIER-MUUNKOSTEN SAMANATKATNEN
SUORITUS

Kun 1&hté~ ja tulosjonot ovat reaaliset, voidaan prosessi suorittaa yhtTaikasa

kahdelle eri jakautumalle, kunhan termien midr#i on molemmissa sama.

(1) . _(2)

Ta4116in 13htdjakautumista s Ja s muodostetaan jono
co DL (2
Merkit&in
1 1 2 2
y = F(s) R R A O
Jjolloin
1 . (2}
y=yH iy
. (1) .. (2) .
Jonojen s Ja s reaalisuudesta seuraa
(1) _ _(1)* . (2) _ _(2)*
Yo T Yyen 18 Yn T Yg-n
jolloin
(L (2
Yo T ¥n *Yp
= (1) (2)
Y en = n ta n

ja edelleen

(1) .1, *
yn 2 yn yN n)
e ;

n 5_(yn—yN ",
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joten suorittamalla Fourier-muunnos kertazlleen saadaan esiin kummankin

jonon Fourier-muunnos.

Tulcksen halutaan muodostuvan Jonon s(l) osalta reaaliosaksi ja jonon s(c)
osalta inaginidriosaksi. Tidten siis '
(1)

(2) _ e qu qu(S ) . e q2 QQF(S

X e + 1 mir-Fe )

(2))
)5

(2)
(1) )

P +1p

e
]

(1)
1 y F(T) g, o F(s
= ﬁ-F(e e -ie “e

jolloin myds tulos saadaan suorittamalla Fourier-muunnos kertaalleen.
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NOPEAN FOURIER-MUUNNOKSEN

| SOVELTAMINEN

5.1

Menetelmidn soveltamiseksi kiytin Fortran-ohjelmointikieltsd ja suurehkoa

tietokonetta.

Soveltamisen kannalta keskeiset kysymykset nidyttividt olevan

sopivan laskentatarkkuuden valitsemiren
vksittdisvahinkojakautuman esittéminen tasavilisin piste-
todenndkdisyyksin ('rakeistus')

tulosjakautuman pistetodennikdisyyksien tasolttaminen
{portaiden tasoittaminen kertyméfunktiossa)

konvoluutiovirheen vihentiminen

Laskentatarkkuuden valitseminen

Fortrania kiyttéesséni oli valittavissani 18hinni

'normaalitarkkuus' eli laskutoimitusten suoritteminen

noin 7,2 numeron tarkkuudella

'kaksinkertainen tarkkuus' eli laskutoimitusten suorittaminen

noin 16,8 numeron tarkkuudells.

Kuvan muodostemiseksi laskentatarkkuuden vaikutuksesta sovelsin nopean
Fourier-muunnoksen menettelyd vakiovaninkoon vahinkojen lukumdidrin odotus-

arvon ollessa yksi. TémZ jakautums oli edullinen siini mielessd, etii

tarkat tulckset voidazn laske=z

yksittéisvahinkojakautuma voidaan esittdid tarkasti kahdella
termilld

konveluutiovirhe voidaan eliminoida ottamalls Jekautuma riittivin
korkeaan argumentin arvoon saakka

tulosjakavtumaa ei tarvitse 'tasoittas®
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Osoittautui, ettd pistetodennikdisyyksien virhe tuloksessa oli

- suuruusluckkaa . lO_6I'normaalilla laskentatarkkuudellat® ja.

==~

- Suuruusluokkaa‘% . ZLO—15 'kaksinkertaisella tarkkuudella',
Tuloksen epdtarkkuus ilmeni saman suuruusluokan virheeni sekd tuloksen
reaali- ettd imagindiériosassa. Arviointiin kiytetty yksittédisvahinkoja—

. ? kautuma sis&itdi paljon C-termeji, joten saatu kuva laskentatarkkuudesta

on aiheettoman positiivinen.

Tuloksena voin kuitenkin todeta, ettid laskennassa on syytd kdyttdi Foriranin
'kaksinkertaista laskentatarkkuutta', joka mydskin on varmasti riittiva.
Tulokset on t&min harjoitustydn osalta otettu Jatkossa tarkkuudella 10"6

{kertymifunktiossa).

5'.2
Yksitté&isvahinkojakautuman esittéminen

tasavdlisin pistetodenndkdisyyksin

Toimenpidettd, jolla yksittAisvahinkojakautums korvataan tasavilisesti

annetuilla pistetodenndkdisyyksilli, nimitetfin seuraavassa rakeistamiseksi.

¥ Rakeistaminen korvaa alkuperéisen jakautuman uudella, érityistyyppisellé
Jakautumalla, jonka on olennaiselta osalta kyebtivi kuvaamaan atkuperdista
Jakautumaa. Taten todennidkdisyyvsmassat eivit saa lokaslisesti siirtyi

merkittdvid matkoja ja perustunnusluvut eivit saa ratkaisevasti muutiua.

ey

Viime mainittu vaatimus kohdistuu erityisesti jakautuman keskiarvoon.
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. 5.2.1

Rakeistamisessa kiytetty menetelmi

Laskennalle valittu korkein argumentin arvo ja Fourier-jonon termien luku—
midrd middrdivit argumentin arvot, joihin jakautuman todennékdisyysmassa
keratadn pistetodenndkdisyyksiksi. Témin lisiksi annetaan rakeistusta

varten rakeistustarkkuutta ohjasva parametri

- keskiarvossa rakeistuksen johdosta enintiin syntyvéksi

sallittu suhteellinen virhe (ja jakaubuman keskiarvo)

Parametfin perusteella lasketaan sallittu kokonaisvirhe seki rakeistuksen
tapahtuessa vihennet##n sallitusta virheestd rakeistaessa enintddn jo
syntynyt virhe., T&ten prosessin edetesséd ollaan selvilld Jj&ljelld olevasta
virhemarginealists ja kullakin askelella sallitaan J&ljelld olevasta virhe-
marginaalista kdytettévéksi osuus, joka vastaa jaljelld olevien, késittele—

mittdmien jakovidlien midrii.

Prosessi aloitetaan jakautuman loppupddsti, jossa tiukankin virhemarginaaiin
toteuttaminen on helppoa. Titen saadaan virhemarginaalia 'sdistymasn’

jakautuman alkupdihin. .

Prosessi kasittelee kahta perikkiistid jakoviliid kerraliaan integroiden ensim-—
méisen ja toisen momentin kummaltakin jakovililtd ja sijoittaen tdlli pe-—
rusteella jakovdleiltd integroidun todennfkdisyysmassan Jakovdlien yhtei-
seen jakopisteeseen ja jakovélien erillisiin piitepisteisiin siten, ettd
jakautuman keskiarvo ei muutu eikd mydskiin Jakautuman toinen momentti.
Jakautuman toisen momentin muuttumattomuutta ei voida ei-negatiivisin
todenndkdisyyksin taata. Mik#li tuloksena syntyisi negatiivinen piste-—
todennékdisyys rakeistuksen tulcksena, estetfin t8md tinkimdlld toisen
momentin minttumattoruusvaatimuksesta tarvittave miird. Asetettua virhe-
rajaa kiytet&in ohjaamassa jakovdlilli suoritettavan integroinnin tark-

kuutta.

Jakovéle]d on pariton méfrd, Kun jakautuman rakeistus on suoritettu lukuun
ottamatta ensimmidistd jakovilii, sovelletaan menettelyd vield kertaslleen

néin muodostuneeseen jakautumaan; sen kahteen ensimmiiseen jakovdliin.
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5.3
Tulosjakautuman pistetodennidkdisyyksien

tasoittaminen

Yksittdisvahinkojakautuman cllessa jatkuva funktio on myds yleistetty
Poisson~jakautuma jatkuva funktio. Menetelmd l&htee kuitenkin liikkeelle
rakeistetusta, epijatkuvasta jakautumasta ja antaa tuloksena vastaavasti
ep&jatkuvan jakautuman, jossa tiettyyn pisteeseen kertynyt todenndkdisyys-
massa tulee jatkuvan jakautumen approksimoimiseksi hajoittaa pisteen moiem—

min puolin oleville jakovdleille.

Er&s mahdollinen tasoitustapa on tarkastella muodostunutta kertyméfunktiota

F(x) ja asettaa tasoitetulle kertymifunktiolle FT(X) aTVO0

3P(-0a) + 2na)] + ufF(na) - F((2-1)a)] kun Omued
: .
F-((n+u) ) =

7 %[F(m) + F((n+l)Aﬂ - u[:F{(n+l}A) - F(nA)] kun %iu{i_

asettaen kuitenkin

FT(uA) =e %+ 2y (F{o) - e"q), kun ngf%

Tulosjakautuman tasoittamisella on merkitystd erityisesti silloin, kun

kertymdfurktio muuttuu 'paljon' askelvalilli.

5.4

Konvoluutiovirheen vahenti&minen

»w} ' Mahdollisuutta suorittaa kahden Poisson-prosessin tarvitsemat Fourier—

nuunnokset samanaikaisesti voidzan kiytt8i konvoluutiovirheen vihentims-—

seksi siten, ettd

- tulosjakautuman alkuosan pistetodennidkdisyyksien mifriimiseksi
kdytetifn rakeistuksen antamaa yksittéisﬁahinkojakautumaa nollaten

loppuosan termit
- tulosjakautuman loppuosan pistetodennikdisyydet otetaan 'taydel-

lisend! otetun vksittdisvahinkojakautuman antamasta tuloksesta.
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6
KAYTANNOK ESIMERKKEJA

Pddhuomion tdtd herjoitustydtid tehdessini olen kiinnittinyt niihin paran-
nuksiin, joilla tulostarkkuutta voidaan 1lisits kasvattamatta Fourier-jonojen
pituuksia. Tulostarkkuushan on aina saavutettavissa Jjakovdlin pituutta

lyhentim&lld ja korkeinta laskennan argumentin arvoa suurentamalla.

Téten menetelmdn t&hin saskka kehitetty muoto sininsi on analysoimatta eli’

y } _ on vastaamatta mm., kysymyksiin

- kuinka suuri rakeistusvirhe keskiarvossa on suositeltaves,
™ sallia
- kuinka pitki jakovili voidaan sallia, jotta yksittdisvahinkojakau-
tuma tulisi riittivén hyvin kuvattua
- kuinka pieneen laskennan korkeimman argumentin arvoon voidaan

tyytyé annetulla vahinkojen lukumddrin odotusarvolla

- kuinka suureen vahinkojen lukumiirin odotusarvoon saakka

menetelmd on kiyttdkelpoinen (so. selvitetdén kohtuullisells

termimdirills).

Niiden kysymysten kunnollinen selvittiminen edellyttédisi varsin runsasta
materiaalia ja koneajan kiyttodd, Tasts Johtuen olen tyytynyt pariin
k&ytinndn esimerkkiin Ja Jéttinyt menetelmin verifioinnin tissi mielessi

avoimeksi.

i\“‘(*/
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6.1

Yksittdisvahinkojakautuma l-e ~

Yksittéisvahinkojakautuma 1-e * on valittu tarkasteluihin lihinni seuraavista

syisté

- yleistetty Poisson-jakautuma voidaan laskea edelld selostetusta
é ' menetelmisti riippumattomasti
| 7 - _eksponentiaalista.jakautumaa ki3ytetidén usein approksimoimassa
| j “todellista jakautumaa tai sen osaa
R - vksittdisvahinkojakautuma on jatkuva (antaa kuvaa rakeistus—

3 tuloksen tasoitusmenettelyn tehokkuudesta tai tehottomuudesta).
; Valitun yksittdisvahinkojakautuman tunnusiuvut ovat

- keskiarvo 1

- hajonta 1

- vinous 2

jolloin yleistetyn Poisson-jakautuman tunnusluvut ovat vahinkojen luku-

méiaréan odotusarvon ollessa g

- keskiarvo g
= " hajonta J2q
N Co- vinous 3NV 2q

N

P
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Téhén jakautumaan nojautuen kokeilin menetelm#i eriilli parametrin arvoilla

saadakseni karkeata kuvaa parametrien vaikutuksesta tuloksiin. Kokeilun
tulokset on koottu alla olevaan taulukkoon.
vahinkojien laskennan Fourier- rakeistusvirh. 1-F ( x)
lukum@irin suurin termien yliraja suhteellinen virhe
odotusarvo argumentti mAira keskiarvossa vélé;léz___g
% (mq,mg+6 Va(m ™+ &°))
a Xm N 7
1 15.9375 256 0,1...3,1 - 3,8...-4,8
i 3.9375 6h 1 - hh, 16
1 T.9375 128 1 - 3,9...-2h,7
1 31.9375 512 1 ~ 3,8...-L,5
1 15.75 6l 1 - 1k,5,..-17
1 15.875 128 1 - 7,5...-9,1
1 15.96875 512 1 - 2...-2,6
1 15.98L375 102k 1 ~1...-1,3
10 63.9375 102k 0,1...3,1 -~ 1,2...-2,7
10 31.9375 512 1 | 0...-82
10 15.9375 256 1 0...-93
10 £9.9375 102k 1 - 0,9...-2,0
10 h9.875 512 1 - 1,8 4,2
10 49,75 256 1 - 3,8...-8,0
m = yksittdisvahingon odotusarvo
4 =

vksittéisvahingon hajonta
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Havaintojen vihyydestd Johtuen ei pitdvid johtopiitdksid voida tehdi.

Intuitiivisesti tuntuu, ettd

- keskiarvoon rakeistuksessa syntyvin virheen merkitys kasvaa
vahinkojen lukumddrén odotusarvon kasvaessa siten, ettﬁ
sallittua virhérajaa tulostarkkuuden sdilyttimiseksi olisi
ehké muutettava vahinkojen lukumiirdn nelidjuureen kidntien
verrannollisens

- Jakovdlin pituutta voidaan pidentdd vahinkojen lukumisrin
odotusarvon kasvaessa (yksittéisvahinkojakautumasta generoi-
tuva yleistetty Poisson-jakautuma lihenee normaalijakautumaa)

- laskennan korkeimman argumentin valinnan kannzlta oleellista
saattaisi olla etdisyys tulogjakautuman keskiarvosta hajonnalla

mitattuna,.

Alia olevassa taulukossa on edelld annetut tulokset listattu esitetyn

intuitiivisen nikemyksen mukaisesti.

olq Xm Xm - mgq | 1-F(x)
(N~1)¢Q(m2+dg) 7 JZI;§:;§3 suhteellinen virhe
. valilid
7 ‘ (ng ,mq+6 \/q(mg-i-g(a}}
%
0,1...3,1 0,0kk2 10,6 -3,8...-h,8
1 0,0kk2 2,1 b, b, . .-16
'} 1 0,0kk2 _ 4,9 -3,9...-2h,7
} 1 0,0Lk2 231,90 -3,8...-4,5
1 0,1768 10,4 ~1h,5..,.-17
g 1 0,0879 10,5 ~T,5...-9,1
o 1 0,0221, 10,6 . —2...;2,6
1 ¢,0110 10,6 -1...-1,3
- 0,3...9,8 0,0140 12,1 “1,2...-2,7
. 3,2 0,0140 4,9 0...-82
B 3,2 0,014%0 1,3 0...-93
] 3,2 0,0109 8,9 -0,9...-2,0
.3 3,2 0,0218 8,9 -1,8...-4,1
3,2 0,0L36 8,9 - -3,8...-8,0
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P = rakeistuksessa keskiarvoon syntyvi virhe
q = vahinkojen lukumiirén odotusarvo

Xm = laskennan korkein argumentti

m = yksittdisvahingon cdotusarvo

3 =. yksittéisfahingon hajonta

Joskaan havainto aineisto ei olkeuta johtopaidtdksiin, voitaneen aavistella
seuraavan kaltalsia nyrkkis&8ntdj& parametrien arvojen valinnalle pyrit-
tdessd n. 5 % tulostarkkuuteen funktiossa 1-F{x) alueella keskiarvosta

kuusinkertaisen hajonnan pd&hin:

- " rekeistuksessa sallittava virheen ylirajaksi voidaan valita

1
< == . 0,03
_fq 2

- - laskennan korkein argumentti tulisi valita 9-10 x tulosjakautuman
hajonnan verran tulosjakautuman odotusarvoa suuremmaksi
- termien lukumdird tulisi valita siten, ettd Jakovdlin pituus

tulosjakautuman hajonnalla mitattuna olisi suuruusluokksa 2 %.
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6.2

Non-industrial Fire-jakautuma

Ne. ruotsalainen aktuaarikomitea on julkaisussaan [é] laskenut yleistetyn
Poisson-jakautuman 13htien varsin vinosta yvksittdisvahinkojakautumasta
'non-industrial fire'. Testasin tissi paperissa selostettus menetelmis

t&td Jakautumaa js vahinkojen lukumiirin odotusarvoa 100 kiyttéen.

Jakautumien tunnusluvut ovat t&115in

keskiarvo hajonta vinous
vksittidisvahinko 1..00 6.83 39.2

ylelstetty Poissen 100 o 68,98 3,84

Edelld muodostetun nZkemyksen mukaisesti valitsin parametrien arvot

seuraavasti

- rakeistuksessa keskiarvon syntyviksi saliittu wvirhe 0,3 %
- laskennan korkein argumentti 720 -
- . Fourler-sarjan termien lukum#ird 512

(jolloin jakovidlin pituudeksi tuli 1,L

Ja Xm

(N-1)V q(m2+‘ 0’2)

= 0,02)
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Tulos muodostul seuraavaksi

vahinko- 1-F(x) virhe

summa. Julkaisu [2] Fourier— absol. suht .
menetelmi A

0 1.000000

100 0.374300 0.373995 -(.000305 -0,1

169 0.094700 0.0944ET -0.000233 -0,2

238 0.034500 0.03&276' ~-0.000224 -0,6

306,9 0.017090 0.016825 -0.000265 -1,6

375,9 0.008930 0.008590 ~0.000340 ~3,8

513,9 0,003780 0,003409 -0.000371 -9.,8

Kéytettiesséd laskennan korkeimpana argumentin asrvona arvoa 800 (n. kymmen—
kertaisen hajonnan pé&isséd keskiarvossa) ja Fourier-sarjan termien midrini
4096 (ohjelmassa varattu maksimitila) sekd rakeistuksessa keskiarvoon syn-

tyviksi sallittuna virheenid 0,1 % saatiin tulostaulukko

vahinko- 1-F(x) virhe
summa, Julkaisu [2] Fourier— absol. suht.
menetelms A
100 0.374300 0.3737k3 ~0.000557 -0,1
169 0.094700 . 0.094255 -0.0004L5 ~0,5
238 0.034500 0.034380 ~0.000120 ~0,3
306,9 0.017090 0.017077 -0.000013 -0,1
375.9 0.008930 0. 00890k -0.000026 -0,3
513,9 0.003780 0.003761 ~0.000019 -0,5

* Poikkeaa julkaisun [é} arvosta enemmén kuin Julkaisun tulokselle ilmoi-

tetun virherajan verran.
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N&in lyhyen tarkastelun perusteella on vaikeata lausua kovin pitkidlle

menevii paitelmii menetelmiin kiytitSkelpoisuudesta.

Voitaneen kuitenkin todeta, ettd menetelmd on kiyttdkelpoinen esim.
mikro— tai pienoistietokoneessa (huomaa muistivaatimus), kun vahinkojen
lukumdidrin odotusarvo el ole kovin suuri (ehkd joitakin satoja) ja antaa
k8yttSkelpoisia tuloksia koko Jakautuman alueells suhteellisen suuriin
argumentin arvoihin saakka (4-6 kertaisen hajonnan pizhin keskiarvosta).
Mik&1li muisti- ja koneailkaresurssia on 'rajattomasti', voidaan haluttu

tulostarkkuus aina saavuttasa.

Té&sséd paperissa menetelmin kehittely on lihtenyt liikkeelle yksittdis-
vahinkojakautumasta Ja ohjelmisto tarjoaa téten mahdollisuuden tarkas-—
tella yksittdisvahinkojakautumrassa tapahtuvien muutosten heijastumista

tulokseen (esim. jdlleenvakuutus).
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LIITE 1

OHJELMISTON KUVAUS

Ohjelmiston laadin FORTRAN-kielisend Jja sen kayttod ohjataan padtteeltd.
1. SYOTTO JA TULOSTIEDOT |

' Bydttotietona ohjelmistoa kiytettiessd annetaan
- vksittéisvahinkojakautumasta
~  jakautumatiedot pisteittdin levytiedostossa

- antamalla pistetodennékdisyydet ja vastaavat
‘argumentin srvot tai

-  antamalls kertymdfunktion arvo ja vastaava
argumentin arvo (pisteiden v31illd oletetaan

E ' _ kertyméfunktio lineaariseksi) tai

. - kuten edelld, mutts kertymifunktion sijasia

l-kertymdfunktio

N——

tai

- Jakautumatiedot annetasn funktioksi FUNKY(X) nimetylld
funktio-ohjelmalla, joka antas tuloksena kertymifunkiion
ykk8sesté vBhennettynd. FUNKY(X) on ohjelmoitava ja

liitettdvd mukaan erikseen kullekin yksittéisvahinko jakau~

tumalle
- tunnusluvut levytiedostosta
- keskiarvo
_____ ™y - hajonta
- - vinous

- - tiedot yksittiisvahinkeojaskautumsa vastaavasta yleistetystd Poisson-
Jakautumasta (sikili kuin tunnetaan !) vastaavasti kuin

3 vksittdisvahinkojakautumasta. Mikali yvleistetty Poisson-—

Jakautuma kuvataan funktiolia, on funktio nimetty FUNKP(X,Q),

y _ jossa Q on vahinkojen lukumiirin odotusarvo.
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Perametritietoina kisittelyfd ohjaamaan annetaan pidtteeltd

- tieto yksittdisvahinkojakautuman ja yleistetyn Poisson-jakautuman
saatavuudesta ja saantitavasta (levytiedosto / funktio)

-  vahinkojen lukumiirin odotusarvo

- korkein argumentin arvo, Johon saakka laskennan halutzan ulottuvan

- Fourier—-jonon termien lukum&iri

-  rakeistuksessa keskiarvoon syntyviksi ssllittu enimmiisvirhe.

- Tulostus voidaan pyytéd joko paétteeltid annettavilla argumentin ar-

voilla tai 'tdydellisend', so. jonon termejid vastaavin argumentin arvoin.
R Tulostietoina saadasen.

- ¥leistetyn Poisson-jakautuman tunnusluvut

- keskiarvo

hajonta
- vinous

- "nopean Fourier-muunnoksen'-menetelmdils laskettu yleistetyn

FEN—

Poisson-jakautuman kertymifunktio ykkSsestd vihennettyni ja

‘

vastaava funktio normaalijakautumacletuksella ja NP-menetelm#lli

LR

laskettuna
- mikdli 'oikea' tulosjakautuma oli annettu, tulostetaan myds

témé ja suhteellinen virhe termissid 1-F(x)

Ry
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KASITTELYN KARKEA KUVAUS

Saatu yksittdisvahinkojakautuma rakeistetaan haluttua prosessia vas-—
taavasti {laskennan korkein argumentin arvo, Fourier—-termien miiri

Jja keskiarvossa sallittu virhe).

Yksittéisvahinkojakautumasta muodostetaan sen rinnalle toinen yksit—

téisvahinkojakautuma,‘joka eroaa alkuperdisestf sinoastaan siten, etti
pistetodennékéisyydet on jonon puolesta vElistd eteenpiin asetettu nol-

liksi.

Suoritetaan molemmille jakautumille yht'aikainen Feuriler-muunnos,
Poisson-prosessi sekd yht'aikainen palauttava Fourier-muunnos ja tulok-

sena saatavasta jonosta poimitaan tulospistetodennikdisyydet

- puoleenvéliin saakka 'typistettyi' yksittédisvahinkojakautumaa
vastaavasta jonosta Ja _
- puolesta vAlistd eteenpdin 'téydellistd' yksittdisvahinkojakautu-—

maa vastaavasta Jonosts,

3

Tulosteti{aessa kertymidfunktio ykkdsestd vihennettyni suoritetaan tu-— '

logjakautuman tasoitus.

. OHJEIMALISTAUKSET

Ohjelmistoa ei ole kehitetty kokonaisuudessaan valmiiksi k8yttbohjel—
mistoksi (luovutuskelpoiseksi "paketiksi'), vaan on syntynyt 1ihinnd
menetelmin kokeilemiseksi. Ohjélmiston taydellinen listaus el dle

tarkoituksen mukaista.
Menetelm&n runkona olevat

1)  yleistetyn Poisson-jakautuman (ilman tuloksen tasoitusta)
laskeva alirutiini QYPSK
2} © Fourier-sarja muunnoksen suorittava alirutiini FRIER seki

tédmin k3yttimi
- 'k8dnteisen bitti-indeksin' laskeva funktio NBITV

Ja FRIER-aliohjelmsn antaman jonon jirjestimiseksi tarvittava

alirutiini FJARJ

on listattu tdmdn liitteen liitteins.






AELIRUTIINI QYPSN

G 2 O G G QO G O

LIITE 1

Liitteeseen-l

SUBROUTINE QYPSN (X,NR,Q,Y)

DOUBLE PRECISION X,Y,Q,FAC

DIMENSION X{1),v{1)

SUORITTAA YLEISTETYN POISSON~JAXAUTUMAN LASKENNAN

LAHTOLUKUINA JONO X, JOSSA 2%¥*NR ATKTIOTA
KUVATEN TASAVALEIN O:STA ALKARN
YKSITTAISVAHINGON PLSTETODENNAKOISYYKSIK

TULOKSENA X YLEISTETYN POISSON-JAKAUTUMAN
KERTYMAFUNKTIO LUVUSTA 1 VAHENWETTYNA

Y ON 2**¥NR-ALKTIOINEN TYOTILAJONO

N = 2¥*NR

PUOLET LAHTOJONOSTA X JONOOW Y

M = N/2

DO 1 J = 1,NM

JJ7 =J + WM

Y(F) = x(J)

Y{JJ) = 9.

YLEISTETYN POISSON-JAKAUTUMAN PISTETODENNAKOISYYKSTEN
FOURIER-KEHITELMAN MUODOSTAMINEN

CALL FRIER{X,Y,NR)

CALL FJARJ(X,Y,NR)

CALL GENER(X,Y,Q,IN) _

YLEISTETYN POISSON-JAKAUTUMAK PISTETODENNAK.,

CALL FRIER(X,Y,NR)

CALL FJARJ(X,Y,NR)

KERROIN JA 1.-KERTYMAN MUODOSTUS

FAC = N
FAC = DEXP(-Q/2.)/FAC
X(1) = 1.-FAC*Y{1)

D02 J = 2,NM
X(J) x(ﬁ~1)—FAc*Y(J)
NM = NM + 1

DO 3 J = NM,K

X(J) = X(J-1)-FACHX(T)
RETURN

EKD
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ALTRUTIINI FRIER

G G o G G G

QO Q QO Q G 0

CWT

SUBROUTINE FRIER(X,Y,NR)

DOUBLE PRECISION X,Y,WR,WI,AR,AT,FK

DIMENSION X(1}, Y(1) | '

NOPEA FOURIER-MUUNNOS 2%*NR ALKION JONOLLE

TULOS MUODOSTUU SYUTTOJONON X,Y PATKALLE
BITTIKAANTEISESSA JARJESTYKSESSA

X{K) ON REAALTOSA

Y(K) ON IMAGINAARIOSA

RUTTININ SUORTTUSAIKAISTEN VAKIOIDEN ASETUS

AR = 1,

N = 2%*NR

F = N _

FN = 8.*DATAN(AR)/FN

LAHTOJONON KONJUGOINTIT

DO 1 M= 1,§

(M) = -Y(M) _

ALGORITMIASKELLUS, SUORITETAAN NR KERTAA
ASKELEEN SISKLLA KAKST SISAKKATSTE STIMUKKAA
NN OF SISIMMASSE SIIMUKASSA SAMAAN ATKAAN
KASITELTAVIEN AIKTOIDEN INDEKSIEN EROTUS,

JOKA MAARAYTYY KULLEKIN ALGORITMIASKELEELLE
ERTKSEEN

NV = N

D01 M= 1,NR

ASKELEEN STSATNEN ULOMPT SIIMUKKA

NASK = NV

v = NV/2

DO 2 NN = 1,N,NASK

NU = NN-1 .

KERROIN WR+I*WI ON VAKIO, KUNNES NU MUUTTUU
= NBITV{NU/NV,NR)

WI = FN*WI

WR = DCOS(WI)

Wl = DSIN{WI)

LIITE 2

Iiitteeseen 1
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SISIMMASSA SILMUKASSA INDEKSI JUOKSEE
ARVOSTA ¥N ARVOON NU+NV

N2 = NU+NV

2 K = NN,N2

= K+NV

WR¥X (KV)-WI*Y(KV)

WR*Y (KV ) +WI*X(KV)

X(KV) = X(K)-AR

Y(KV) = Y(K)-AI

X(K) = X(K) + AR

Y(K) = Y(K) + AT

RETURN

END

]

DO
Xv
AR
AT

il
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LIITE 3

Liitteeseen 1

ALTRUTIINI FJARJ

G Q2 QO Q QO

SUBROUTINE FJARJ{X,Y,NR)

DOUBLE PRECISION 4,X,Y

DIMENSION X(1), ¥(1)

MUUTTAA JONOJEN X JA Y ALKIOIDEN JARJESTYKSEN
INDEXSIA K TULEE VASTAAMAAN INDEKST, JOKA SAADAAN
KUN LUKU K-1 ESITETAAN NR-BITTISENA BINAARILUKUNA
JA VATHDETAAN BITTIEN JARJESTYS KAANTEISEKST

N = 2*¥R-1

DO 2K = 2,N

J =1+ NEITv(K—l,NR)

IF (J-K) 2,2,1

A = X(K)
X(K} = x{J)
X(J) = A

A = Y(K)
Y(K) = Y(J)
Y(J) = A
CONTINUE
RETURN

END
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LIITE 4

Liitteeseen 1

FUNKTIO KBITV

FUNCTION NBITV (X,N)

C OTTAA VASTAAN LUVUN K
C MJUNTAA SEN N-BITTISEKSI BINAARILUVUKSI

. c VATHTAA BITTIEN JARJESTYKSEN KEANTETSEKST
. ; C ANTAA TULOKSENA SAADUN LUVUN ARVON

. NBITV = '
p T =K

5 DOLL=1,N

R M=J/2

) NBITV = 2*NBITV + J-2%M
- . L 1J =M
] _ RETURN

END
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