Henkivakuutukseen liittyvien suureiden miir&iiminen perustuu
perinteisesti laskuperusteista johdettuihin apulukusarjeihin,
kuten 1x’ Dx’ Nx’ Mx.

Monissa tutkimuksissa on tirkeii nopeasti saada selville esim.
vakuutusmaksu, vakuutusmaksuvastuu, elinkorko erilaisia lasku-
perusteita kdyttiden. Seuraavassa on tutkittu menetelmii niiden
suureiden ja niiden hajonnan miiriimiseksi suoraan laskuperus-
teista tarvitsematta lainkaan laskea ensin ko. apulukusarjoja.
Menetelmd perustuu Thielen differentiaalivhtil8n numeerisecen
ratkaisemiseen, miki voidaan tehdi esim. ohjelmoitavalla lasku-
koneella,

I Ensimmdisen kertaluvun diff.yhtd16n
numeerinen ratkaiseminen

1. Taylor-algoritmi

TySssd kdytetyt menetelmit 18ytyvit esim. kirjasta: HENRICI,
Elements of Numerical Analysis, kpl 14. Kiytetyt merkintitavat
ovat niinik#dn samasta kirjasta per3isin, °

Olkoon f = f(x,y) kahden reaalimuuttujan reaaliarvoinen funtio
siten, etty

(I1) y7(x) = £ (x,y(x)), x€[a,b]
Etsitddn timin diff.yhtilsa ratkaisu y(x), joka toteuttaa ehdon:
y(xo) = g,

Funktiosta f oletetaan lisiksi, ettd silli on riittZvisci jatku-
via derivaattoja molempien muuttujien suhteen.

Koska y(x ) = s, voidaan y(x):n Taylor-kehitelmd kirjoittaa

muotoon: 5
. X = X4 (x - xo) £ (x §) +
y(x)=s + __T’T_—h_'f(xb’ s) + o o’
- 3
(12) + (X %) £ (x5, 8) + ...
3! '

Raavassa (I 2) f(m)(xo,s) on kahden muuttujan funktion f(x,y)
m:s kokonaisderivaatta pisteessa (X558) ja se saadaan mddrityksi
rekursiokaavasta: '

(0)

s £

f(m) - £ (m=1) £ (m;l)f -

x
Td118in esim.

£ =g+ £ ja

2
£ + 2f £+ f f e
X% Xy vy + (fx + fyf)fy

£

Diff.yht&lén (I 1) ratkaiseminen perustuu y(x):n Taylor-
kehitelmddn, josta otetaan mukaan muutama ensimmiinen

termi.
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Olkoon h>o. Merkitiin:

X =x_ + nh, n=0,1,2,..
n o 1
- h P (p-1)
T (x,y, h)=1 f(X,y) + h £7(x,y) + ...+ f
17 2. p !

(x,5).

Midrdtiin JODD.{yh} seuraavasti:
Vo = V(X)) =s

(1 3) Yo#1 = ¥y * th (xn, Y3 h), n=0,1,2,...

Kaavaa (I 3) kutsutaanp. asteen Taylor-algoritmik si. Tiettyjen
sddnndllisyysehtojen vallitessa voidaan ndyttds, etti on ole-
massa vakio K siten, etti:

- PN
(I 4) lyn y (xn)f..h K, xn€ [a,b] .
Tdssi y(xn) tarkoittaa yht3ldn (I 1) ratkaisua pisteessd x_,
Virhe riippuu kaavaan (I 3) otettujen termien lukumiirin lisiksi
my&s vakion h suuruudesta. Koska kullakin askeleella kidytetiin
likimd3rdistd y(x_):n arvoa, virhe on luonteeltaan kasautuva.
Se siis kasvaa n:n kasvaessa.

Jotta kaava (I 4) olisi voimassa, ovat funktiolta f vaadittavat
sddnndllisyysoletukset: (Henmrici: Elements of Numerical Analysis,
s. 270)
a) Funktiot f ja TP toteuttavat ns. Lipschitz-ehdon:

l£(x,y) - f£(x,2)|<Liy-zl

ITp(x,y;h) - Tp(x,z;h)lf Lly-z|

kaikilla y, z, kun x€[a,b] ja x+h€ [a,b]

E) Derivaattaly(p+1)(x)I-If( )(x (y(x))!| on Jatkuva ja
siis rajoitettu, kun x€[a,b]

Kaavasta (I 4) n#hdiin, etti tulos saadaan mielivaltaisen tar-
kasti vakiota h pienentimilli,

2. Runge-Kutta -menetelmi

Mikili funktion f derivaatat ovat vaikeasti johdettavissa,
voidaan kdyttdi jotain ns. Runge-Kutta -tyyppistid menetelmii.

a) Yksinkertaistettu Runge-Kutta -menetelmi

Kaavassa (I 3) korvataan T2 lauéekkeella KZ’ missi

(I5) K,y(x,y3h) = 5 (EGoy) + £ (x+h, y+h f(x,y)»
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Td11l8in saadaan:

V(0)= 0
b

(IT 2) y((a+1)h) = Vinh)+h-(£(nh,V(rh)) + > £7(sh,¥(zh)) »

:h2
+-—6— f” (nh.V(nh) )) 1

missid

f(nh, V(nh)} = (/ﬂ(x+nh) +S-)9V(nh) - 5/1(x+nh) +£ )»§ (x+nh) =~

+ k(1-28)-B

£7(nh, V(nh)) =,¢"(x+nh)+(V(nh) - S(x+nh)) +

+ 9u(x+nh) +§) « £(ah, V(ah)

£%(nh, V(nh)) =jCCxsah)- (V(ak) - S(xvnh) +
+ 2;(‘(x+nh) «£(nh, V(nh))
() +9)- £ (ah, V(ah))
Kuolevuuden ol2tetaan olevan muotoa:
(I 3)U(x+t) = a+pC(x+td)
Td118inu " (x+t) = C-lnb(/Lf(x+t)-—a)
/u”(x+t) = c'lnb/u’(x*-t)

Antamalla B:lle jokin maksun likiarvo, voidaan rzhasto-osuus
vakuutusajan lopussa mddrdts, Mikili timi rahasto-osuus V(w-x)
el ole = S(w), korjataan maksua mddridlli A B,

AB - W =V oo
KW o

L(w)
(11 4) o (S(W) - V(w=x)) . e“(W—X)'(S . ‘f’(’(x) ;)L (w )

k(1-3) 3

il

miss#8 m = maksuaika

@

akﬁﬂ = jatkuvan elinkoron p#ioma-avvo.

jatkuvan ail:akoron piioma-arve

Ndin jatketaan, kunnes maksu saadaan halutulla tarkuudella
lasketuksi.,

)






Iterointi on tavallisitmissa tapauksissa suhteellisen nopecssti
korvergoiva ja vield melkeinpi viippumatta B:in alkuarvosta,
Témd on odotettavissakin johtuen A B:n lausekkeesta. Jos nimit-
tdin A B:nd kiytettiisiin lauseketta

A =_B& - Vx)  pup
k{(1-3) Ex:m D(x)

pididyttdisiin oikeaan B arvoon heti ensimmiisen "iteraatio-
kierroksen'" jilkeen. : '
1

Laskukoneelle Canola S¥-300 tehty ohjelma laskee Y~, V- ja K~
vakuutusten ja ndiden yhdistelmien vuosimaksuja, vakuutusmaksu-—
vastuun middrid ja vastuukertamaksuja. Maksuaike on valinnainen.
Elinkoron piioma-arvo lasketaan Y-vakuutuksen vastuukertamaksusta,
silli

1-4A
X

H*

Y-

Vastuukertamaksut saadaan kertamaksuisen vakuutuksen vakuutus-
maksuvastuuna. :

= a

W

Useamman henkil®dn vakuutus voidaan kdsitelli samalla ohjelmalla
kertomalla kuolevuus luvulla 2,3 jne. '

ITT t

P

a

[

onna

LN

Klassisen vakuutusmatematiikan kaavoja katsomalla ndyttiisivit
eldvien ja kuolleiden mi#rit deterministisilci prosesseilta,
joiden piiriin zlotusarvojen ja varianssien kisitteet eivit
sovellu.Erds tapa kisitelld vakuutusmatematiikkaa stokastiikan
ndkdkulmasta on ottaa kiyttdsn satunnaismuuttuja T(x), joka tar-
koittaa x-ik#isen henkildn j&ljelld olevaa elinaikaa.

Klassisessa vekuutusmatematiikassa suure V(x+£) /1(x) ilmaisee
todenndkdisyyden, ett# x~ik#inen henkild on elossa idssi x+t.
Tdll6in 1-f(x+t)/1(x) ilmaisee todenndkdisyyden, ettd x-ikiisen
henkildn j#ljelli oleva elinaika T(x) on korkeintaan t. Eli

P{TGE t]= 1 (x+t) /1) = q(x;t)

Edelld oleva kaava antaa siis satunnaisnuuttujan T(x) kertymd-
funktion F (x35t) '






(111 1) F(x,t) = q(x,t)
T{x)-muuttujan tiheysfuntio on tilldin

(I1I 2)f(x,t)=_9_ (qix;t)) =}a(x+t)-1(x+t)/i(x)

a =1(x+t)e plx;t) |

Td116in p(x;t) ilmaisee todenniliisyyden, etti x-vuotias henkils
on elossa t vuoden kuluttua,

Tamdn jélkeen voimme rmidritells vakuutusmatemattikan suureille
odotusarvoja.ja variansseja.
oo

(IIT 3) E{g(t)] fJ;(t) i (Flx,t))
= dt

2 ; 22
(II1 4) & “(g(t)) = E(g(t))“-n"(g(t))
1. Vastuukertamaksujen hajonnat |
Y-vakuutus:
Olkoon(Cjéiljellﬁ cleva elinaika (stok. muuttuja). MHEritellidin
stokastinen muuttuja "Cn seurzavasti:
P
,-(:. - T, tun U & n (= v;kuutusaika)
Zn

Muuttu:}an’t;t kertyin.ii. funktio on tH11&in

F(x,t} = {q9(x,t), kun t < n

i s kun t = n

Tilldin ,
SQT baadovma bva
A LD =E (e n) ——

aq(x;t) + &%V q(xiny)

1l
O~
1]

+ N
= +v )+ ~ )'*g)d
=3)}A(:_<+t)e£( »A(x v) g)dvdt . ei(f’\(xnr v |
[/






j }A (x+£)D(x+t) 4o . D (x+n) = 1- gﬁ
° D(x) D(X)

< eaye . . 2
Merkitdin seuraavassa varianssia tlla,

28T 2, =50

(111 5) g2 =E (¢ 2% Y - £2e %y

= (2) -z 2
Ax:?ﬂ ) A Xl )

-A(Z)

nihden kaksinkertainen.

Vastaavasti saadaan K- ja V-vakuutuksille:

X:

Gy

tarkoittaa vastuukertamaksua, jossa korkoutuvuus on A:han

(2)
Lz 6)” (K) = e = L)
_=(2)
(111 7)@’ (V) = A El(v) m(V)
Elinkorop pddoma-arvo:
™ -J%T
a = E(@g) = (L= )y-L1EC ‘
g 5
et ¢ =
3, EGey =B el Tn) - Y
Y s
St G
2,— = E( 14?? g('n+ <2 - 1 - 244 n(Y) A :31(Y)
§ Gy <2 §2
1 - (@ -2
(111 8) é_-z-- (Ax:.ﬁ.] (Y) Ax: (Y))
= 2@ x i} x"?
- ax 1l
&
Vastaavasti:
- =(2)
- 2(a - - -
(fz(ax) S I ~ a2







2. VAKUUTUSMAKSUVASTUUN HAJONTA

Henkivakuutuksen prospektiivinen vakuutusmaksuvastuu
ajan t kuluttua vakuutuksen mydntimisestd on

(III 9) Vv(t) = S - A Xt E Pa Xx+t:y

Seuraavassa johdetaan tavallisen henkivakuutuksen vakuutus—
maksuvastuun hajonta siind tapauksessa, etti maksuaika on =
vakuutusaika:

Y-vakuutuksen tapauksessa voidaan kirjoittaa

Sijoitetaan t#Emd (III 9):8dn. Saadcan:

= B, P
v(t) =5 " A 1+ -k
8 S

x+k vy
Tistd voidaan laskea varianssi, koska P/§ = vakio.

amr 106 v - e HED L LW
¢ ) )

Vastuukertamaksut A (@) ja A ovat helposti laskettavissa
tehdyn ohjelman avulla. THmin .jilkeen varianssit voidaan
laskea kaavasta (III 10). -

)
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IV TULOKSIA

feneteimidn riippuvuus vilin h (kaava I 3, pituudesta ilmenee,
kun verrataan eri hin arvoilla laskettuja vakuutusmaksuvastuun
arvoja. Kyseessd on 30-vuotiaan miehen Y65 vakuutus, vakuutus-

summa on 10 000 mk (1iite 1)

Vakuutusmaksuvastuu,kun h {vuosina) on

ikd g,1 0,5 1,0 2,5 5 "oikea"
35 783 783 782 782 782 752
40 1723 1723 1723 1723 1721 1723
45 2843 2843 2843 2843 2839 2843
50 4168 4167 4167 4164 4156 4168
55 3735 5735 5734 5727 5707 5735
60 . 7643 7642 7639 7623 7575 7643
65 9999 9997 8991 9652 8970 10000

"Oikea" arvo on laskettu nykyisten laskuperusteiden apuluku-
sarjojen avulla. Kuten huomataan, tulokset ovat suhteellizen
hyvid suurillakin h:n arveilla.

Seuraavissa tarkasteluissa on kidytetty arvea h = 1,

1. Vakuutusmaksuja eri kuolevuusvaihtoehdoilla

Alla olevassa taulukossa on Ké5-vakuutuksen maksuja 10 000 mk
vakuutussummaa kohti. Kuolevuus pon 1.4.73 voimaan tulleiden
perusteiden miesten kuolevuus ja M’ on Tilastokeskuksen jul-
kaisun "Kuolleisuus- ja eloonjddmislukuja 1975" perusteella
estimoitu kuolleisuus, kun 152 x ¢ 65,

Kuolevuus
Alku- CeS M 1,0 2,0 '
iks / cp f'\ P
15° 45 68 106 . 72
20 51 79 127 84
25 59 94 154 99
30 69 114 190 117
35 83 140 240 140
40 10t 175 308 170
45 126 224 403 208
50 - 161 293 539 257
55 212 396 744 325
€0 308 585 1118 446

Korko- ja kuormitusperysteet ovat 1.4.73 voimaan tulleiden
perusteiden mukaiset. (Liite 2)

Yhden maksun laskeminen Canola SX-300:11a vei alkulisti
riippuen aikaa puoclista minuutista n. kymmeneen minuuttiin,
Iterointi lopetettiin ,kunAB3 < 0,20 mk, :






2. Vakuutusmaksuja eri korkokannoilla

Oheiseen taulukkoon on laskettu Y- ja K-vakuutuksen
vakuutusmaksuja eri korkokannoilla. Riski- ja kuormi-
tusperusteet ovat 1.4.73 voimaan tulleet perusteet,
Vakuutussumma on 10 000 mk. (Liite 3)

K65 Miehet
Laskuperustekorko (%)

Alku~- 3,0 4,5 6,0 10,0
ikd

30 128 114 101 78
35 154 - 140 127 102
40° 189 - 175 164 . 138
45 236 224 214 189
50 303 293 284 263
55 403 396 389 372
60 590 584 579 565

Y65 Miehet
Laskuperustekorko (Z)

Alku- 3,0 4,5 6,0 10,0
ik

- 30 279 223 180 109
35 350 290 241 154
40 452 387 332 228
45 608 537 475 350
50 872 794 724 572
55 1413 1323 1240 1049

60 3227 3106 2991 2712
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Seuraavassa taulukossa on 30-vuotiaan miehen Y65-vakuutuksen
vakuutusmaksuvastuun arvoja eri korkokannoilla, kun vakuu-
tussumma on 10 000 wk. Zillmerausta ei ole otettu huomiooen.

(Liitel )

Laskuperustekorko

3,0 4,5 6,0 10,0
ikd vakuutusmaksu

279 223 180 109
31 188 145 112 56
35 987 783 619 332
40 2100 1724 1408 818
45 3347 2845 2406 1523
50 4733 4170 3655 2542
55 6275 5738 5226 4025
60 8036 7646 7259 6278
62 8837 8555 8272 7538
64 9729 9594 9462 9128
65 9999 10001 10000 10002

65-vuoden iHdssH vakuutusmaksuvastuun tulisi tietenkin
olla = 10 000 mk. Ero johtuu siitd, ettd iterointi on
lopetettu, kun AB £ 0,20 mk.

Kun maksu on annettu,kdy vakuutusmaksuvastuun arvojen
laskenta Canolalla nopeasti, koska aikaa vievdt iteroin-
tikierrokset JjH&Evit pois.
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3. Esimerkkeji hajonnoista

Seuraavassa on laskettu Y-, K~ ja V-vakuutuksen vastuukerta-
maksuja ja hajontoja. Laskuperusteena kidytetddn 1.4.73
voimaan tulleita perusteita, paitsi €=0. Varianssien kaavoja
johdettaessa nimittdin oletettiin, ettd €=0.

) Laskelmat on tehty rahayksikén suurista etua kohti (liite5).

o Y65 Miehet (kaava III 5)

- - L
X N A g5 G (Y) & (Y)
30 0,0797 0,2605 0,0118 0,1088
35 0,1140 0,3178 0,0130 0,1140
40 0,1630 0,3866 00,0135 0,1164
45 0,2324 0,4685 0,0129 0,1136
50 0,3298 0,5651 0,0105 0,1023
55 0,4675 0,6792  0,0062 0,0787
60 0,6699 0,8175 0,0016 0,0399
62 0,7804 0,8831 0,0005 0,0231
64 0,9176 0,9579  0,0000 0,0053
65 1,0000 1,0000  0,0000 0,0000
K65 Miehet (kaava III 6)
—-(2) - A
X Ai65 Ales S ® 8 ®)
""" 30 0,0496 0,1203 0,0351 0,1874
35 0,0669 0,1415  0,0469 0,2165
40 0,0889 0,1640 0,0620 0,2490
45 0,1148 0,1852 00,0805 0,2837
50 0,1408 0,1995 0,1010 0,3178
55 0,1559 0,1956 0,1176 0,3430
60 0,1331 0,1488 0,1110 0,3331
62 0,1002 0,1071 0,0887 0,2979
64 0,0423 0,0432 0,0404 0,2011
] 65 0, 0000 0,0000  0,0000 0,0000
o







V65 Miehet

30
35
40
45
50
55
60
62
64
65

(kaava II1 7)

=(2)
Ax:65

0,0301
0,0471
0,0741
0,1175
0,1890
0,3116
0,5368
0,6802
0,8754
1,0000

Ax:65

0,1403
0,1763
0,2226
0,2833
0,3656
0,4836
0,6687
0,7760
0,9147-
1,0000

X
q

0,0104
0,0160
0,0245
0,0372
0,0553
0,0777
0,0896
0,0780
0,0387
0,0000

Elinkoron pH#ioma—arvo ;x'65 (kaava III 8)

g ()

0,1021
0,1266
0,1567
0,1930
0,2352
0,2788
0,2994
0,2793
0,1968
0,0000

13

Laskuperusteena kiytetdin 1.4.73 voimaan tulleita miesten

perusteita.

30
35
40
45
50
55
60
62
64
65

Wi

16,80
15,50
13,94
12,08
9,88
7,29
4,15
2,66
0,96
0,00

x:65

G(ax:65)

6,11
6,71
6,99
6,66
5,40
3,19
0,82
0,28
0,01
0,00

61;x:65)

2,47
2,59
2,64
2,58
2,32
1,79
0,91
0,53
0,12
0,00
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LIMTE 2

K65 vakuutussumma 10 000 mk
o alku- kuolevuué y
2 ikd O.E!M. 2.0/M
A 4% 156 e
] e 71 1=V =31}
. =T 55 1o 59
s i
T £ 158 117
, T o S 1u
i 15T -EE 170
L5 1377 LEID SRS
s 1s1 Sod o
== =13 vud o5
= L SRS 1113 Uue
o }A on 1.,4,-73 voimaan tulleiden perusteiden miesten kuolevuus

on Tilastokeskuksen Julkaisusta "Kuolleisuus-ja eloonjidmislukuja 1975":

estimoitu kuclleisuus , kun 15% ikdi %65 .

/3 , o 0,083Xx~ {,70¢
- 0 /iﬁL = .0 + &

i Korkeo- ja kuormitusperusteet ovat Te4,=73 voimaan tulleet perusteet
: §,083%

0, coo5+ b, psntig €




[ e P e, 3 - = 4 r r ol F ] P H 5 4 F 4
H e L L ¢ H f . 4 I i B i v i i & 3 x - £ = 2 .%




Vakuutusmaksuja, vak,summa = 10000

K65 miehet

ki perustekorko =

3,0 %

o= i=y
IR ] ney
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Y65 miehet

T - —

L e i)

g o=

ot i el bRt |
s = o E

2 emy = — I

= Eva =gs

4,57, 6,0 % 10,0

175 ey 4z
gt | 1y i

ikd perustekorko =

3,0% 4,5% 6,0 7,

=5 =5E
i 1Es
45 R
=4 =rd

Riski~ ja kuormitusperusteet nykyisten mukaiset.
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Tavallisen henkivakuutuksen,Y65 miehet ,

eri korkokannoilla, riski- ja kuormitusperusteet nykyiset

Alkuikd 30 vuotta, vak.summa
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