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Abstract

This paper considers Extreme Value Theory (EVT) and its statistical applica-
tions. The aim of this paper is twofold: first, to give an introduction to the theory
of extremes and to the statistical methods based on it; and second, to present
real-world examples to illustrate these methods in action. We also believe that
the presented applications are of interest on their own.

The three applications considered in this paper are as follows. First, we examine
the modelling of sea-level maxima using data provided by the Finnish Meteo-
rological Institute, consisting of daily maximum sea-levels between 19042011
recorded at the coast of Helsinki. The sea-level example is also used to illustrate
the various statistical methods considered in this paper. Our second application
is to catastrophe modelling, by using EVT to model the probability distribution
of death counts caused by accidents or catastrophes in Finnish population. The
third application is to the realistic modelling of market risk and estimation of
conditional risk measures (Value-at-Risk, Expected Shortfall).

We also discuss risk measurement based on the models, and compare the results
from the accidental death model and equity risk model to the correspending
specifications used in the Quantitative Impact Study 5 (QIS 5) and Long Term
Guarantees Assessment (LTGA) of Solvency II. In particular, according to our
catastrophe death model, the risk level implied by the ”mass accident” scenario
of LTGA seems to be significantly higher than the target 1-year 99.5 % Value-at-
Risk (VaR) specified by Solvency II — at least for Finland. The risk level implied
by the ”arena risk” scenario of QIS 5 is higher still. The estimated 99.5 % VaR is
410 deaths, while the death count implied by the LTGA and QIS 5 mass accident
scenarios are considerably higher at 1 890 and 2 500, respectively.

The obtained models for extreme sea-level values of Baltic Sea are used to assess
the minimum required construction height at the coast of Helsinki, defined as
the sea-level height that is exceeded on average once in the next 200 years.
Based on a purely statistical model, this is estimated to be mean sea level +
221 centimeters.

No new results are presented in this paper in terms of the theory or statistical
methods. Instead, the focus is on applications. To the author’s knowledge, the
modelling of sea-level maxima of the Baltic Sea using non-homogenous Poisson
point processes and explanatory meteorological variables (in this case, the North
Atlantic Oscillation or NAO-index) has not been done before. The application
of EVT to the modelling of Finnish catastrophic accidental deaths is also new,
whereas the market risk example is based on existing literature.
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Johdanto

Adriarvoteoria (Extreme Value Theory, EVT) tarkastelee satunnaisilmiiden
ddriarvoja. Sitd voitaisiin kutsua myos darimmaéisten ilmididen teoriaksi, missé
7agrimmaiselld” ymmarretdin matemaattisessa mielessé tietyn ilmion maksimi-
arvojen ja niiden jakauman, tai taustalla olevan todennikoéisyysjakauman hdn-
tien, tarkastelemista.

Adiriarvoteorian piiriin kuuluvien menetelmien ja niiden erikoistapauksien sovel-
tamisella tilastolliseen dataan on pitkiit perinteet hydrologiassa (vesistotietees-
sii), luotettavuustekniikassa (reliability engineering) ja vakuutusmatematiikassa,
vaikka menetelmié ei aina talla nimelld olekaan kutsuttu. Parin viime vuosikym-
menen aikana sovelluksien alue on kuitenkin laajentunut valtavasti, késittden
esimerkiksi telekommunikaation, ilmastotieteen, aerodynamiikan, lasdketieteelli-
sen tekniikan, seismologian, ilmakehén kemian, tdhtifysiikan ja materiaaliteknii-
kan; ks. esim. [1, 2]. Listaa voisi jatkaa loputtomiin. Erdén térkeimmistd uusis-
ta sovellusalueista menetelmien kehittymisen (eikd pelkéstééin olemassaolevien
soveltamisen) kannalta muodostavat finanssimarkkinat ja finanssiriskienhallin-
ta. Finanssi- ja vakuutusala lieneekin nykyéén dédriarvoteorian soveltavan tutki-
muksen merkittdvimpié painopistealueita, mahdollisesti heti ympéristotieteiden
(kaikissa eri muodoissaan) jilkeen.

Riskid mallinnetaan matemaattisesti pohjimmiltaan valitsemalla tietty toden-
nékdisyysjakauma kuvailtavalle ilmiolle.! Usein todenniikdisyysjakauma on es-
timoitu havaintojen perusteella tilastollista analyysiéd kayttéden. Useimmissa ti-
lastollisissa menetelmissi kiinnostus kohdistuu padasiallisesti tarkasteltavien ha-
vaintojen taustalla olevan todenn#koisyysjakauman keskiosiin. Jakauman hénti-
in eli ddrimméisiin arvoihin joko havaintojen yld- tai alapé#ssi ei sen sijaan
useinkaan kiinnitetd menetelmissi erityistd huomiota, tai téllaisia arvoja pi-
detdén jopa vieraina havaintoina (outlier). On kuitenkin tilanteita, joissa #édrim-
madiset havaintoarvot ovat tdrkein osa probleemaa.

Asriarvoteoriaa sovellettaessa kiinnostus kohdistuu nimenomaan ilmion tai pro-
sessin darimmaisiin arvoihin. Yleensé d#riarvoanalyysin tavoitteena on arvioida
kaikkia tdhin mennessd havaittuja tapahtumia suurempien (tai pienempien)
tapahtumien todennékoisyyksid — eli ekstrapoloida havaintojen ulkopuolelle.
Asriarvoteoria voidaan nihdi tydkaluna, joka tarjoaaa keinot niiden taustal-
la olevan todenn#koisyysjakauman hiantdtodennéikoisyyksien estimoimiseen niin

1T4m4 jakauma, voi olla esimerkiksi ajassa muuttuva, eiké aina ole ilmaistavissa analyytti-
sessd muodossa. Usein se on myds monien mallinnuksessa tehtyjen osavalintojen implisiittisesti
maaraama.
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hyvin kuin havaintojen perusteella on mahdollista. Toisaalta, vaikkei saatavilla
olisi ollenkaan kayttokelpoista dataa, teorian perusteella voidaan myos osoittaa,
minké tyyppisid jakaumia tulisi kdyttda, jotta katastrofiriskien mahdollisuus tu-
lee huomioitua konservatiivisesti. Adriarvoteorian soveltuvuutta kiytinnon on-
gelmiin kuvaa hyvin seuraava, teoksesta [2] otettu Richard Smithin toteamus:
”There is always going to be an element of doubt, as one is extrapolating into
areas one doesn’t know about. But what EVT is doing is making the best use
of whatever data you have about extreme phenomena.”

Téamén esityksen tavoite on kahtalainen: ensinnékin, tarjota lukijalle johdatus
dédriarvoteoriaan tilastollisiin sovelluksiin, mukaan lukien lyhyt katsaus menetel-
mien pohjana olevaan matemaattiseen teoriaan, ja toiseksi, esittdd konkreetti-
sia kdytdnnon sovelluksia teorian tarjoamien menetelmien havainnollistamiseksi
yksityiskohtaisen analyysin kautta. Kirjoittajan nikemyksen mukaan esitetyt
sovellukset ovat my0s itsessdén kiinnostavia seké relevantteja.

Pyrkimyksend on my6s kiinnittd4 huomiota esityksen luettavuuteen, matemaat-
tisen tarkkuuden kustannuksellakin — yksityiskohdista kiinnostuneet (tai mah-
dollisiin epétésmillisyyksiin turhautuneet!) lukijat voivat konsultoida esimer-
kiksi teoksia [3, 4]. Varsinaisia esitietoja ei tarvita, mutta lukijalla oletetaan
kuitenkin olevan perustason tiedot todennikéisyyslaskennasta ja tilastollisista
menetelmista.

Tilastollisia menetelmia kéiytettdessd on aina kiinnitettdva huomiota menetel-
mien taustalla oleviin oletuksiin sekd menetelmien soveltuvuusalueeseen ja ra-
joituksiin. Aivan erityisesti timé pétee dériarvoteoriaan perustuvien tilastollis-
ten menetelmien kaytossé, kun pyritdan kuvaamaan ddrimméisia ilmioita, jotka
jo médritelmén mukaan ovat harvinaisia ja joista on usein vain véhén tai ei ol-
lenkaan havaintoja olemassa. Esityksessd tullaankin menetelmien soveltamisen
yhteydessa kiinnittaméan erityistd huomiota taustaoletuksiin ja niiden toteutu-
miseen.

Esityksen rakenne on seuraava. Luvussa 1 luodaan lyhyt katsaus matemaattiseen
taustateoriaan, siltd osin kuin myShemmin esitettdvien menetelmien ymmérta-
miseksi tai perustelemiseksi on tarpeen. Luettavuuden parantamiseksi osa ma-
teriaalista, mm. stationaarisia prosesseja koskeva taustateoria, on delegoitu liit-
teeseen A; mikili lukijalla riittdd kiinnostusta, suositellaan liitteen osion A.1 lu-
kemista kappaleen 1.2 jilkeen. Esityksen painopisteend olevat tilastolliset mene-
telmiit esitetéiéin luvussa 2 likimain historiallisessa (ja myds vaikeus-) jérjestyk-
sessd. Luvussa kdytetddn esimerkkind Itdmeren vedenkorkeuden mallinnusta
Helsingin edustalla, ja vedenkorkeusilmitté analysoidaan yksityiskohtaisesti esi-
tettyjd menetelmis soveltamalla. Seuraavissa luvuissa esitetdéin kaksi muuta so-
vellusta: Luvussa 3 tarkastellaan onnettomuuskuolemien méérien mallintamis-
ta, ml. onnettomuuskuolemien simulointia, ja luvussa 4 puolestaan realistista
markkinariskin mallintamista ja riskimittojen (Value-at-Risk, Expected Short-
fall) estimointia. Onnettomuuskuolemamallin ja osakeriskimallin antamia tu-
loksia verrataan myos Solvenssi I:n viidennessé vaikuttavuusarvioinnissa (QIS
5) ja uudemmassa LTGA-arviointipaketissa kiytettyihin vastaaviin spesifikaa-
tioihin osakemarkkinariskin ja sairaus- ja tapaturmavakuutuksen katastrofiris-
kin (konsentraatioriski ja ”areena’- tai joukko-onnettomuusriski) osalta. Luku
5 sisdltdd yhteenvedon.
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Menetelmien osalta tdmé paperi ei sisdlld uusia tuloksia; sen sijaan painotus
on sovelluksissa. Kirjoittajan tietdméan mukaan Itdmeren vedenkorkeuden mak-
simeja ei ole aiemmin mallinnettu luvun 2 tapaan epdhomogeenisia pistepro-
sesseja ja meteorologisia selittéivii muuttujia (téssd tapauksessa NAO-indeksii)
kayttden. Onnettomuuskuolemaméirien mallintaminen dériarvoteoriaa kiyttien
eli luvun 3 sovellus on my6s uusi. Luvussa 4 esitetty ldhestymistapa markki-
nariskin mallinnukseen sen sijaan noudattaa kirjallisuudessa aiemmin esitet-
tya.



Luku 1

Taustateoriaa

Seuraavassa luodaan lyhyt katsaus dériarvoteoriaan, painottaen erityisesti sovel-
lusten kannalta térkeitd tuloksia. Tavoitteena on antaa lukijalle késitys teorian
perusteista, tai teoriaan perehtyneen lukijan osalta toimia aiheen kertaukse-
na.

Esitys perustuu pédasiassa lihteisiin [2] ja [5]. Lauseet esitetéiéin ilman todis-
tuksia, todistusten osalta viitataan ldhdekirjallisuuteen ([2, 3, 4]).

1.1 Satunnaismuuttujajonojen maksimeista

Olkoon X1, X5,... jono riippumattomia ja samoin jakautuneita (independent
and identically distributed, iid) ei-degeneroituneita! satunnaismuuttujia toden-
niikoisyysavaruudella? (2, F,P), ja F niiden yhteinen kertyméifunktio. (Riip-
pumattomuusoletuksesta tullaan myshemmin luopumaan.) Satunnaismuuttu-
jat X; @ (Q,F) — (R,B) ovat reaaliarvoisia, ja R on varustettu tavalliseen
tapaan Borel-sigma-algebralla B, eli R:n avoimien joukkojen generoimalla o-
algebralla.

Adriarvoteoriassa kiinnostuksen kohteena on otosmaksimien
M, =Xy, M, =max(X1,...,X,), n>2,

kiyttiytyminen.? Sovelluksissa satunnaismuuttujat X; edustavat yleensi ta-
savilisid havaintoja tarkasteltavasta prosessista, kuten esimerkiksi merenpinnan
korkeuden tuntihavaintoja tai osakkeen péivittéisid tuottoja.

IT4ll4 tarkoitetaan satunnaismuuttujia, joiden jakauma ei ole keskittynyt yhteen pistee-
seen. Samaa termié kidytetdan myos jakaumista tai kertyméafunktioista: kertyméafunktio F' on
ei-degeneroitunut, jos se ei ole muotoa F(z) = L{z>cy jollain ¢ € R.

2Todennikdisyysavaruus on kolmikko (2, F,P), missd  on otosavaruus, F on g-algebra
Q:lla (F:n mitallisia joukkoja kutsutaan tapahtumiksi), ja P on todenndkdisyysmitta, joka
liittd4 todennékoisyyden jokaiseen F:n joukkoon. Todenn#kéisyysteorian osalta ks. esim. [6].

3Tissi esityksessd keskitytddn tarkastelemaan maksimeja, mutta vastaavat tulokset mini-
meille seuraavat suoraan kiyttaméilld relaatiota min (X1,...,Xpn) = —max (—X1,...,—Xn).
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Periaatteessa otosmaksimin M, tdsméllinen jakauma voidaan johtaa tarkasti
kaikilla n:

P(M, <z)=P(X; <uz,...,X, <x)

i 1.1
:HP(Xigx):F"(x),xeR,nGN. (L)
=1

Tamé ei kuitenkaan ole erityisen hyodyllinen esitys kdytdnnon kannalta, silla
jakauman F' tarkkaa muotoa ei kdytdnnon sovelluksissa tunneta. Erds mahdol-
lisuus on edeté estimoimalla F' havaitusta aineistosta perinteisii tilastomenetel-
mié hyddyntéen, ja kdyttda saatua estimaattia 2 yll&.

Toinen ldhestymistapa on hyvéksyé ettd F' on tuntematon, ja sen sijaan etsii
suoraan mallia maksimien jakaumalle F™. Tamé osoittautuu erittédin tulokselli-
seksi myos kidytdnnon sovellusten kannalta.

On siis tarpeen tutkia tarkemmin, mitd otosmaksimin jakaumasta voidaan sanoa
yleisessd tapauksessa. Satunnaisilmiéiden &#riarvot osuvat jakauman héntiin,
otosmaksimien osalta oikeaan hantdén: intuitiivisesti on selvaé, ettd suureen M,
asymptoottisen kdyttdytymisen (kun n — oo) tdytyy olla yhteydessd jakauman
F hantdan ldhelld jakauman oikeaa péaétepistetta

zp =sup {z € R|F(z) <1}.

Tarkastellessa jakauman F™ kdytosta kun n — oo saadaan kuitenkin valittomasti

n—oo

P(M, <z)=F"(z) — 0, z<zp <00,
P(M, <z)=F"(z) =1, T>xp,xrp < 00.

Siis otosmaksimin M, todennikoisyysmassa keskittyy pisteeseen zp, kun n —
00.* Tami ei tarjoa vield lisdinformaatiota jakaumasta.

Osoittautuu, ettd enemmén tietoa maksimien kiyttaytymisestd saadaan tar-
kastelemalla keskitettyjen ja normalisoitujen maksimien heikkoa suppenemis-
ta (eli suppenemista jakauman suhteen, in distribution). Tamé on klassisen
ddriarvoteorian péadaiheita. Merkitddn otosmaksimin M,, lineaarista (itse asias-
sa affiinia) muunnosta

missé (¢y,) ja (dy,) ovat jono vakioita. Sopivat normeerausvakioiden valinnat ”sta-
biloivat” M:n jakauman lokaation ja skaalan mn:n kasvaessa, jolloin véltetdan
normeeraamattoman otosmaksimin tarkastelussa kohdatut ongelmat. Seuraa-
vassa luvussa esitetddn Fisherin ja Tippettin mukaan nimetty keskeinen lause,
joka olennaisesti kertoo, ettéd mikali on olemassa sellainen normeeraus ettd M}

4Tssmallisesti, esityksestd seuraa, ettdi M, — xp kun n — oo, missi siis zp < 0o (P
edelld tarkoittaa todenniiksisyyden suhteen suppenemista). Koska jono (My) on ei-vihenevi
n:n suhteen, se suppenee melkein varmasti (m.v.), ja pitee myds My, % zp.
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ylld suppenee heikosti johonkin (ei-degeneroituneeseen) jakaumaan kun n — oo,
tdméan jakauman téytyy olla tyypiltddn yksi kolmesta ns. standardista ddriarvo-
jakaumasta.

Tulos on diriarvoteorian vastine keskeiselle raja-arvolauseelle (central limit theo-
rem, CLT): Olettaen ettd satunnaismuuttujat X, Xo, ... ovat riipumattomia ja
samoin jakautuneita ja niiden varianssi on dérellinen, keskeinen raja-arvolause
standardimuodossaan sanoo, etti sopivasti normalisoitujen summien S,, = X1+
...+ X, ainoa mahdollinen rajajakauma on normaalijakauma:

lim P (S"_“”> = ®(z), z€R,

n—o0 by,

missé a, = nE(X;) ja b, = y/Var(X;). Yleisemmin, iid satunnaismuuttujien
normalisoitujen summien mahdolliset rajajakaumat kuuluvat stabiilien jakau-
mien (stable distributions) perheeseen, joiden erikoistapaus on normaalijakau-
ma.

Siind missi keskeinen raja-arvolause koskee iid satunnaismuuttujien summia
b
ddriarvoteorian ”vastine” koskee satunnaismuuttujien maksimeja.

1.2 Adsriarvojakaumat ja yleistetty diiriarvojakauma

Seuraava lause on klassisen dériarvoteorian perusta.

Lause 1.1 (Fisher-Tippett, Gnedenko; maksimien rajajakaumat)
Olkoon (X;);_, jono iid satunnaismuuttujia. Jos on olemassa normeerausvakioi-
den jonot (cp) ja (dn), ¢n > 0,d, € R, ja ei-degeneroitunut jakauma H siten,
ettd

n—oo

M, —
lim P ("dn < x) = lim F"(c,z+d,) = H(z), =z€R, (1.2)

niin H kuuluu yhteen seuraavista kolmesta jakaumaperheesti:

0, <0

Fréchet: @, (x) = { exp{—z~“}, >0~

_(_ —
Weibull: \I/a(m):{ exp {=(~2) }1 iig L a0,

Gumbel: A(z) =exp{—e "}, z € R.

Y14 esiintyvét jakaumat tunnetaan kollektiivisesti dériarvojakaumina. Jakau-
mat ovat lauseessa standardimuodossaan: kutakin tyyppid vastaavat lokaatio-
skaala —perheet saadaan korvaamalla argumentti = ylli tekijalla (x—pu) /o, jolloin
maédrittelyalueiksi kahdessa ensimmaéisesséd tapauksessa tulee vastaavasti x < p
tai x > . Fréchet- ja Weibull-jakaumien yhteydessé esiintyva « on jakauman
muodon madradvi parametri.
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Lause 1.1 karakterisoi kaikki mahdolliset rajajakaumat: jos 16ytyy sopivat nor-
meerausvakiot siten, ettid normeeratut otosmaksimit ¢, *(M,, — d,,) suppenevat
jakauman suhteen, niin suppeneminen tapahtuu satunnaismuuttujaan, jonka ja-
kauma on vilttamétta yksi kolmesta lauseen ddriarvojakaumasta. Merkittavas
tuloksessa on, ettéd dédriarvojakaumat ovat ainoita mahdollisia rajajakaumia iid
satunnaismuuttujien Xi, Xs, ... otosmaksimeille M, riippumatta itse muuttu-
jien X; jakaumasta F'.

Huomautus 1.2

1) Lauseen 1.1 rajajakauma ei aina ole olemassa, ks. esim. [2, s. 117]. Tillai-
sia tapauksia voidaan kuitenkin pitdd poikkeuksina: kdytinndssd kaikilla
normaalisti tavattavilla jakaumilla rajajakauma H on olemassa.

2) Rajajakauma (1.2):ssd on yksikdisitteinen vain affiineja muunnoksia vaille.
Jos jakauma esiintyy muodossa H(cx + d),

lim P(M,, —d,)/cn < z) = H(cx +d),

n—oo

néin H(xz) on myds raja-arvo normeerausvakioita muuttamalla:

lim P((M, —d,)/é, < z) = H(z),

n—oo
missd ¢, = cp/c ja cfn = d,,/d. Erityisesti siis normeerausvakiot on ai-
na mahdollista valita niin, ettd rajajakauma H esiintyy standardimuodos-
saamn.

Jatkoa ajatellen on hyodyllistd yhdistdéd lauseen 1.1 dariarvojakaumat yhden
jakaumaperheen alle ottamalla kidyttoon parametrisaatio

(1)1/57 §>0,
He = A, £€=0,
\1171/5, £ <.

Jakauma H voidaan siis ajatella kolmen alla olevan d#riarvojakauman yleistyk-
send, ja se tunnetaankin yleistettynd dériarvojakaumana (generalized extreme
value distribution, GEV). Méiiritelmi seuraa:

Miiritelmd 1.3 (Yleistetty diriarvojakauma, GEV)
Middéritellidn He ehdosta

Hg(x) { exp{—(l—kfx)_%}, 53&07
exXp {7671’} , §=0,

missi 1 + Ex > 0. Jakauma H on standardi yleistetty ddriarvojakauma para-
metrilla £. Vastaava lokaatio-skaala —perhe saadaan asettamalla He , ,(x) =
He((z—p)/0o) lokaatioparametrille p € R ja skaalaparametrille o > 0. He , o1
mdadrittely-alue on
:c>,uf%, kun & >0,
x<,u—%, kun & <0,
reR, kun £=0.

Jakaumaa He ,, » kutsutaan yleistetyksi ddriarvojakaumaksi.



1.2 Asriarvojakaumat ja yleistetty #iiriarvojakauma 8

Parametri £ on GEV-jakauman muotoparametri, ja H; méérittelee jakauman
tyypin, eli jakaumaperheen joka on kiinnitetty lokaatiota ja skaalausta lukuunot-
tamatta.® Jakaumafunktio Hy tapauksessa £ = 0 tulkitaan H¢:m raja-arvona kun
& — 0: kiintedlld = pétee lime_o He(x) = Ho(x) (molemmilta puolilta), joten
médritelmén 1.3 parametrisaatio on jatkuva &:n suhteen. GEV-parametrisaation
jatkuvuus on erityisen hyodyllinen tilastollisia sovelluksia ajatellen; ks. luku
2.2.

Maidritelmé 1.4 (Jakauman vaikutuspiiri maksimin suhteen, MDA)
Jos (1.2) pitee jollekin ei-degeneroituneelle jakaumalle H, niin sanotaan, ettd
F (vast. X) kuuluu jakauman H vaikutuspiiriin maksimin suhteen (F belongs
to the maximum domain of attraction of H). Merkitiin F € MDA(H).

Kuten &dariarvoteorian terminologian kohdalla usein, késitteelld ” maximum do-
main of attraction” ei ole vakiintunutta suomenkielistd vastinetta. Téssé esityk-
sessd kdytetddn ilmaisua ”vaikutuspiiri maksimin suhteen”, joka on perdisin H.
Nyrhiselté [7].

Lause 1.1 voidaan yhtédpitavésti esittdd méaritelméa 1.4 kayttaen.

Lause 1.5 (Fisher-Tippett, Gnedenko)
Jos F € MDA(H) jollekin ei-degeneroituneelle jokaumalle H, niin H:n tdiytyy
olla tyyppid He, eli yleistetyn ddriarvojakaumaperheen jésen.

GEV-jakauma tapauksessa & > 0 on siis Fréchet-jakauma, tapauksessa £ = 0
Gumbel-jakauma, ja tapauksessa £ < 0 Weibull-jakauma. Jakauman tiheysfunk-
tio eri tapauksia vastaten on esitetty kuvassa 1.1, ja kertyméfunktio vastaavasti
kuvassa 1.2.

Tiheysfunktio (PDF)
0.45 T T

0.4

0351

€=0 (Gumbel)
\ — - — - &>0 (Fréchet)
— — —£<0 (Weibull)

031

0.251

he)

0.2-

0.151

0.1r

0.05-

Kuva 1.1: GEV-jakauman tiheysfunktio.

Asriarvojakaumista Weibull on lyhythéintédinen jakauma, jolla on #érellinen oi-
kea péatepiste . Fréchet- ja Gumbel —jakaumilla on &éreton oikea péaitepiste,
mutta Fréchet-jakauman hiantdtodennékoisyyksien vaimeneminen on paljon hi-
taampaa kuin Gumbel-jakauman: Fréchet’'n vaikutuspiiriin maksimin suhteen

5Tasmiillisemmin, kahden satunnaismuuttujan X ja Y (tai niiden jakaumien) sanotaan

olevan samaa tyyppié, jos on olemassa vakiot a >0 jab € R s.e. X 4.y +b.
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Kertyméfunktio (CDF)
T T

0.9

0.8r

£=0 (Gumbel)
— - — - &>0 (Fréchet)
— — — £<0 (Weibull)

0.7r

0.6

He®)

051

041

031

0.21

0.1-

Kuva 1.2: GEV-jakauman kertyméfunktio.

kuuluvat jakaumat ovat paksuhéntéiisiad, Gumbelin vaikutuspiiriin kuuluvat ja-
kaumat puolestaan ohuthéntéisiéd tai keskipaksuja.

Esitetdan seuraavaksi esimerkkejé normeerauskertoimista ja vaikutuspiiristéd tun-
nettujen jakaumien osalta.

Esimerkki 1.6 (Eksponenttijakauma)

Olkoon X1, Xs,... tid jono eksponenttijakautuneita satunnaismuuttujia para-
metrilla p > 0 yhteisend kertymdfunktiona F, F(z) = 1 —e " z > 0. Va-
litsemalla normeerausvakioiden jonot ¢, = 1/u ja d,, = In(n/p) saadaan

Cn 2 H

= (1 - e*(”*lnn)) = <1 - ex> , T >lnn,
n

lim P (A/lnc_d" < x) = exp (—e_m) , T€ER.

n—oo

Siis rajajakauma on Gumbel, F' € MDA (Hy), vastaten tapausta & = 0.

Esimerkki 1.7 (Tasajakauma)
Olkoon F tasajakauma yksikkovdlilli, F(x) = x, « € (0,1). Valitaan ¢, = 1/n
ja d, = 1. Kiintedlld y < 0

M, — d, n
P<§y>F”(y+1>(1+y) Y>>,
Cn n n

M, —d
lim P(Tlcrlgy):ey, yeR.

n—oo

Rajajakauma on siis yleistetty ddriarvojakauma parametrilla £ = —1 eli Weibull,

F e MDA(H_,).

Esimerkki 1.8 (Pareto-jakauma)
Olkoon F Pareto-jakauma Pa(a, k), F(z) = 1 — (k/(k + )%, a > 0, kK > 0,
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x > 0. Asettamalla c,, = /inl/a/a ja d, = knl/o

P ng _m a(x—/inl/o‘—i-/i)
Cn knl/a
_(,_ K a\ n
B K+ knl/ez/a + knt/e — k
1 [0} n
— 1 — _—
(-G m) )
1 n
R
n a a

M, — —a
limP(ndngx>:exp(—(1+x) ), 1—|—£>0.
n—00 Cp, « (0%
Nihdddn, etti F € MDA(H,,,). Pareto-jakauman rajajakauma on siis Fréchet
parametrilla € = a1,

— Kk, saadaan

Normeerausvakiot liittyvét yleisesti ottaen alla olevan jakauman kvantiileihin.
Vakioiden méérittadmisestd ks. [2, luku 3.3]. Mit4 eri jakaumien vaikutuspiireihin
maksimin suhteen tulee, riittda useimpia kiytannon sovelluksia ajatellen todeta,
ettd olennaisesti kaikki (jatkuvat) jakaumat, joihin esimerkiksi tilastotieteessé
tal vakuutus- ja finanssimatematiikan piirissd tormétaéin, kuuluvat yleistetyn
ddriarvojakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen jollekin €. Liitteessd A.0.2
on kisitelty hieman tarkemmin kysymystéd, mihin edelld esitetyistd kolmesta
ddriarvojakaumatyypistd eri jakaumat F' alla oleville satunnaismuuttujille X
johtavat.

Lauseet 1.1 ja 1.5 ovat asymptoottisia tuloksia késitellen maksimien jakau-
maa rajalla kun n — oo, mutta tuottavat vilittomaésti seuraavan approksimaa-
tion:

P(M,, < z) = F"(chx + d,) = He(x), (1.3)

suurilla n. Tdm& kannustaa seuraavaan ldhestymistapaan tilastollisessa mal-
linnuksessa: keratdan ”suuri” méaéré riippumattomia havaintoja n:n havainnon
(X;, i=1,...,n) otosmaksimista M, ja sovitetaan yleistetty #iiriarvojakauma
(GEV) havaintoihin. X;:t voisivat edustaa esimerkiksi paivittéisié vedenkorkeus-
mittauksia, jolloin M,, on vedenkorkeuden vuosimaksimi kun n = 365. Tata kut-
sutaan ns. blokkimaksimimenetelmiksi (method of block maxima), ja se muo-
dostaa dariarvoteorian tilastollisten sovellusten klassisen perustan. Menetelméa
ja tilastollista estimointia késitelldin luvussa 2.2.

Klassinen a#riarvoteoria koskee riippumattomia ja samoin jakautuneita muut-
tujia, ja téssi osiossa esitetty tarkastelu perustuu iid-oletukselle. K&dytannon so-
velluksissa riippumattomuusoletus ei kuitenkaan usein ole perusteltavissa. Ajal-
linen riippuvuus on yleistd havaintoaikasarjojen maksimeissa autokorrelaation,
muiden muuttujien vaikutuksen tai molempien seurauksena. Lyhyen kantaman
riippuvuus johtaa siihen, ettd ddrihavainnot pyrkivit kasaantumaan ajallisesti:
esimerkiksi sijoitusinstrumenttien hinta-aikasarjat ilmentévét usein volatilitee-
tin kasaantumista (volatility clustering), siten etté volatiliteetin ollessa ”korkeal-
la” havaitaan todennédkoisemmin itseisarvoltaan suuria hintamuutoksia lyhyella
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aikavililld kuin volatiliteetin ollessa "matalalla”.® Samoin esimerkiksi joen vir-
tausmaksimit sattuvat yleensd ldhekkédin myrskyn jalkeen. Riippumattomien
ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien jonon luonnollinen yleistys on
tarkastella stationaarisia prosesseja. Adriarvoteoriaa stationaarisille prosesseille
kasitellddn lyhyesti liitteessd A.1. Kdytdnnossd osoittautuu, etté stationaarisiin
prosesseihin voidaan soveltaa tietyin ehdoin pitkélti samoja menetelmié kuin iid
jonoihinkin; ks. osiot A.1 ja 2.4.

1.3 Ylitteet ja yleistetty Pareto-jakauma

Edelld tarkasteltiin yleistetty# #ériarvojakaumaa (GEV) normalisoitujen otos-
maksimien asymptoottisena jakaumana. Tilastollisena sovelluksena tdmé tar-
koittaa datan jakamista m:n havainnon blokkeihin, ja kunkin blokin maksimi-
havainnon poimimista analyysia varten. Tamén ldhestymistavan yhtend on-
gelmana on kuitenkin se, ettd paljon dataa ”heitetddan hukkaan”: esimerkik-
si tiettynd vuotena saattaa sattua useita havaintoja, jotka ovat toisen vuo-
den maksimia korkeampia, mutta jadvat menetelmissd huomiotta. Vaihtoeh-
toinen ldhestymistapa diriarvoihin on tarkastella kaikkia tietyn korkean rajan
u ylittédvid havaintoja. Tétd kutsutaan ylitemenetelméksi (method of treshold
excesses), ja sen tilastollista toteutusta késitelladn luvussa 2.3.

Relaation (A.3) oikea puoli motivoi seuraavan méadritelmén:
Maiédritelmd 1.9 (Yleistetty Pareto-jakauma, GPD)

Mddritellidn jakauma G¢ ehdosta

— —-1/¢
Gela) = { 17U 20

Ge on nimeltidn standardi yleistetty Pareto-jakauma (generalized Pareto di-
stribution, GPD), missi & on jakauman muotoparametri. Kun lisiksi otetaan
kayttoon skaalaparametri B > 0, saadaan yleistetty Pareto-jakauma Ge g,

1

€T 3
Gg,,@(l'): 1- (1+£B) ) 5#07

1—6_36/67 &E=0.
G¢ g:n mddrittelyalue on
x>0, kun £ >0,
0<z< —%, kan £<0.

Jakaumaperhe G¢ g voidaan laajentaa ottamalla mukaan lokaatioparametri; ol-
koon tdmé v € R. T&lloin médritellddn Ge , g(x) = Ge gz — v).

Yleistetyn Pareto-jakauman parametrisointi on £:n suhteen jatkuva kiinteélla
z, eli lime 0 Ge g(x) = Go g(x). Tamé on erityisen hyodyllisté tilastollisia me-
netelmié ja suurimman uskottavuuden estimointia ajatellen. Kuten GEV, GPD

6Ks. tarkemmin luku 4.
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on "yleistetty” siind mielessé, ettd sen parametrisointi siséltdéd kolme eri erikois-
tapausta: kun £ > 0, G¢ g on tavallinen Pareto-jakauma parametreilla o = 1/¢
ja kK = B/& kun £ = 0, G¢ g on eksponenttijakauma parametrilla 1/4; ja kun
€ < 0, G¢ g on lyhythéntédinen (zp = — 8/£) tyypin II Pareto-jakauma. Ku-
vassa 1.3 on esitetty GP-jakauman G¢ tiheysfunktio ja kuvassa 1.4 vastaavasti
kertyméfunktio eri £:n arvoja vastaten.

Tiheysfunktio (PDF)
T T T

9%

Kuva 1.3: GP-jakauman tiheysfunktio.

Kertymafunktio (CDF)
T T T

6,

Kuva 1.4: GP-jakauman kertyméfunktio.

Yleistetylle Pareto-jakaumalle pitee G¢ g € MDA (Hy) kaikilla { € R; tapauk-
sissa & > 0 ja & < 0 tdméi seuraa suoraan lauseista A.2 ja A.4. Kun £ > 0,
voidaan nayttad etti

E(X*) =00, Vk=>1/¢>0,

missé X ~ G¢g. Yleistetyn Pareto-jakauman odotusarvo on siis olemassa,
mikali £ < 1, ja on télloin
B

E(X) = = (1.4)
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Yleistetty Pareto-jakauma toimii dériarvoteoriassa luonnollisena asymptoottise-
na mallina korkean kynnyksen ylittdvien arvojen jakaumalle (ylitejakaumalle).
Miaritelldan jalkimmé&inen muodollisesti.

Maédritelmé 1.10 (Ylitejakauma)
Olkoon X satunnaismuuttuja jakaumalla F. Kynnyksen u ylitteiden jakauma
(excess distribution over the threshold u), tai ylitejakauma, on

F(z+u) — F(u)
1—F(u) ’

F,(2)=P(X —u<z|X >u)= 0<z<zp—u, (1.5)

missd xp < 0o on jakauman F oikea pddtepiste.

Vakuutuskontekstissa F;, tunnetaan yleisesti excess-of-loss —-jakaumana (” vahin-
koylitejaukama”). Ylitejakaumaan ldheisesti liittyvé késite on ylitteen odotusar-
vofunktio (mean excess function), joka nimensi mukaisesti on annetun tason
ylitteen suuruuden ehdollinen odotusarvo, ehdolla ettd taso ylitetddn. Esitetdén
mééritelmd alla; ks. myos osio A.0.2 ja yhtélo (A.1).

Miiritelmd 1.11 (Ylitteen odotusarvofunktio)
Satunnaismuuttujan X ylitteen odotusarvofunktio on

e(u) = E(X —ulX > u), (1.6)

mikdli odotusarvo on olemassa.

Miéaritetddn ylitejakauma ja ylitteen odotusarvofunktio yleistetylle Pareto-ja-
kaumalle. Olkoon X satunnaismuuttuja jakaumalla F' = G¢ 5. Suoralla laskulla
saadaan

(z +u) - Gep(u) (1 + €%>_l/£ - (1 - g%)_l/f

Ge

F,(z) = _

(@) 1~ Gep(u) (1 + 5%)_1/5
B L&z +u)/B\ e cx/B \ V¢
_1_( I+ &u/p ) _1_<1+1+£U/5>

N
()

missi 0 < x < cokun € > 0ja0 < a2 < — /6 —wu kun & < 0.7 Siis
Fu(x) = G¢geuy(z), missi B(u) = B+ &u. Ylitejakauma on siis myos GPD,
samalla muotoparametrilla £, mutta skaalauksella joka kasvaa lineaarisesti kyn-
nystason u suhteen. Samanlainen tulos pétee myds asetettaessa (korkea) kynnys
u perustasoksi, ja tarkasteltaessa minkad tahansa tédtd korkeamman kynnyksen
v > u ylityksid. Tarkastellaan mukavuuden vuoksi jakauman hantié:

F(x):F(E}—&-x):F(u—i—(zf—kx—u))_ F(u) :Fugv—i-x—u)
TR Fu)  Flut@-w  F(o-u)
_ Geplv—uta) _

= =G v—u (.’L‘ .
R E— €,5+€(v—u) (T)

"Kun ¢ = 0, paddytisin eksponenttijakaumaan, ja tunnetusti Fy(z) = F(z), Yz (ekspo-
nenttijakaumalla ”ei ole muistia”).
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Siis Iy (2) = Ge go—u) (), missi f(v—u) = f+E(v—u), kun v > u (nyt siis skaa-
laparametri 8 vastaa tasoa u, jota korkeampia ylitteitd tarkastellaan).

GP-jakauman ylitteen odotusarvofunktio on vastaavasti

Bu) _ B+&u

1-&  1-¢7

missd missd 0 <u < oo, kun 0 < <1jal<u< —p/¢ kun £ < 0. Ylitteen
odostusarvofunktio e(u) on siis kynnyksen v lineaarinen funktio. Lineaarisuus
séilyy tarkastellessa tasoa u korkeampia kynnystasoja v > u:

_BHEv—u) & L B g
1= 1-¢& 0 1-¢7
missd nyt u < v <oo,kun 0 < ¢ <ljau<v<u-—g/ kun £ < 0. Tami
on yleistetyn Pareto-jakauman karakteristinen ominaisuus, ja e(u):n empiiriseen
vastineeseen perustuvaa graafista tekniikkaa tullaan hyodyntamédn kynnyksen
u valinnassa (etsimilld datan kuvaajasta alue, josta alkaen funktio on likimain
lineaarinen) luvussa 2.3.

e(u) =

e(v) (1.7)

Edellinen tarkastelu osoittaa, etté yleistetylld Pareto-jakaumalla on tietynlainen
stabiilius-ominaisuus ylitejakauman suhteen. Osoittautuu, ettd GPD on luon-
nollinen ylitteiden rajajakauma monille alla oleville jakaumille F'. Seuraava pe-
rustulos voidaan ndhdd MDA (H¢):n karakterisaationa kaikille £ € R ylitteiden
jakaumien asymptoottisen kdyttaytymisen avulla.

Lause 1.12 (Pickands—Balkema—de Haan)
On olemassa positiwvinen funktio f(u) siten, etti

lim sup ’Fu(ﬂﬁ) - Gf,ﬁ(u)(x” =0,

UTF 0<g<zp—u

jos ja vain jos F' € MDA(H,), £ € R.

Lause 1.12 sanoo, ettd jakaumat, joille normeeratut maksimit suppenevat yleis-
tettyyn ddriarvojakaumaan, ovat jakaumia, joille ylitteiden jakauma suppenee
yleistettyyn Pareto-jakaumaan kun kynnysté kasvatetaan riittédvésti. Ylitteiden
asymptoottisen GP-jakauman muotoparametri £ on liséksi sama kuin maksimien
asymptoottisen GEV-jakauman vastaava. Lause osoittautuu laajasti kayttokel-
poiseksi, ja sen perusteella yleistettyd Pareto-jakaumaa voidaan pitda korkean
kynnyksen ylittdvien arvojen jakauman perustavanlaatuisena mallina.

Tilastollisia sovelluksia ajatellen lause 1.12 antaa vilittomésti seuraavan ap-
proksimaation ylitejakaumalle F,, suurilla w:

Fy(z) =P(X —u < 2|X >u) =~ Ge gy (x), x>0, (1.8)

missé f(u) — ja £ — on estimoitava datasta. Vaihtoehtoisesti voidaan tarkastella
koko ylityksien suuruutta (u + (z — u) = z) eikd vain ylitteitd (z — u): kun
x> u,

P(X > 2| X > u) = Ge oy pu) ().

Ylitteisiin perustuvaa tilastollista mallinnusta tarkastellaan luvussa 2.3.



1.4 Pisteprosessimallit 15

1.4 Pisteprosessimallit

Edellisessé osiossa tarkasteltiin vain annetun, korkean tason ylitteiden suu-
ruuksia, ja esitettiin yleistetty Pareto-jakauma laajasti soveltuvana asymptoot-
tisena jakaumana niille. Tarkastelua on kuitenkin luonnollista laajentaa kos-
kemaan paitsi ylitteiden suuruuksia, myos niiden sattumista ajassa. Ajatel-
laan vaikkapa jalleenvakuuttajan maksettavaksi tulevien, ensivakuuttajan oma-
pidatysrajan ylittdvien vahinkojen sattumista XL-jdlleenvakuutuksessa. Kor-
kean kynnyksen ylittdvien arvojen sattumista ajassa on luonnollista kuvata pis-
teprosesseja kiyttden. Osoittautuu, ettd tdmé ldhestymistapa yleistdd edelld
késitellyt mallit maksimeille ja ylitteille, tarjoten yhtenéisen mallinnuskehyksen
joka sulkee sisdénsd sekd GEV- ettd GPD-mallit.

Aikaulottuvuus oli itse asiassa implisiittisesti mukana myos edellisessi osiossa
ylitteiden jakaumaa tarkastellessa: proposition A.12 mukaan korkean tason ylit-
teiden lukuméérd noudattaa asymptoottisesti Poisson-jakaumaa, jolloin — iid
satunnaismuuttujajonoa tarkastellessa — korkean tason ylitteiden sattumisaiko-
jen voidaan odottaa noudattavan likim#sriisesti Poisson-prosessia®. Kerrataan
muutamat liitteessd A.1 esitetyt tulokset vield tdmén luvun kontekstissa. Olkoon
X1, X, ... jono iid satunnaismuuttujia (tai satunnaismuuttujia stationaarisesta
prosessista diriarvoindeksilli 8 = 1), ja oletetaan ettéd niiden kertymifunktiolle
péatee F' € MDA (H). Yhtéloiden (A.6) ja (A.7) perusteella talloin pétee

lim nln(l — F(cpx +dy)) = InHe(x),
n—oo
li_)rn nF(c,x +d,) = —InHe(w).

Kiinnostuksen kohteena ovat nyt kynnysjonon (u,(z)) ylitteet, missé u,(x) =
cnx+d, jollakin kiinteélld x:n arvolla. Kynnystason u, (x) ylityksien lukumé&éra
otoksessa X7, ..., X,, on binomijakautunut satunnaismuuttuja, N, () ~ Bin(n,
F(un(z))), odotusarvona E(N,, (x)) = nF (u,(x)). Ylitysten lukumisra N, ()
suppenee nyt Poisson-jakautuneeseen satunnaismuuttujaan kun n — oo (ks. s.
169). Koska (A.7) pitee, tapahtuu suppeneminen satunnaismuuttujaan N, ~
Poi(A(z)), jonka odotusarvona on

M) = —In(He(x), (L9)

riippuen valitusta z.

Edelld mainitulla asetelmalla on ldheinen yhteys myos GEV-jakaumaan. Ol-
koon N Poisson-jakautunut, N ~ Poi()), ja riippumaton iid satunnaismuut-
tujajonosta (X,) GP-jakaumalla G¢ g. Merkitddn My = max(Xi,...,Xn).
Té&lloin

g

i -1/¢
IP’(MN < 9:) = exp { (1 + fx ﬂ) } = H{,,u,o(z)v (1'10)

missid pu = ?()\5 — 1) ja 0 = BAE. Tulos siis sanoo, ettd kun ylitteiden lu-
kumééréd on tdsmdlleen Poisson-jakautunut ja ylitteet noudattavat tdsmdlleen

8Ks. liite D.
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GP-jakaumaa, on ylitteiden maksimi tdsmélleen GEV-jakautunut. Tulos (1.10)
saadaan suoralla laskulla:

]P(MN S :L’) = Z e 7Gg‘7ﬁ(x) = ei)‘(lfGEﬁ(I))

—1/¢
:exp{—)\ (1—1—5;) }

r— &1 e -1/¢

kun & # 0. Tapauksessa £ = 0 saadaan vastaavasti

z—B1n A
P(My <z)= exp{fe_ P }

Kuten edelld mainittu, iid satunnaismuuttujajonolle ylitteiden lukuméérd on
asymptoottisesti Poisson-jakautunut. Lauseen 1.12 mukaan ylitteiden suuruudet
puolestaan noudattavat asymptoottisesti yleistettyd Pareto-jakaumaa (yliteja-
kauma on GP, kun F' € MDA (H¢)). Tém4 yhdistettyné tulokseen (1.10) motivoi
mallintamaan korkean tason u ylitteitd pisteprosessina, jossa pisteet (¢,x) kak-
siulotteisessa avaruudessa kuvaavat ylityksien sattumista (¢-dimensio tai -akseli)
ja ylitteiden suuruuksia (z-dimensio). Todellakin, osoittautuu, ettd ylityksiin
liittyvét pisteprossit suppenevat vastaavaan Poisson-pisteprosessiin.

Tarkastellaan seuraavaksi joitakin pisteprosesseihin liittyvié késitteitéd ja tulok-
sia. Tdmén jdlkeen esitetddn iid dataa koskeva perusmalli, aikaulottuvuuden
suhteen homogeeniseen Poisson-pisteprossiin perustuva ns. POT-malli, ja lopuk-
si yleistetddn tdmé ajan ja paikan suhteen epdhomogeenisiin Poisson-pisteproses-
seihin. Malliin liittyvaa tilastollista paattelyd ja mallin estimointia késitelldan
osiossa 2.6.

1.4.1 Pisteprosesseista

Olkoon Y7, ...,Y, jono satunnaismuuttujia (tai vektoreita) arvojoukkonaan jo-
kin tila-avaruus X tai X'n osajoukko. Esimerkiksi X = R tai X = R2. Miéritel-
l44n mielivaltaiselle joukolle A C X' satunnaismuuttuja

N(A) =) Lviea (1.11)
i=1

N(A) siis laskee elementtien Y; (satunnaisen) lukumééridn joukossa A. Tietty-
jen teknisten ehtojen téyttyessi (1.11):n sanotaan méiiritteleviin pisteprosessin
N(-). Yksi tidrkeimmisti pisteprosesseista, erityisesti sovellusten kannalta, on
Poisson-pisteprosessi. Téassé esityksessé tarkastelu rajataan nimenomaan tahén
pisteprosessien luokkaan.

Maédritelmé 1.13 (Poisson-pisteprosessi)
Pisteprosessia N(-) kutsutaan Poisson-pisteprosessiksi (tai Poisson-satunnais-
mitaksi) tila-avaruudessa X intensiteettimitalla A, jos seuraavat ehdot tiyttyvdit:
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(i) Kaikille AC X ja k>0,

A(A
P(N(A) =k) = e_A(A)%, A(A) < oo,
ja todennikdisyys on nolla, kun A(A) = oo.
(i) Milli tahansa m > 1, jos Ay, ..., Ay ovat keskenddin erillisii (pistevierai-

ta) tila-avaruuden X osajoukkoja, niin satunnaismuuttujat N(Ay),...,
N(A.,) ovat riippumattomia.

Intensiteettimitalle A(-) pétee E(N(A)) = A(A), A € X. Koska Poisson-jakau-
man méirittid sen odotusarvo (ensimméinen momentti), yo. médritelmésti seu-
raa ettd Poisson-prosessin mésrittad sen intensiteettimitta A. Mitta voidaan kir-
joittaa myos muodossa A(A) = [, A(x) dx, missé A(-) on prosessin intensiteet-
tifunktio tai lyhyesti intensiteetti.

Ylityksien pisteprosessi. Palataan nyt tarkastelemaan iid satunnaismuuttu-
jlen jonoa X1, X, ... sekd kynnyksien jonoa (u,(z)) = (cpx + d,,) kiintedlld x.
Maéaritellaédn ylityksiin liittyvd muuttuja Y; ,, = %]I{X1,>un(r)}, neN 1< <n;
tdmén voidaan ajatella palauttavan ylityksen "normalisoidun ajan” i/n, tai nol-
lan, jos ylitysté ei tapahdu eli X; < u,(z). Kynnyksen w,, ylitysten pisteprosessi
on nyt prosessi N, (-) tila-avaruudella X = (0, 1], missd

NTL(A) = Z ]]'{Yi,»,zEA}?
=1

kaikilla A C X. N,:n katsotaan tissi olevan elementti pisteprosessien jonossa
(N,,), ja kiinnostuksen kohteena on pisteprosessin asymptoottinen kiyttiytymi-
nen, eli kdyttadytyminen kun n — oo.

Péadtulos on seuraava: voidaan nédyttdé (ks. esim. [2, Theorem 5.3.2]), ettd

N,(4) -5 N(4), VAcC A,

kun n — oo, missé N(-) on Poisson-prosessi intensiteettimitalla A(-). Intensi-
teettimitalle pitee A(A) = :12 AMz) dt = (to — t1)A(z), kun A = (t1,t2) C X,
missd A(xz) = —In He(x) kuten ailemmin. Téssé siis rajaprosessin intensiteetti
el riipu ajasta ja ottaa (valitulla x) vakioarvon A(z) =: A; prosessia kutsutaan

homogeeniseksi Poisson-prosessiksi (intensiteetilla \).

1.4.2 POT-malli

Edell4 ja osiossa 1.3 esitetty ohjaa kuvaamaan ylitteitd sddnnollisin vilein havai-
tussa (regularly spaced) iid datassa® seuraaviin oletuksiin perustuvalla asymp-
toottisella mallilla:

e Ylitykset tapahtuvat ajassa homogeenisen Poisson-prosessin mukaisesti.

e Ylitteiden suuruudet ovat iid satunnaismuuttujia ja riippumattomia yli-
tysajoista.

9Sama pitee jilleen myos stationaarisen prosessin generoimaan dataan, kun prosessin
dariarvoindeksi 0 = 1.
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e Ylitteiden suuruudet noudattavat yleistettyd Pareto-jakaumaa.

Titd kutsutaan Peaks-Over-Threshold —malliksi (POT). Mallia voidaan ldhestyé
useasta eri ndkokulmasta: se voidaan tulkita my6s merkityksi Poisson-pistepro-
sessiksi (marked Poisson point process), missé ylitysajat ovat pisteitd ja GP-
jakautuneet ylitteet merkkejé. Erityisen hyodylliseksi osoittautuu mallin esi-
tys kaksiulotteisena Poisson-pisteprosessina, jossa pisteet (¢, z) kaksiulotteisessa
tila-avaruudessa kuvaavat ylitysten sattumisaikaa ja ylitteiden suuruutta. Tar-
kastellaan téaté esitystd seuraavassa.

Oletetaan, ettd data koostuu iid satunnaismuuttujajonosta (X:)7;, ja kiinni-
tetddn korkea kynnystaso u, jolloin tason ylityksien lukumé&éra on N,,. Ylitteet
muodostavat nyt datan {(¢, X;) : 1 <t <n, X; > u}; numeroidaan nidmé vaih-
toehtoisesti periikkiin kiiyttien notaatiota {(Tj, X;):j=1,..., N,}.

Oletetaan, etté pisteet tila-avaruudessa X' = (0, n]x (u, 00) sattuvat epdhomogee-
nisen Poisson-prosessin N (-) mukaisesti, missi

N(A) = Z Ly, x,)eay, ACHX,

t=1
intensiteetilld et
1 x—p\ 5
At,z) = —
()= > (1+€22)
kun 14 &(x — p)/o > 0, ja A(t,z) = 0 muulloin. Tadmé tarkoittaa mm., ettd
ylitteiden lukumé&érat erillisissd suorakulmioissa A;, Ao, ... ovat riippumattomia

Poisson-jakautuneita satunnaismuuttujia keskiarvoinaan A(A;), A(Asa), . . ..

Intensiteetti ylla ei riipu ajasta ¢t mutta riippuu ”paikasta” z, ja kaksiulottei-
nen Poisson-prosessi N(:) on siis epdhomogeeninen. Merkitéiéin intensiteettid
lyhyemmin A(x) := A(¢, z),Vt. Prosessin intensiteettimitta A on nyt

to
/ / y)dy dt = —(to —t1) In He , o ()
t1

—(tztl)( m;u>1/£7

muotoa A = (t1,t2) X (x,00) olevilla joukoilla.
Edellisesté seuraa, ettd tason x > u ylityksien yksiulotteinen prosessi (kiinnite-
tylld z) on homogeeninen Poisson-prosessi intensiteetilld

o —-1/¢
. .
Tarkastellaan seuraavaksi tason wu ylitteiden suuruuksia. Edustakoon X genee-

risté satunnaismuuttujaa jonosta (X;). Tason u ylitteiden jakauma eli yliteja-
kauma F; saadaan tasojen u ja u + x ylitysintensiteettien suhteena:

7(2) = —InHeuo(2) = <

7(u+ )
7(u)

- €x AT
(i) G

Fu(z)=P(X >u+z|X >u)=
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missé f = o+&(u—p) > 0. Ylitteiden suuruudet ovat siis GP-jakautuneita.

Niahd&adn myos, ettéd kaksiulotteinen Poisson-pisteprosessimalli implikoi ylittei-
den maksimin olevan (asymptoottisesti) GEV-jakautunut: Tarkastellaan tapah-
tumaa {M,, < z} jollakin & > wu, missi M, = max(Xi,...,X,), kuten ai-
emmin. Nyt {M,, < z}={N((0,n] X (z,00)) = 0} (ei pisteitd joukossa A =
(0,n] x (x,00)), joten P(M, < z) = B(N(A) = 0) = exp (—A(A)) = He .0 (a),
mikd on juuri blokkimaksimimenetelmdn GEV-malli maksimeille; vrt. myos
tésmaéllisilld (Poisson-, GP- ja GEV-)jakaumilla saatuun tulokseen (1.10).

1.4.3 Yleisemmait mallit

Edellisen osion POT-mallissa Poisson-prosessin intensiteetti ei ollut aikariippu-

vainen,
—1/¢-1
1 _
A(t,x)—(l—kﬁx "‘) .
o o

Suoraviivaisin tapa yleistdd POT-malli on asettaa malliparametrit (£, u, o) riip-
pumaan ajasta (tai muista selittdvisti muuttujista), jolloin intensiteetiksi pis-
teessd (t,x) € X tulee

1 x_u(t))l/ﬁ(t)l

At) = s (1 O (1.12)

kun 1+ £€(¢)(x — p(t))/o(t) > 0, ja A(t,z) = 0 muulloin. Tuloksena saa-
tavan epahomogeenisen kaksiulotteisen Poisson-prosessin intensiteettimitta on
siis, muotoa A = (t1,t2) X (z,00) C X olevilla joukoilla,

A(A) = /:2 /:0 At,y) dy dt

=-— / In He (1) u(t),0 () () di

ty
ta _ _1/E(t)
:/ <1+§(t)xa“(t)> dt.
ty

Kuten edellisessé osiossa, ndhdédan ettd edelld méaaritelty pisteprosessimalli imp-
likoi ylitteiden suuruuksien olevan GP-jakautuneita (jakaumalla Gg sy ge) () =

Gs(t),a-(t)+€(t)(u7”(t))(-r) pisteessa (t,I) S X)



Luku 2

Tilastolliset menetelmat

Tarkastellaan seuraavaksi edellisessé luvussa esitettyyn teoriaan perustuvia ti-
lastollisia menetelmis. Luvun esitys perustuu lihteisiin [1] ja [5].

Yleisimmat ldhestymistavat ddrimmaéisten ilmiciden tilastolliseksi kuvaamiseksi
ovat ns. blokkimaksimimenetelm4 ja ylitemenetelmé. Kuvassa 2.1 on havainnol-
listettu menetelmien eroa datan kiyton kannalta: Ensimmaisessa havaintojouk-
ko jaetaan n:n havainnon blokkeihin, ja blokkimaksimit mallinnetaan yleistetyll4
ddriarvojakaumalla (GEV), kun taas jilkimmiisessd kaikkiin tietyn korkean
tason ylittdviin havaintoihin (ylitteisiin) sovitetaan yleistetty Pareto-jakauma
(GPD). Jalkimmaisen ldhestymistavan yleistys on tarkastella pisteprosesseja,
jotka kuvaavat seké ylitteiden suuruudet ettd niiden sattumisen ajassa.

Blokkimaksimit

] { |

Ylitteet

Kuva 2.1: Blokkimaksimimenetelmi vs. ylitemenetelmé.

Luku on organisoitu seuraavasti. Ensin tarkastellaan blokkimaksimimenetelm&a
ja GEV-jakauman sovittamista dataan suurimman uskottavuuden (SU) me-
netelm#éd kayttden (osio 2.2). Osiossa 2.3 kiisitelldén ylitemenetelmid ja GP-
jakauman sovittamista SU-menetelmélld. Yksinkertaisuuden vuoksi dataa pi-
detééin realisaationa iid prosessista, tai stationaarisesta prosessista dariarvoindek-
silld @ = 1: stationaariseen prosessiin ddriarvoindeksilld 6 < 1 liittyvén havainto-
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jen kasaantumisen huomiointia kisitelldin lyhyesti osiossa 2.4.! Epéstationaari-
sia prosesseja késitellddn osiossa 2.5. Lopuksi osiossa 2.6 tarkastelu yleistetdan
pisteprosesseihin, joita kdyttden menetelmien yleistys epéstationaariseen ta-
paukseen onnistuu luonnollisella tavalla.

Aivan keskeinen osa tilastollista mallinnusta on tarkastella estimoitujen mallien
hyvyytté; tdhin kaytetddn mm. niin sanottuja todennékoisyys- ja kvantiiliku-
vaajia (probability / PP-plot ja quantile / QQ-plot). Késiteltdvid menetelmid
sovelletaan reaalimaailman dataan: esimerkking téssé luvussa toimii merenpin-
nan korkeuden mallinnus, jota tarkastellaan yksityiskohtaisesti eri menetelmien
yhteydessa. Aloitetaan kdytettdvian vedenkorkeusdatan kuvauksella. Tadméa luo
pohjan myshemmille esimerkeille.

2.1 Johdanto: Merenpinnan korkeus Helsingissa

Suomen rannikolla on mitattu vedenkorkeutta vuodesta 1841 lahtien erilaisilla
asteikoilta luettavilla laitteilla, ja mareografeilla eli mittausasemilla vuodesta
1887. Nykyisin mittaukset tehddéin automaattisilla laitteistoilla 13 mareografia-
semalla.?

Itdmeren vedenpinnan korkeuteen Suomen eteldrannikolla vaikuttavat monet
tekijdt, joista osa on vaikutuksiltaan pitkdaikaisia ja osa lyhytaikaisia. Mer-
kittdvimmiksi tulvavedenkorkeuksiin vaikuttaviksi tekijoiksi on arvioitu Itdme-
ren kokonaisvesiméérd ja ominaisheilahtelu sekéd tuuli ja ilmanpaineen vaihte-
lut. Néista tuuli ja ilmanpaine ovat merkittdvimpia lyhytaikaisia merivesitulvia
aiheuttavia tekijoitd. Myos jadolosuhteet vaikuttavat talvella paikallisiin veden-
korkeuden vaihteluihin. Vuoroveden merkitys [tdmeressé sen sijaan on véhéinen.
[11, Liite 1]

Tarkastellaan seuraavassa meriveden korkeutta puhtaasti tilastollisena ilmioni
havaintoihin perustuen. Tavoitteena on kuvata poikkeuksellisen korkeiden me-
riveden tasojen — tai tulvien — sattumista, ja arvioida tdhén saakka havaittu-
ja suurempien vedenkorkeuksien sattumisen todennikoisyyttd dédriarvoteorian
keinoin. Ongelmanasettelu johtaa siis vedenkorkeuden todennékoisyysjakauman
héntdtodennakoisyyksien estimointiin.

On hyvé pitdd koko ajan mielessé, ettd kaikki tarkastelu esimerkissd perus-
tuu vedenkorkeuden havaittuihin maksimeihin, ja esimerkiksi vedenpinnan kes-
kimédraistd tasoa el siis téssi tarkastella. Tulviin varautumisen ja (vahinko)va-
kuutuksen ndkokulmasta vain poikkeuksellisen korkeat, ongelmia aiheuttavat
vedenpinnan tasot ovat kiinnostavia. Analyysi perustuu Ilmatieteenlaitokselta

ITullaan nikeméin, ettd stationaariseen prosessiin, jossa havainnot yleisesti ovat riippu-
via (serially dependent) voidaan kdytdnnossé soveltaa samoja menetelmis kuin iid dataankin.
Mikéli prosessin dériarvoilla on taipumusta sattua ryppéissd, datan késitteleminen kuin iid
on periaatteessa ongelmallista. Helpoin ldhestymistapa on jattd4 ongelma huomiotta, ja tulki-
ta suurimman uskottavuuden menetelmé kvasi-SU-menetelmiksi (quasi-maximum likelihood,
QML), missd uskottavuusfunktio on vé#rin mééritelty datan riippuvuusrakenteen suhteen.
Piste-estimaattien tulisi tdstd huolimatta olla kohtuullisen tarkkoja, vaikka néin saadut kes-
kivirheet todennikdisesti ovat liian pienii. [5] Ks. myé6s luku 4.

2www.itdmeriportaali.fi — Vedenkorkeus (http://www.itameriportaali.fi/fi/tietoa/
sanakirja/fi FI/vedenkorkeus/)
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saatuun aineistoon, joka siséltéd vedenkorkeuden péivikohtaiset maksimiarvot
ajalta 1.1.1904-31.12.2011 mitattuna Helsingin mareografilla eli mittausasemal-
la. Vuosien 1904-1970 aineisto perustuu 6 havaintoon per vuorokausi, ja vuo-
sien 1970-2011 aineisto tasatuntihavaintoihin. Korkeusjéirjestelméani on teoreet-
tinen keskivesi, joka on kadytdnnon tarpeita varten tehty vuosittain muuttuva
ennuste vedenkorkeuden pitkéaikaiselle keskiarvolle (odotusarvolle). Teoreetti-
sen keskiveden laskennassa otetaan huomioon maankohoaminen ja merenpinnan

IlOllSll.3

Kun aineiston vedenkorkeusmaksimit on ilmoitettu (kunkin mittaushetken) teo-
reettisen keskiveden suhteen?, on aineistosta siis periaatteessa puhdistettu kes-
kimddrdisen vedenkorkeuden muutoksen vaikutus vedenkorkeuden maksimei-
hin, olettaen ettd keskivesi on mééaritetty oikein. Télloin mahdollisten veden-
korkeusmaksimeissa havaittujen trendien tulisi vastata aitoja, nimenomaan ve-
denkorkeuden #driarvoihin (tdssd maksimeihin) vaikuttavia tekijoitd. Teoreetti-
sen keskiveden madrittdmisté ja siithen liittyviad kysymyksié ei tédssd yhteydessé
késitella sen enempéd, vaan data otetaan sellaisenaan analyysin pohjaksi.

Pitkén aikavélin ennusteissa merenpinnan keskimééraisen tason muutos taytyy
luonnollisesti huomioida my6s maksimien absoluuttisia arvoja muuttavina te-
kijoina, tai vastaavasti teoreettisen keskiveden muutos tdytyy huomioida kun
ennusteen pohjana kéytetyt historialliset maksimit on ilmoitettu sen suhteen.
Valtamerien pinnan nousu nostaa vedenkorkeutta, kun taas Itdmeren alueella
yvhé jatkuva jadkauden jéalkeinen maankohoaminen laskee sitéd. Ilmastonmuutok-
sen voi olettaa vaikuttavan myods merenpinnan korkeuden vaihteluun ja korkeu-
den a#riarvoihin.

Tarkastellaan seuraavaksi analyysin perustana olevaa vedenkorkeusdataa. Tau-
lukossa 2.1 alla on esitetty joitakin tavanomaisia tilastollisia tunnuslukuja ha-
vaintoaineistosta (IQR eli Inter-Quartile Range taulukon viimeisessé sarakkeessa
tarkoittaa vélid, jolle mahtuu datan kaksi keskimméisté kvartiilia, eli jakauman
25 % ja 75 % kvantiilien viliin ja#vit havainnot).

Taulukko 2.1: Tilastollisia tunnuslukuja péivittiisten vedenkorkeusmaksimien muo-
dostamalle aikasarjalle.

n min | max | mediaani | moodi | keskiarvo | keskihajonta | IQR
39447 | -77 | 151 8 10 9.5 24.9 31.0

Vedenkorkeusdata eli paivitason maksimihavainnot on esitetty kuvassa 2.2; vuo-
sittaiset maksimit on merkitty kuvaan punaisilla palloilla. Aineiston korkein mi-
tattu vedenkorkeus oli 151 cm 9.1.2005.

Vedenkorkeusaikasarjaa tarkastellessa havaitaan valittomésti sarjassa ilmenevé
kausivaihtelu, siten ettd vedenkorkeuden paivamaksimit ovat yleisesti ottaen
suurimpia talvikuukausina, ja jédavat selvisti pienemmiéksi kevailld ja myos
kesélla. Tama nakyy kuvasta paremmin tarkastelemalla hieman lyhyempéé ajan-
jaksoa: kuvassa 2.3 nidkyy aikavali 1.1.2002-31.12.2011. Kuvassa 2.4 on puoles-

Swww.ilmatieteenlaitos.fi — Mareografi (http://ilmatieteenlaitos.fi/mareografi)
4Nollatasoksi on siis otettu teoreettinen keskivesi, mistd johtuen aineistossa on my6s ne-

gatiivisia pdivimaksimiarvoja.
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Vedenkorkeuden péivittdiset maksimit 1.1.1904 - 31.12.2011
T T T T T

L hd L L
1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Paivamaara

Kuva 2.2: Meriveden péivittiiset korkeusmaksimit.

taan esitetty pdivamaksimien arvot kuukausittain jaoteltuna. Merenpinnan kor-
keus kayttaytyy eri tavoin eri vuodenaikoina, miké johtuu pédasiassa tuulen ja
ilmanpaineen kéyttdytymisen vuotuisesta kierrosta — yksittaiset vuodet voivat
kuitenkin poiketa suuresti toisistaan eika téllaista keskimé&araistd vuodenaikais-
kiertoa havaita joka vuosi. Keskiméérdinen merenpinnan korkeus on Suomen
rannikolla korkeimmillaan joulukuussa ja matalimmillaan huhti-toukokuussa.®
Tama heijastuu myos tarkasteltaviin maksimiarvoihin.

Edelleen datasta havaitaan, ettd paiviamaksimit eivét ole riippumattomia, vaan
niilld on taipumus klusteroitua eli kerddnty#d yhteen (vrt. kuva 2.3): merive-
den ollessa korkealla tiettynd péivand, lisdéd tdmé todennakoisyyttd ettd myos
seuraavana piivind havaitaan korkea meriveden taso (ts. aikasarja on autokor-
reloitunut). Tdmé& on luonnollista ilmion taustalla olevaa fysikaalista prosessia
ajatellen: Ttdmeren kokonaisvesima#rad sddtelee padasiassa veden virtaus sisdén
ja ulos suhteellisen matalien ja kapeiden Tanskan salmien ldpi. Tulvia aiheutta-
vien vesimassojen péistyi Itdmereen (esim. pitkdaikaisen tuulen vaikutuksesta),
vaaditaan aikaa ennen kuin vedenkorkeus laskee takaisin tulvaa edelténeelle ta-
solle. Itdmeren kokonaisvesiméirian vaihtelusta johtuvat korkeat vedenkorkeudet
saattavat kestdd viikkoja, jopa kuukausia. [11]

Muilta osin padivamaksimien aikasarja vaikuttaa satunnaiselta, ja siten vaikuttaa
perustellulta ottaa aluksi ty6hypoteesiksi oletus, ettd datan generoinut stokas-
tinen prosessi on stationaarinen.® T#té oletusta tullaan myShemmissé osioissa
l6ysentdmaéén.

Swww.itdmeriportaali.fi — Vedenkorkeus (http://www.itameriportaali.fi/fi/tietoa/

yleiskuvaus/veden_liikkeet/vedenkorkeus/)
6Vrt. myos vuosimaksimeja koskevaan tarkasteluun osiossa 2.2.4.
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Kuva 2.3: Vedenkorkeuden maksimit aineiston viimeiseltd 10 vuodelta.
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Kuva 2.4: Piivamaksimien korkeudet kuukausittain.
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2.2 Blokkimaksimimenetelméi

Tarkastellaan dataa, joka muodostuu iid satunnaismuuttujien Xy, ..., X,, reali-
saatiosta, missd satunnaismuuttujien yhteisend kertyméfunktiona on F'. Osion
1.2 teoria antaa otosmaksimin M, jakaumalle approksimaation

P(M, <z)=F"(chx +d,) = He(x)

suurilla n, kun F' € MDA(H¢). Tamé antaa aiheen mallintaa maksimeja kerdé-
mélld lukuisa méa#rd havaintoja n-blokin otosmaksimeista M, ja sovittamalla
yleistetty diriarvojakauma (GEV) néihin. Muistetaan GEV-jakauman mééritel-
mé:

—-1/¢
T — T —
Hg%g(x):exp{— (1+£ J'u> }7 1+§Tﬂ > 0. (2.1)
Tapaus ¢ = 0 vastaten Gumbel-jakaumaa tulkitaan raja-arvona, kun & — 0, ja
on siis

Hopo(x) =exp {6_%} , z€eR.

Merkitdén GEV-jakauman parametrijoukkoa lyhyesti 8 = (£, u,0) € RxRxRy,
missé tutusti £ on jakauman muotoparametri, p lokaatioparametri ja o skaalapa-
rametri. Jatkossa merkitddn tilanteesta riippuen yleistettya &iriarvojakaumaa
joko He tai Hpg.

Huomautettakoon téssi yhteydessé, ettéd kasiteltdva ldhestymistapa eli GEV-
jakauman sovittaminen otosmaksimeihin voidaan tulkita siten, ettd implisiitti-
sesti oletetaan havaintojen olevan tdsmélleen GEV-jakautuneita, eli X5,..., X,
iid, X; ~ Hg, Vi.” Tarkkaan ottaen oletus tisméllisestd, GEV-jakautuneisuudes-
ta ei ehkéd ole realistisin mahdollinen, mutta se edistdd mallinnusta suuresti
mahdollistamalla parametristen estimointimenetelmien kayton.

Blokkimaksimimenetelmén soveltamiseksi havainnot tulee jakaa samankokoisiin
ryhmiin eli blokkeihin. Menetelmén kéytté on siten luonnollisinta, kun on ole-
massa luonnollinen tapa ryhmitelld havainnot. Esimerkiksi paivittédiset veden-
korkeusmittaukset tai osaketuotot (tappiot) voitaisiin jakaa vuosittaisiin ryh-
miin ja ottaa kustakin ryhméstd maksimihavainto.

Oletetaan, ettd havaintoaineisto on jaettu m:44n n:n havainnon blokkiin, ja
merkitidin 7. blokkia X (), Tillsin data (X;)7% voidaan esitt#i muodossa

xM = (Xf1)7 . ,X,&”)

X = (x{, LX)

"Vaihtoehto parametrisen GEV-perheen sovittamiselle dataan asymptoottisten argument-
tien perusteella on tarkastella ns. semiparametrisia menetelmié, joissa oletetetaan vain, etti
havainnot X; ~ F, missd F' € MDA(H,). Nami keskittyvit muotoparametrin £ (tai sen
kddnteisluvun, héntidindeksin 1/a) estimointiin: tunnettuja esimerkkeji menetelmisté ovat
Hill-estimaattori, Pickands-estimaattori, ja Dekkers-Einmahl-de Haan—estimaattori. Semipa-
rametristen menetelmien hyoty kdytdnnon mallinnussovelluksissa on kuitenkin usein rajattu,
eiké niiden taustaa késitelld tarkemmin téssé esityksessé; ks. kuitenkin osio 3.2, jossa esitetdan
lyhyt kiytinnon esimerkki. Menetelmisté lisdé, ks. [2, kappale 6.4].
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Vektoreiden (X (i)) oletetaan olevan riippumattomia ja samoin jakautuneita,
mutta kunkin vektorin sisdlld komponenttien X j(l) kesken voi olla — ja todellisuu-
dessa yleenséd onkin — riippuvuutta. Kustakin havaintovektorista eli n-blokista
valitaan jakauman sovitusta varten otosten maksimit, eli

AL::ALM::nmx<Xf%.”,XSU, i=1,...,m.

Oletetaan jatkossa téssé osiossa, ettd maksimien poimiminen lahtodatasta on jo
tehty, ja tarkasteltava data koostuu valmiiksi n-blokkien maksimeista; merkitdan
naitd mukavuuden vuoksi M; = X;.

Havaintojen lukumééra n eli havaintojakson pituus tulisi valita niin, ettéd riip-
pumattomuusoletusta voi pitéd perusteltuna. Toisaalta otoksien lukumé&irian
m tulisi olla riittdvan suuri, jotta GEV-jakauman parametrit voidaan luotet-
tavasti estimoida datasta. Blokkien koon n ja lukumé&irdn m valitsemisessa
joudutaankin vilttdmatta tekemdidn kompromissi: Suurella n GEV-jakauma-
approksimaatio otosmaksimeille on tarkempi johtaen pienempédn harhaan pa-
rametriestimaateissa. Suurella m puolestaan on enemmén dataa johon jakauma
sovittaa, ja estimoitujen parametrien varianssi on pienempi.

Hyvin usein sovelluksissa n valitaan pragmaattisesti vastaamaan vuoden mit-
taista periodia. Taméa osoittautuu usein kayttokelpoiseksi valinnaksi, ja kiertéda
mm. vuoden sisdisistd kausivaihteluista ja sykleistd johtuvat riippuvuusongel-
mat.

2.2.1 Suurimman uskottavuuden menetelmi GEV-jakaumalle

Suurimman uskottavuuden menetelmé on kdytédnnosséd useimmin kéytetty para-
metrinen estimointimenetelmé dériarvojen tapauksessa, mm. sen hyvien asymp-
toottisten ominaisuuksien ja erityisesti joustavuuden ansiosta. Liitteessd B on
esitetty tarkemmin suurimman uskottavuuden menetelmén taustaa.

Oletetaan, ettd X = (Xi,...,X;n) missd X; ovat iild GEV-jakautuneita. Ha-
vaittuun otokseen X = x = (z1,...,2,,) perustuva uskottavuusfunktio on
talloin

L(6;x) = H ho (i) L1 te(a—p)/o>0}s

i=1
misséd hg on GEV-jakauman Hy tiheysfunktio. Laskennassa on yleensd mu-
kavampi kéyttdd logaritmista uskottavuusfunktiota 1(0;x) = In L(0;x). GEV-
jakauman log-uskottavuudeksi, kun £ # 0, saadaan suoralla laskulla

1(8;z) = —mlno — <1+ é) gln {1_% (W)}
_i [1+g<$i;M>}”§,

Ty — W
g

kun

1+¢ >0, i=1,...,m, (2.3)
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ja o > 0. Niilld parametrikombinaatioilla, joilla ehto (2.3) ei tidyty — eli kun
yksi tai useampi datapiste osuu jakauman mééarittelyalueen ulkopuolelle — us-
kottavuus L = 0, ja log-uskottavuus [ = —oo. Tédten maksimointia ei tarvitse
erikseen késitelld rajoitettuna optimointitehtdvani, kunhan alkuarvot on valittu
jotakuinkin jarkevésti. Ehdon o > 0 tdyttyminen on helpointa varmistaa uu-
delleenparametrisoinnilla asettamalla ¢ := In 0 numeerisessa laskennassa; 6:n ja
o:n vililla on 1-1-vastaavuus, ja ¢ on aina positiivinen.

Tapauksessa & = 0 log-uskottavuudeksi tulee GEV-jakauman Gumbel-muodosta
ldhtien

l(@;w)z—mlno—i(xi;u) —i_ilexp{— (x;’“‘>} (2.4)

i=1

kun o > 0.

Parametrijoukon @ = (&, p,0) suurimman uskottavuuden estimaattori 8 =
(€, 1, &) saadaan maksimoimalla (log-)uskottavuusfunktion arvo. GEV-jakauman
tapauksessa eksplisiittista ratkaisua uskottavuusyhtéloille ei ole olemassa, vaan
maksimoinnissa tdytyy turvautua numeerisiin menetelmiin.

Mahdollinen ongelma suurimman uskottavuuden menetelmén soveltamisessa
ddriarvoteorian jakaumiin kohdataan SU-menetelméén liittyvid sdannollisyyseh-
toja tarkastellessa. Niin sanotuissa sddnnollisissd tapauksissa SU-menetelmén
tuottamat estimaatit ovat tehokkaita, tarkentuvia ja asymptoottisesti normaa-
lijakautuneita (ks. esim. [12]). GEV- ja GP-jakaumien kohdalla estimointiongel-
ma on kuitenkin epésddnndllinen, koska jakaumien méarittelyalue riippuu tun-
temattomista, estimoitavista parametreista: u — o/¢ on GEV-jakauman vasen
péétepiste, kun £ > 0, ja oikea p#dtepiste, kun & < 0.

Sdannollisyysehtojen toteutumatta jadmisestd johtuen suurimman uskottavuu-
den menetelmén standardit asymptoottiset ominaisuudet eivit téten automaat-
tisesti péde, vaikka piste-estimaatti 6 onkin mahdollista 16ytdda numeerises-
ti. Smith [13] osoitti, ettd SU-estimaattoreiden klassiset (hyvét) ominaisuudet
pétevit, kun £ > —1/2. Tarkemmin,

e kun ¢ > —1/2, SU-estimaattoreilla on niiden tavanomaiset asymptoottiset
ominaisuudet;

e kun —1 < ¢ < —1/2, SU-estimaattorit ovat yleisesti saatavissa, mutta
standardit asymptoottiset ominaisuudet eivit pade; ja

e kun £ < —1, SU-estimaattorit eivit yleensé ole saatavissa.

Tapaus £ < —1/2 (vastaten erittdin lyhyttd oikeaa héntdd) tulee kidytannossi
hyvin harvoin vastaan; esimerkiksi vakuutus- ja finanssisovelluksissa kohdatuil-
la jakaumilla on yleensé rajoittamaton oikea hénté, vastaten muotoparametrin
arvoa & > 0. Tédten suurimman uskottavuuden menetelmén soveltamiselle ei
yleensé ole esteité.

2.2.1.1 Parametriestimaattien luottamusvilit

Asymptoottiseen varianssiin perustuvat luottamusvilit. Suurimman us-
kottavuuden estimaattoreiden asymptoottisten ominaisuuksien nojalla estimaa-
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tit ovat asymptoottisesti normaaleja (tiettyjen sdénnollisyysehtojen ollessa voi-
massa), eli SU-estimaattorille 8 pétee

6 ~ Ny(0,I5(0)"),

missd Ny tarkoittaa d-ulotteista multinormaalijakaumaa, d on parametrivekto-
rin @ = (61,...,04) dimensio, ja Ir(0) ns. odotusarvoinen (Fisherin) informaa-
tiomatriisi (ks. liite B). Parametrien 6; asymptoottinen kovarianssimatriisi on
siis informaatiomatriisin Ip kddnteismatriisi, ja parametrien varianssit saadaan
ko. kddnteismatriisin diagonaalilta.

Koska 6:n todellinen arvo on yleenséd tuntematon, informaatiomatriisia I'p, ap-
proksimoidaan usein kiyttamélld havaittua informaatiomatriisia I (0) evaluoi-
tuna pisteessi @ = 6. Merkitéiin kiifinteismatriisin Io(0)~! termeji Vi, 4 J =
1,...,d. Talléin parametrin 6; likiarvoiseksi luottamusvéliksi luottamustasolla
(1 — a) saadaan

[éi — ZQ/Q\/E, éi + Za/z\/'lT,i] s

missé z, /o on standardinormaalijakauman (1 — a/2)-kvantiili, 24/, = o-1(1 -
«/2). Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvit liitteestd B.

Profiiliuskottavuuteen perustuvat luottamusvilit. Vaihtoehtoinen — ja
yleensd tarkempi — menetelma luottamusvélien rakentamiseen perustuu ns. pro-
fiilliuskottavuuteen (profile likelihood). Log-uskottavuus voidaan formaalisti kir-
joittaa 1(0) = 1(6;,0_;), missd 0_; tarkoittaa kaikkien muiden kuin i. kom-
ponentin muodostamaa vektoria. Parametrin 6; profiiliuskottavuus (tai téssd
profiililog-uskottavuus) méiritellddn

lp(tgz) = maxl(&i, 0_2)
Siis kullekin 6;:n arvolle profiiliuskottavuus on kaikkien muiden parametrien
suhteen maksimoitu log-uskottavuus. Voidaan myés ajatella, ettd 1,(6;) on log-
uskottavuuspinnan profiili parametriavaruuden 6;-akselilta nahtyné; tastd nimi
? profiiliuskottavuus”.

Profiiliuskottavuus parametreille @ = (&, u, o) saadaan siis suoraviivaisesti mak-
simoimalla log-uskottavuusfunktio muiden parametrien suhteen. Esimerkiksi ja-
kuman muotoparametria ¢ tarkastellessa kiinnitetdén ensin & = &y, ja maksimoi-
daan log-uskottavuus (2.2) (tai vastaava Gumbel-versio (2.4)) parametrien p ja
o suhteen. Toistamalla tdmé useilla eri arvoilla &y saadaan rakennettua profii-
liuskottavuus parametrille £. Likim&aaréiset luottamusvilit voidaan konstruoida
uskottavuusosamééritestiin (likelihood ratio test) perustuen; ks. liite C.

2.2.2 Toistumisperiodi ja toistumistaso

Esitetddn téssa vaiheessa toistumisperiodin ja toistumistason maéritelméat. Né-
mé késitteet ovat hyodyllisid yleisesti déri-ilmicitd hahmotettaessa ja erityisesti
estimoitujen mallien antamia tuloksia tulkittaessa.® Toistumisperiodi (tai tois-
tumisjakso) vastaa kysymykseen "mikd on keskiméérdinen odotusaika kahden

8Tosin hytty rajoittuu pitkilti stationaaristen mallien tarkasteluun, kuten hieman
myOhemmin tullaan ndkemé&én.
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médriatyn, samantyyppisen déaritapahtuman valilli?”, ja t. vuoden toistumistaso
vastaavasti kysymykseen "mika on se médratyn dari-ilmion taso, joka ylitetdan
keskiméérin kerran ¢:ssé vuodessa?”.

Kisitteet ovat intuitiivisesti selkeitd, mutta esitetdéin ensin hieman taustaa en-
nen muodollista méiritelmééd. Olkoon (X;) jono iid satunnaismuuttujia jatku-
valla kertyméfunktiolla F', ja olkoon wu kiinnitetty kynnystaso. Tarkastellaan
tason u ylitteiden jonoa (1;x,s}); ndmé ovat iid Bernoulli-jakautuneita satun-

naismuuttujia onnistumistodennikoisyydelld p = F(u). Téstd seuraa, ettd en-
simmaéisen ”onnistumisen” eli ensimméisen tason u ylitteen sattumisaika,

L(u) = Iznzl{l{Xl > u},

on geometrisesti jakautunut satunnaismuuttuja jakaumalla
P(L(u)=k)=(1—-p)*1p, k=1,2,....
Edelleen satunnaismuuttujat

Ly(u)= min {X; >u}—L,—1(uw), n>1,
i>Lp_1
kuvaavat ajanjaksoja kahden perdkkiisen tason wu ylityksen vililld (asetetaan

Ly(u) = L(u)). Ylitysajat ovat riipumattomia, koska X;:t ovat. Tapahtumien
{X; > u} toistumisperiodi on nyt E(L(u)) = 1/p = 1/F(u).

Miiritelmé 2.1 (Toistumisperiodi)
Olkoon (X;) jono satunnaismuuttujia yhteisend kertymdfunktiona F. Tapahtu-
mien {X; > u} toistumisperiodi (return period) on

1

tu = —
F(u

)

Toistumisperiodin tulkinnan mukaan ajassa ¢, (f,:ssa havainnossa) sattuu kes-
kimédrin yksi tapahtuma (tason u ylitys), tai tdsmillisemmin, aikayksikossd
sattuu tapahtuma todennikoisyydelld F(u)~!. Toistumisperiodin (ja toistu-
mistason) tulkinta on erityisen selked, kun aikayksikko vastaa yhtd vuotta,
kuten asianlaita usein blokkimaksimimenetelméssd on. Talléin on luonnollis-
ta puhua odotusperiodin yhteydessd "t. vuoden tapahtumasta”. Mikali kui-
tenki dariarvoilla on taipumus kasaantua tarkateltavassa prosessissa riippuvuu-
den seurauksena, useamman tapahtuman voidaan odottaa sattuvan ldhekkéin
(samana vuonna), vaikka keskimérin yksi tapahtuma sattuukin ¢, vuodes-
sa.

Miiritelmé 2.2 (Toistumistaso)
Olkoon (X;) jono satunnaismuuttujia yhteisend kertymdifunktiona F. (Toistu-
mis)periodia t vastaava toistumistaso (return level) on

1
Tt :ql—l/t(F) :F<_ (1_t> .

Toistumistaso on siis jakauman (1 — 1/¢)-kvantiili, ja se voidaan tulkita tasoksi,
joka ylitetddn keskimédirin kerran ajassa ¢ (tai ¢:ssi havainnossa). Madritelmistd
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seuraa, etti periodin (vuoden, havainnon) ¢,, toistumistaso on u. Epéstationaari-
sessa tapauksessa toistumisperiodin ja toistumistason maérittely ei ole yksikéasit-
teisté, koska havaintojen jakauma ja siten tapahtumien todennékoéisyydet muut-
tuvat ajassa. Tédhén palataan epéstationaaristen prosessien tarkastelun yhtey-
dessé osiossa 2.5.

Merkitdén toistumisperiodia lyhyesti 1/p ja tétad vastaavaa toistumistasoa xp,
0 < p < 1. p on esimerkiksi 0.01 tai 0.001, vastaten vuosimaksimimallissa ta-
pahtumia, jotka sattuvat keskim&érin kerran 100 tai 1 000 vuodessa. Kvantiilille
x, saadaan cksplisiittinen esitys kddntdmalla yhtéls (2.1):

p—g1—{-In(1-p)}=%), £#0,
p—oln{-In(l-p)}, £=0.

Toistumistason estimaatti &, saadaan edelleen sijoittamalla yo. yht&léon esti-

wp=Hg, ,(1—p) = { (2.5)

moidut parametrit 6 = (é, i, 5).

Kvantiilien tarkasteleminen tarjoaa kéitevén tavan arvioida sovitettua GEV-
mallia. Graafista tarkastelua varten on mukava asettaa vield y, = —In (1 — p),
jolloin yht#lo (2.5) voidaan kirjoittaa

p—F1-y,*), £#0,

2.
p— oy, €=0. (29)

= Heha (1) = |

Kun z, piirretdén y,:n funktiona logaritmisella skaalalla (tai vaihtoehtoisesti,
xp piirretddn Iny,m funktiona normaalilla skaalalla), néin saatu graafi — tois-
tumistasokuvaaja, return level plot — on lineaarinen, jos £ = 0. Jos taas £ < 0,
kuvaaja on konveksi asymptoottisena rajatasona p — o/€, kun p — 0; ja jos
& > 0, kuvaaja on konkaavi ja kasvaa ddrettomiin. Toistumistasokuvaaja on eri-
tyisen hyodyllinen mallin validoinnissa ja toisaalta myos esittdmisessé, koska
skaalan valinta tiivistdd jakauman h&nnén niin ettd datan ekstrapolaatio koros-
tuu.

Toistumistasokuvaaja koostuu toistumistasosta toistumisperiodin funktiona (so-
pivalla skaalauksella). Toistumisperiodikuvaaja saadaan téstd yksinkertaisesti
kagntamaélla akselit toisinpdin. Molemmat kuvaajat siis siséltédvét kaiken olen-
naisen tiedon téltd osin.

2.2.2.1 Luottamusvilit

Piste-estimaattien lisdksi on tarpeen tarkastella estimaatteihin liittyvaa epévar-
muutta.

Asymptoottiseen varianssiin perustuvat luottamusvélit. Toistumistaso
(ja -periodi) on estimoitujen parametrien yksinkertainen funktionaali. Delta-
menetelméd kayttamalld (ks. liite B) saadaan estimaatin 2, likimédrdiseksi va-
rianssiksi

Var(i,) = Va] V3Va,,

misséd Vj on parametriestimaattien 6 = (¢,1,6) (asymptoottinen) kovarianssi-
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matriisi, ja gradientti on

ox o _ o _
835) ?(1_yp£)_gypglnyp
v;yp = % = 1
I
] —¢ (1-y9)
Oo

evaluoituna pisteessi (&, i, 6). Varianssiin perustuen voidaan suoraan méirittas
luottamusvélit toistumistasolle.

Mikali £ < 0, my6s jakauman oikealle péitepisteelle zp < oo voidaan johtaa
luottamusvélit. Oikea péédtepiste vastaa tapausta p = 0, eli ” ddrettomén pitkaa”
toistumisperiodia. Péétepisteen SU-estimaatti on

fo=dp=p—06/E

ja varianssi saadaan méarattyd kuten aiemminkin, silla erotuksella, ettd gra-
dientti on nyt
o&?
VLL‘O = 1
_g—l

evaluoituna pisteessé (&, i, 6).

Profiiliuskottavuuteen perustuvat luottamusvilit. Luottamusvilien ra-
kentaminen toistumistasolle x,, profiiliuskottavuuteen perustuen voidaan tehda
parametrisoimalla GEV-malli uudelleen, siten ettd z, on yksi malliparametreis-
ta. (2.6) antaa suoraan

— xp+%(1_ygy_£)7 57&0;
xp+olny,, &£=0.

ja sijoittamalla tdmé log-uskottavuusfunktioon (2.2) saadaan GEV-malli ilmais-
tua parametrien (&, zp, o) avulla. Profiiliuskottavuus x,:1lle voidaan nyt mééritt4s
maksimoimalla log-uskottavuus muiden parametrien suhteen,

bp(wp) = maxi(zy; €, 0),

sopivalla vlilld z, € [

!, a7] luottamustasosta riippuen (ks. liite C).

2.2.3 Mallidiagnostiikkaa

Kaikessa tilastollisessa mallinnuksessa seuraava askel mallin sovittamisen jalkeen
on tarkastella estimoidun mallin hyvyytté. Asriarvoteoriaan perustuvien mal-
lien kohdalla tilanne on erityisen haastava, silld koko mallinrakennuksen tavoit-
teena on yleensé tehdéd péddtelmid tdhin asti havaittuja ddrimméisempien ta-
pahtumien sattumistodennakoisyydesté, toisin sanoen ekstrapoloida havaitun
datan ulkopuolelle.
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Vaikka GEV- tai muuhun &ériarvomalliin perustuvan ekstrapolaation oikeelli-
suutta on mahdotonta todentaa, mallia voidaan ja tulee verrata sithen havain-
todataan jota on saatavilla. (Lisiiksi usein mallin hyvyyden ja jirkevyyden tar-
kasteluun saadaan tukea sovellusaluekohtaisista fysikaalisista tarkasteluista ja
reunaehdoista.) Mallin hyvi sopivuus havaittuun dataan ei tietenkéén riitd to-
distamaan ettd malli toimisi my6s havaintoalueen ulkopuolella, mutta sitd voi-
daan pités jiarkeviind edellytykseni tille. Asiriarvoteoriaan perustuvien mallien
vahvuutena on se, ettd matemaattinen teoria kertoo tdmén olevan oikea malli-
luokka maksimien kiytoksen mallintamiseen kun otoskoko kasvaa dédrettoméksi.
Mallintaja voi siis luottaa tyoskentelevinsa hyvén malliluokan kanssa. Toisaal-
ta teorian tulokset ovat luonteeltaan asymptoottisia, eivitkd pédde tdsmélleen
kuin idealisoiduissa tapauksissa; kdytdnnossda GEV- tai GP-approksimaation
patevyyttd on vaikea arvioida suurillakaan n, ja mallin ekstrapoloiminen pe-
rustuu aina todentamattomiin oletuksiin.

Pitéden edelld sanottu mielessé, paras mitd voidaan mallidiagnostiikan mielessé
tehdd on verrata havaittuja arvoja mallin antamiin. Esitetdén seuraavaksi kak-
si graafista tyokalua mallin hyvyyden (goodness-of-fit) tarkasteluun, nimittdin
todenndkoisyyskuvaaja ja kvantiilikuvaaja. Tata varten mééaritelladn ensin ha-
vaintoihin perustuva empiirinen kertyméfunktio (empirical cumulative distribu-
tion function, lyh. ECDF).

Ms4iritelmé 2.3 (Empiirinen kertymééfunktio)
Olkoon X1, Xs, ... jono iid satunnaismuuttujia yhteisend kertymdfunktiona F.
Jarjestetyn otoksen

le S X2,n S e S Xn,n

empiirinen kertyméfunktio F,, maddritellddn

1 < i
F, = lix,<ey = — kun Xi, <2 < Xiy1n, eR.
() n+1; (Xi<ay = o K Xin S @< Xipan, @

Huomautus 2.4 Mille tahansa jdrjestystunnusluvulle X; ,, tdsmdlleen i otok-
sen n:std havainnosta on pienempid tai yhtd suuria kuin X, : tdten saadaan
empiirinen estimaatti P(X < X, ) = Fo(X; ) = i/n. Timdin sijasta kdytetdidn
yleensi muotoa F,(X; ) = i/(n+ 1), jotta vdltytidn tilanteelta F (X, ) = 1
otoksen suurimman havainnon kohdalla.

Koska empiirinen kertyméfunktio F,, on todellisen havaintojen taustalla ole-
van todennikoisyysjakauman F' estimaatti — itse asiassa harhaton ja tarkentuva
sellainen — tulisi F,:n ja havainnoista estimoidun parametrisen jakaumaesti-
maatin £ vililld olla kohtuullinen vastaavuus. Mikili néin ei ole, estimaattia
F e yleensé voi pitdéd riittdvéana mallina havainnoille. Seuraavat diagnostiset
menetelmiit perustuvat olennaisesti empiirisen kertymifunktion ja (suurimman
uskottavuuden menetelmélli tai jollain muulla menetelmélld) estimoidun ker-
tyméfunktion vertaamiseen.

Todennikoisyyskuvaaja. Aloitetaan méaaritelmalla.

Msiiritelmd 2.5 (Todennidksisyyskuvaaja (PP-plot))
Olkoon
Xl,n S X2,n S e S Xn,n
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1id havaintojen jarjestetty otos, ja 2 populaation estimoitu kertymdfunktio. To-
dennékoisyyskuvaaja muodostuu pisteistd

{<ni1’F(Xi’")) :i:L...,n}. (2.7)

Mikéli ' on kohtuullinen estimaatti populaatiojakaumalle, todenndkoisyysku-
vaajan pisteiden tulisi sijoittua ldhelle yksikkodiagonaalia. Huomattavat poik-
keamat lineaarisuudesta puolestaan viittaavat siihen, ettd malli ei pysty kuvaa-
maan havaintoja hyvin.

Soveltaen médritelmésd GEV-jakaumaan ja havaittuun otokseen (z1, < ... <
Tn.n), todenndkoisyyskuvaajaksi saadaan

{<ni1’ﬁ5(x"’")) :i—l,...,n}7 (2:8)

o= - [re (552}

Kvantiilikuvaaja.

Miiritelmd 2.6 (Kvantiilikuvaaja (QQ-plot))
Olkoon

missé tutusti

le S X2,n S Tt S Xn,n

11d havaintojen jarjestetty otos, ja a populaation estimoitu kertymdfunktio. Kvan-
tiilikuvaaja muodostuu pisteistd

{(F*(nil),xaa :izl,...,n}. (2.9)

Siind missd todenndkoisyyskuvaaja vertasi empiirisen ja estimoidun jakauman
antamia todennékoisyyksié, kvantiilikuvaaja vertaa nimensid mukaisesti ndiden
antamia kvantiileita. Mikéli F' on kohtuullinen estimaatti todelliselle populaa-
tiojakaumalle, kvantiilikuvaajan tulisi jalleen koostua pisteistéa jotka ovat ldhella
diagonaalia. Vaikka todennakoisyys- ja kvantiilikuvaajat esittavét periaatteessa
saman informaation eri skaaloilla, on kéytetylld skaalallakin kaytannossa mer-
kitystd. Téstd johtuen kvantiilikuvaaja on todennikoéisyyskuvaajaa enemméin
kidytetty — ja antaa yleensd paremman kuvan mallin hyvyydestd — dériarvomal-
lien yhteydessé, silla se tuo jakauman hénnén paremmin esiin.

GEV-jakaumalle kvantiilikuvaaja on
] 71 Z’ PP —
{(HE (M),wl’n) .Z—l,...,n}7 (210)

A (2) = - Z [1 - {_m}ﬂ .

missé

Huomautetaan vield, ettd mikéli yo. kaavaan sijoitetaan x = 1 — p, paddytédén
kaavaan (2.5) eli toistumisperiodia 1/p vastaavaan toistumistasoon riippumat-
tomassa (tal stationaarisessa) mallissa, jilkimmaéisen ollessa — ei mitdén muuta
kuin — jakauman kvantiili.
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2.2.4 Merenpinnan korkeuden maksimien mallintaminen
GEV-jakaumalla

Tarkastellaan seuraavaksi vuosittaisia vedenkorkeusmaksimeja (kuva 2.5). Ku-
van aikasarja on siis saatu poimimalla péivitason datasta kunkin vuoden paivé-
maksimeista suurin. N&in saadun aikasarjan voidaan olettaa koostuvan (liki-
main) riippumattomista havainnoista.

Vedenkorkeuden vuosittaiset maksimit 1904 — 2011
160 T T T T

|
140 || -

|

I

\,i ]|\"||ll i

[N
N
o

Vedenkorkeus (cm)
=
o
o
T
=

go!

‘ 1
60f Lty Wl .

40 L L L L L
1920 1940 1960 1980 2000

Vuosi

Kuva 2.5: Vedenkorkeuden vuosittaiset maksimit.
Taulukossa 2.2 on esitetty joitakin tavanomaisia tunnuslukuja vuosimaksimien

sarjalle.

Taulukko 2.2: Tilastollisia tunnuslukuja vedenkorkeushavaintojen vuosimaksimien
muodostamalle aikasarjalle.

n min | max | mediaani | moodi | keskiarvo | keskihajonta | IQR
108 | 52 151 88 76 88.7 20.2 26.5

Vuosimaksimeja tarkastelemalla kierretdéan kausivaihtelusta ja syklisyydesté joh-
tuvat ongelmat. Meriveden korkeutta fysikaalisena prosessina ajatellen voidaan
esittdd intuitiivisia perusteluja myos sille, ettd vuosittaisten maksimien valilla
ei ole merkittdavid riippuvuusrakennetta: meriveden korkeus tiettynd paivéané
voi vaikuttaa seuraavina péivind havaittavaan vedenkorkeuteen, mutta tuskin
vedenkorkeuteen méarittyns paivina esimerkiksi vuoden padsté.? Tehdddn siis

9Tarkkaan ottaen vuosittaisten maksimien tarkastelussakin tulee se ongelma, ettd kahden
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oletus, ettd vedenkorkeus ilmioné ei ilmennéa merkittavia pitkdn aikavalin riip-
puvuutta (long-range dependence) kiinnostuksen kohteena olevilla korkeilla ta-
soilla; t&lloin itse asiassa stationaariseenkin aikasarjaan voidaan soveltaa sa-
moja menetelmiéd kuin riippumattomien ja samoin jakautuneiden havaintojen
muodostamaan, ks. osiot A.1 ja 2.4.

Palataan vield kuvan 2.5 tarkasteluun. Kyseisessd vuosittaiset maksimit sisélté-
vésta aikasarjassa on havaittavissa mahdollinen kasvava trendi. Kuvassa 2.2 (tai
2.3) vastaavaa ei sen sijaan selviisti havaita, kun tarkastellaan koko paivimaksi-
mien aikasarjaa. Nayttdd siis mahdolliselta, ettd vedenkorkeuden vuosittaiset
maksimiarvot olisivat keskim&érin kasvaneet pitkédn, 108 vuotta kattavan tarkas-
teluajanjakson aikana. Tédhan palataan kappaleissa 2.5 ja 2.6 epéstationaarisiin
aikasarjoihin soveltuvien menetelmien tarkastelun yhteydessé; toistaiseksi tehda-
an kasittelyé yksinkertaistava oletus, ettd data on stationaarista ja mahdollinen
trendi jatetddn huomiotta.

Edetédan sovittamaan GEV-jakauma vuosimaksimidataan. Parametrien estimo-
inti tapahtuu maksimoimalla GEV-jakauman log-uskottavuusfunktio (2.2) nu-
meerisesti MATLABIn fminsearch-funktiota kiayttden. Tuloksena saadaan pa-
rametrien suurimman uskottavuuden estimaatit (SUE) @ = (£, i, ) = (—0.0849,
80.0,17.3). Myshemp#é vertailua varten log-uskottavuudeksi tulee maksimissa
-473.4. Parametriestimaattien likima#rainen kovarianssimatriisi on

0.00634 —0.0500 —0.0625
V=1 —-0.0500 1.915 0.854 ,
—-0.0625  0.854 3.611

missd matriisin diagonaalilla on siis parametriestimaattien varianssit. Ottamalla
niistii nelidjuuret saadaan keskivirheiksi se(8) = se((€, 1, 6)) = (0.0797,1.384,
1.900). Likimé#riisiksi 95 %:n luottamusviileiksi tulee téiten 0;+2, /gse(éi), missd
Zajp = @711 — @/2) = 1.960 kun 1 — o = 0.95 eli o = 0.05. Taulukossa 2.3 on
esitetty parametriestimaatit luottamusvéleineen.

Taulukko 2.3: Parametrien SU-estimaatit luottamusvileineen GEV-mallissa.

Parametri SUE | 95 %:n luottamusvili
£ -0.0849 [<0.241,0.0712]
1 80.0 [76.2,84.7]
o 17.3 [14.7,20.2]
| TF | 283 | [—18,585] |

Muotoparametrin £ estimaatti on negatiivinen, miké viittaa jakaumaan jolla
on #drellinen oikea péadtepiste. Tamaéa lienee uskottavaa ajateltaessa taustalla
olevaa fysikaalista prosessia eli merenpinnan korkeutta. Toisaalta parametrin £
luottamusvili siséltéd arvon 0, eli hypoteesia £ = 0 ei téssé voida hylitd 95 %:n
luottamustasolla (5 %:n merkitsevyystasolla).

peridkkiisen vuoden maksimit saattavat olla hyvin ldhell4 toisiaan, jos vesi pysyy korkealla juu-
ri vuodenvaihteen aikoihin; vrt. vuosien 2004-2005 ja 2006-2007 vuosimaksimeja kuvassa 2.3.
Periaatteessa dataan voitaisiin soveltaa sopivaa deklusterointisdantoé, siten ettéd kultakin vuo-
delta valitun maksimin vaadittaisiin olevan viahintéén tietyn etdisyyden (péivien lukuméérin)
padssi vierekkiisten vuosien maksimeista.
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Piitepisteen estimaatiksi mallissa saadaan &p = i — 6/ = 283 (cm); 95 %:n
luottamusvali padtepisteelle on laaja, sisdltden alueen negatiivisesta vajaaseen
6 metriin. Namé& on esitetty myo6s taulukossa 2.3. Luottamusvélin vasemman
pisteen negatiivisuus tuo esiin yhden asymptoottiseen kovarianssimatriisiin pe-
rustuvien, valttdméttd symmetristen luottamusvélien ongelmista. Myohemmin
késiteltéavilld profiilliuskottavuusmenetelmélld saadaankin tarkemmat — ja téssi
tapauksessa realistisemmat — luottamusvaélit.

Kuvassa 2.6 on esitetty vedenkorkeusdatan vuosimaksimien empiirinen kertymé-
funktio ja estimoitu GEV-jakauman kertyméfunktio. Malli ndytt44 sopivan ha-
vaintoihin varsin hyvin.

0.9

0.7 Empiirinen

GEV-sovite

0.6

FX)
o
o1

0.4

0.3

0.1f

20 40 60 80 100 120 140 160 180
Vedenkorkeus (x), cm

Kuva 2.6: Vedenkorkeuden vuosimaksimien empiirinen kertyméfunktio vs. GEV-
sovite.

Muodostetaan sovitetulle mallille osion 2.2.3 todennékoisyys- ja kvantiilikuvaa-
jat (kuva 2.7 ja kuva 2.8). Niiden perusteella malli ndyttdd sopivan havaintoihin
hyvin, kuvat eivit osoita evidenssid mallia vastaan.

Estimoidusta jakaumasta (kuva 2.6) nihdéén suoraan mallin implikoimat me-
renpinnan eri korkeustasojen ylittdmistodennékoisyydet. Olkoon kiinnostuk-
sen kohteena oleva taso xo; télloin todennékdisyydelld Hy(zo) tasoa ei yli-
tetd vuoden aikana, tai ts. taso ylitetddn todennékoisyydelld Hg(zg) = 1 —
Hy(xo). Esimerkiksi korkeinta havaittua vedenkorkeutta, 151 cm, vastaava yli-
tystodennékéisyys on mallin mukaan Hg(xg) = 0.0063, eli todennikéisyys ylit-
tdd 151 cm vuoden aikana on 0.63 %. Vastaavasti mikili tarkastellaan tiettyi
todenndkoisyytta pg ja kysytdidn, mikd on vedenkorkeuden taso jota ei yliteta
télld todenndkoisyydelld vuoden aikana, on vastaus x,, = Hgl(po). Esimerkik-
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Kuva 2.7: Todennikéisyyskuvaaja vuosimaksimien GEV-sovitteelle.
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si 99.5 %:n todennikoisyydelld tasoa zg.g95 = Hgl(0.995) ~ 154 cm ei ylitetd
vuoden kuluessa; merenpinnan korkeuden yhden vuoden 99.5 % Value-at-Risk
(VaR) on siis 154 cm. Taulukkoon 2.4 on keriitty joitakin todennikoisyyksié
vastaavia vedenkorkeustasoja: tulkinta on siis, ettd todennékoisyydelld p mai-
nittua tasoa Hgl(p) ei ylitetd vuoden aikana, ja todennédkoéisyydella 1 — p taso
ylitetdan.

Taulukko 2.4: Eri todenniikdisyyksié vastaavia merenpinnan korkeustasoja GEV-
mallissa.

p |[1-p] H ')
0.5 0.5 86 (cm)
0.75 0.25 | 100 (
0.90 0.10 115 (cm

(
(

0.99 0.01 | 146
0.999 | 0.001 | 170

Usein on helpompaa hahmottaa (luonnon)ilmisitd kiyttden ”¢. vuoden ilmic”—
terminologiaa. Kéytetdan sovitettua mallia merenpinnan korkeuden toistumis-
tasojen ja toistumisaikojen estimoimiseen. Kuvassa 2.9 on esitetty toistumistaso
toistumisajan funktiona. Toistumisaika toistumistason funktiona puolestaan on
vain edellinen kddnnettynd; hahmottamisen helpottamiseksi tdmékin on esitet-
ty kuvassa 2.10. Kuvaajista nahdéén, ettd esimerkiksi suurin mitattu merenpin-
nan korkeushavainto 151 cm vastaa mallin mukaan n. 160 vuoden tapahtumaa,
eli tapahtumaa, joka sattuu kerran 160 vuodessa (tietysti silld oletuksella, etté
ilmién satunnaisluonne (todennikoisyysjakauma) siilyy ajan suhteen muuttu-
mattomana)C.

Toistumistasoille (yhtépitivisti toistumisperiodeille) voidaan rakentaa (likiméaa-
riliset) luottamusvilit SU-estimaattien asymptoottiseen kovarianssimatriisiin pe-
rustuen delta-menetelmén avulla, osiossa 2.2.2.1 esitetylla tavalla.

Alla kuvaan 2.11 on piirretty 1 — 10 000 vuoden tapahtumia vastaavat tasot 95
%:n luottamusvileineen. z-akselin asteikko on logaritminen pitkien aikavilien
hahmottamisen helpottamiseksi. Kuvaan on piirretty liséiksi alkuperéiset havain-
not, jolloin toistumistasokuvaaja voidaan kiyttad myos diagnostisena tyokaluna
mallin hyvyyttéd arvioitaessa. Estimoituun malli perustuva kuvaaja nayttas vas-
taavan varsin hyvin havaittuja toistumistasoja.

Tasséd yhteydessd on hyvid muistaa, ettéd tulkitessa toistumistasokuvaajaa pit-
killé toistumisperiodeilla (eli pienilld p), vahvojen johtopésitosten kanssa tiytyy
olla hyvin varovainen. Tadmé pétee kaikkeen datan ulkopuolelle ekstrapolointiin.
Parametriestimaatit ja niiden luottamusvélit perustuvat oletukseen tai nollahy-
poteesiin, ettd malli on oikea. Vaikka mallidiagnostiikka ei anna aihetta hylédta
nollahypoteesia — eli malli on téssd mielessd kohtuullinen tai riittdvéd (adequa-
te) — el se myoskiin todista mallia oikeaksi. Malliin liittyvdd epdvarmuutta
ja saatuja luottamusvileja tulisikin siten pitéda oikestaan alarajoina, tai malli-
riski (model risk) tulisi pyrkid ottamaan eksplisiittisesti huomioon esimerkiksi
Bayesilaista viitekehysta hyodyntéen.

LOVrt. osiot 2.5 ja 2.6.
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Kuva 2.9: Toistumistasokuvaaja vedenkorkeudelle GEV-mallissa.
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Kuva 2.10: Toistumisperiodikuvaaja vedenkorkeudelle GEV-mallissa.
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Kuva 2.11: Vedenkorkeuden toistumistasokuvaaja GEV-mallissa luottamusvéleineen.

Suurimman uskottavuuden estimaattorin jakauman normaalisuus (joka on siis
asyptoottinen tulos otoskoon kasvaessa dérettomiin) ei myoskadn vilttamattd
péade kovin hyvin pienilld otoksilla. Parempaan tarkkuuteen luottamusvaleissi
pédstadnkin yleensa kayttamalld profiiliuskottavuuteen perustuvaa menetelméé
(ks. osio 2.2.2.1 ja liite C). Kuvissa 2.12, 2.13, 2.14 ja 2.15 on esitetty profii-
liuskottavuusfunktiot 10, 100, 1 000 ja 10 000 vuoden toistumistasoille sek&
vastaavat SU-piste-estimaatit. 95 %:n luottamusvélin vasen ja oikea piste saa-
daan profiiliuskottavuusfunktion ja kriittists x2-arvoa vastaavan horisontaalisen
katkoviivan leikkauspisteista.

Taulukkoon 2.5 alla on koottu tarkasteltuja toistumisperiodeja vastaavat luotta-
musvélit SU-estimaattorin asymptoottiseen normaalisuuteen ja delta-menetel-
méan sekéd profiiliuskottavuuteen perustuen.

Taulukko 2.5: Delta-menetelméiin ja profiliuskottavuuteen perustuvat 95 %:n luotta-
musvéilit merenpinnan korkeuden toistumistasoille GEV-mallissa.

Delta-menetelméi Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi (v) | SUE (cm) | 95 % CI (cm) | SUE (cm) | 95 % CI (cm)
10 115 [109,121] 115 [109, 124]
100 146 [129,162] 146 [132,177]
1 000 170 [137,203] 170 [146,241]
10 000 190 [138,243] 190 [154, 319]

Eri menetelmien tuottamia luottamusvileja tarkastellessa havaitaan, etta ly-
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Kuva 2.12: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 10-vuoden toistumistasolle

GEV-mallissa.
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Kuva 2.13: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 100-vuoden toistumistasolle

GEV-mallissa.
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Kuva 2.14: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 1 000-vuoden toistumistasolle

GEV-mallissa.
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Kuva 2.15: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 10 000-vuoden toistumista-

solle GEV-mallissa.
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hyell&d 10-vuoden periodilla ndmé ovat samankaltaisia. Tarkastelujakson piden-
tyessd eli pidemmiille jakauman héntddn edetessé ero alkaa kuitenkin kasvaa
suureksi. Siind missé kovarianssimatriisiin perustuvat delta-menetelmén anta-
mat luottamusvilit ovat vilttamétta symmetrisid, profiiliuskottavuusfunktion
asymmetrisyys kasvaa voimakkaasti toistumisperiodin kasvaessa, kuten kuvis-
ta edelld ndhddin. Tamé on luonnollista, silld havaintoaineisto tarjoaa sité
vihemmén informaatiota vedenkorkeusprosessin jakaumasta, mitd suurempia
tasoja (eli pidempié periodeja) tarkastellaan.

2.3 Ylitemenetelméa

Yksi blokkimaksimimenetelmén ongelmista on se, ettd menetelmé ei valttamét-
td hy6dynné saatavilla olevaa — ja yleensé jo valmiiksi niukkaa — dataa tehok-
kaasti. Vain kunkin havaintoblokin suurin havainto huomioidaan mallinnukses-
sa, vaikka tietysséd blokissa saattaa olla useita havaintoja, jotka ovat suurem-
pia kuin jonkin toisen blokin maksimi. Mikéli data on saatavilla muodossa,
joka siséltdd muutakin dataa &#ri-ilmicistd kuin vain kunkin havaintojakson
maksimin, pédstdin parempaan lopputulokseen yleensé tarkastelemalla kaikkia
maédratyn korkean tason ylittdvid havaintoja. Ta4méa tarkoittaa tason u ylittédvien
havaintojen jakauman (ylitejakauman) F, mallintamista, ja ldhestymistapaa
kutsutaan téssi esityksessi ylitemenetelméksi (method of threshold excesses).
Esimerkiksi siind missd blokkimaksimimenetelmé vedenkorkeusdataan sovellet-
tuna tavanomaisesti tarkastelee paivahavainnoista poimittuja vuosittaisia mak-
simeja, ylitemenetelmésséa tarkasteluun otetaan kaikki mé#ratyn tason ylittédvét
paiviahavainnot.

Menetelmén tilastollista implementointia ajatellen lause 1.12 antaa valittomaésti
seuraavan approksimaation ylitejakaumalle F),, suurilla u:

Fy(r) =P(X —u < z|X >u) ~ Ge gy (x), x>0.

Oletetaan, etté tarkasteltava otos koostuu satunnaismuuttujajonosta X, ..., X,
yhteisend kertyméfunktiona F'. Naistd méard N, ylittda tason u; N, on luon-
nollisesti satunnaismuuttuja. Uudelleennimetéén tason wu ylittdvat havainnot
Xi,....X N, ja merkitdén ylitteiden suuruuksia

Yj:)zj—u, j=1,...,Ny;

ks. kuva 2.16. Jos tarkastellaan yhta aikaa useita eri tasoja u ja on olemassa
sekaannuksen vaara, merkitddn kynnystaso eksplisiittisesti nékyviin kirjoitta-
malla X (), Yj(u). Ylitemenetelmé koostuu péédpiirteissain kynnyksen tai tason
u valinnasta ja yleistetyn Pareto-jakauman G¢ g sovittamisesta tason ylitteisiin

(V) ey = (v )N

Jj=1

2.3.1 Kynnystason valinta

Kuten blokkimenetelmésséd blokin koon valinnan yhteydessd, myos ylitemene-
telmédn kynnystasoa valittaessa joudutaan tasapainottelemaan parametriesti-
maattien varianssin ja harhan valilla: lilan suuri kynnyksen u arvo johtaa siihen,
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u=3,n=10,Nu=k=4
10 ‘ ‘

Kuva 2.16: Ylitemenetelméin datan havainnollistus: havaittu otos X = x ja tason
u = 3 ylitteet Y =y

ettd estimointia varten jda vain muutama havainto ja siten estimaattorien va-
rianssi on liian suuri, kun taas liian pienen kynnyksen valinta johtaa siihen, etta
ylitejakauman GPD-approksimaatio on huono, ja estimaattoreista tulee harhai-
sia. Ylitemenetelmén kohdalla valintaongelma on itse asiassa kiytdnnossid vai-
keampi kuin blokkimaksimimenetelmén kohdalla, koska jéalkimmaéisessd voidaan
usein osoittaa jossain mielessd luonnollinen datablokin koko, kuten vuosi mo-
nien luonnonilmitiden kohdalla. Ylitemenetelmén osalta téllaista luonnollista
kynnysarvoa harvemmin on olemassa.

Teoreettisesti on mahdollista valita kynnys u asymptoottisesti optimaalisesti
tarkastelemalla eksplisiittisesti kompromissia harhan ja varianssin kesken [2,
s. 355], mutta kiytinnossd yksiselitteistéi ratkaisua ongelmaan ei ole esitet-
ty. Kéytiannosséa ongelmaa ldhestytdankin sovelluksien yhteydessé yleensé prag-
maattisesti pyrkimalld valitsemaan mahdollisimman matala kynnys siten, etta
ylitejakauman aproksimointi yleistetylld Pareto-jakaumalla vaikuttaa viela pe-
rustellulta. Valinnan tueksi on esitetty kaksi GP-jakauman ominaisuuksiin pe-
rustuvaa menetelméé, jotka esitetéén seuraavaksi: osiossa 1.3 tavattu ylitteen
odotusarvofunktio, sekd parametriestimaattien stabiilisuuden arviointi sovitta-
malla malli useita eri kynnysarvoja kéyttéen.

2.3.1.1 Ylitteen odotusarvofunktio

Oletetaan, ettd & < 1, eli yleistetyn Pareto-jakauman odotusarvo on olemas-
sa (mikéli néin ei ole — eli hyvin paksuhiintéisten jakaumien tapauksessa — ei
tdmén osion menetelmé suoraan sovellu). Madritelméstd 1.11 muistetaan ylit-
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teen odotusarvofunktio,

e(u) = E(X —ulX > u).

Oletetaan, etté yleistetty Pareto-jakauma pétee jonon X, ..., X, tuottamille
tason wug ylitteille, jolloin
Buo
el\u, = 5
(wo) = 1— :

missé on merkitty tasoa u( vastaavaa skaalaparametria 8 = f3,,,. Mutta jos GPD
on pateva malli tason ug ylitteille, se on sitd myo6s kaikille korkeamman tason
u > ug ylitteille. Osion 1.3 mukaisesti saadaan talloin, kun u > uy,

Bu _ Buo + &u _ Buo i £ w.

T1-¢ 0 1-¢ 1-¢ 1-¢

Ylitteen odotusarvofunktio on siis w:n lineaarinen funktio, kun u > ug. Kyn-
nyksen valinta voidaan perustaa tdhin GP-jakauman ominaisuuteen seuraavak-
si kuvatulla tavalla.

e(u)

Ylitteen odotusarvofunktio e(u) = E(X — u|X > wu) on nimensi mukaisesti
tason u ylitteiden ehdollinen odotusarvo, ja sen empiirinen vastine on tason u
ylittévien realisaatioiden otoskeskiarvo,

o 1 1 & W
SR D DI 7D Dh

{i:X;>u}

Estimaatin é(u) tulisi kasvaa likimain lineaarisesti (otoshajonnan huomioimisen
jilkeen) w:n suhteen niilld tasoilla u, joilla GP-jakauma tarjoaa sopivan mal-
lin havainnoille. Kynnyksen valintaongelmaa voidaan siis ldhestyé graafisesti
piirtamélla pisteet

{(u,6(1)) 4 < Xomaa}

missé X pae = max(X,, ..., X,) jaetsimilld datasta aluetta, josta alkaen kuvaa-
ja on likimain lineaarinen. Kuvaajaa kutsutaan ylitteen otoskeskiarvokuvaajaksi
(sample mean excess plot) tai, erityisesti luotettavuustekniikan piirissé, jaljelld
olevan keskieliniin kuvaajaksi (mean residual life plot). Otoskeskiarvolle é(u)
voidaan muodostaa luottamusviilit perustuen otoskeskiarvojen likimé&airidiseen
normaalijakautuneisuuteen.

2.3.1.2 Parametrien stabiilisuus

Toinen menetelmé kynnystason u valitsemiseksi perustuu parametriestimaat-
tien stabiilisuuden tarkasteluun, kun mallin sovitus tehdéin lukuisilla eri u:n
arvoilla. Lahestymistapa pohjaa olennaisesti samaan argumenttiin kuin ylitteen
odotusarvofunktion kiyttokin. Mikili yleistetty Pareto-jakauma on pétevi malli
kynnyksen ug ylitteille, niin my6s tatéd tasoa korkeamman tason u ylitteet nou-
dattavat osion 1.3 ja edelld sanotun mukaisesti GP-jakaumaa samalla muotopa-
rametrilla £, mutta skaalaparametrilla

Bu = ﬁ(u - UO) = ﬁuo +§(u - u0)>
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missé f3,, on tasoa ug vastaava skaalaparametri. Parametrin £ pitéisi siis py-
syd vakiona (otosvarianssin huomioimisen jilkeen kiyténnossi stabiilina) tason
ug jalkeen, mikéli GPD on sopiva malli tason wug ylitteille. Vastaavasti skaala-
parametrin 3, tulisi muuttua likimain lineaarisesti tason u mukana, paitsi jos
& = 0. Tastad hankaluudesta pédstéddn eroon ottamalla kidyttoon vaihtoehtoinen
parametrisaatio

ﬁ* = Bu - gua

joka on siis vakio u:n suhteen (8* = B, — Eug).

Kynnyksen valintaa varten piirretdin siis estimaatit é ja B* tasoa u vasten,
ja valitaan kynnykseksi ug pienin u, josta ldhtien parametrit pysyvéat likimain
vakioina. Kéytdnnossd kuvaan on valttaméatontd piirtdd mukaan myos luotta-
musvalit, jotta parametrien vakioisuudesta voidaan perustellusti sanoa jotain.
Luottamusvélit é e (ja Buzlle) saadaan tutusti SU-estimaattorien asymptoot-
tiseen normaalisuuteen perustuen parametriestimaattien kovarianssimatriisista
V. Muunnetun parametrin B* kohdalla taytyy kayttdd delta-menetelméd, jol-
loin likim#&réiseksi varianssiksi saadaan

Var(*) = VBT V3V,

missé Vj on parametriestimaattien 0 = (f, Bu) (asymptoottinen) kovarianssi-
matriisi, ja gradientti on

op*

* 0
VB T == aé*
9B

2.3.2 Suurimman uskottavuuden menetelmi GP-jakaumalle

Kun kynnystaso u on valittu, voidaan GP-jakauma sovittaa dataan eli jakauman
parametrit estimoida suurimman uskottavuuden menetelmélld. GPD:n tiheys-
funktio parametreilla £ € R ja 8 > 0 on

1 ] T —e !
go(z) = /a< *%) » §700 e D),
/B, ¢=o,

missd médrittelyalue on
B [0,00), kun & >0,
o ={ %70 o 20
ja parametrien muodostama vektori 8 = (&, ).
Merkitdén tason u ylittavia havaintojaNX =(X1,...,X N, ) ja vastaavia ylitteitd
Y = (Y3,...,Yy,), missd siis ¥; = X; — u. Oletetaan, ettd Y; ovat iid, ¥; ~
Gep Vi =1,...,Ny. Olkoon havaittu N, = k tason u ylitystd. Havaittuun

otokseen Y = y = (y1,...,yr) perustuva logaritminen uskottavuusfunktio on
tdlloin (kun & # 0)

k k
1(0;y) = Zlngg(yi) =—klnpg — (1 + 2) Zln (1 —|—§Zg) , (2.11)
i=1 i=1
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kun y; € D(§,B) eli 1 4 &y; /B > 0 kaikilla i = 1, ..., k. Mikili méérittelyalueen
asettama rajoitusehto ei tayty jollain ¢, on {(0;y) = —oc.

Tapauksessa & = 0 saadaan log-uskottavuusfunktioksi

k
1
UBsy) = —kInf— 2 > i, (2.12)
i=1
missé nyt siis & = § = [, vastaten eksponenttijakaumaa parametrilla 1/8.

Sekd tapauksessa & = 0 ettd £ # 0 tdytyy luonnollisesti olla § > 0. Tdma
on jalleen helpointa varmistaa kayttamalld numeerisen laskennan toteutuksessa
B:n sijasta muunnosta B := In 3, joka on aina positiivinen ja voidaan lopuksi
muuntaa takaisin eksponenttiin korottamalla, 5 = exp (B)

Parametriestimaattien keskivirheet ja sitd kautta luottamusvélit saadaan asymp-
toottisesta kovarianssimatriisista tutusti aiemmin esitetylld tavalla. Profiilius-
kottavuuteen perustuvat luottamusvilit saadaan myo6s kuten aiemmin, maksi-
moimalla (logaritminen) profiiliuskottavuusfunktio muiden (toisen) parametrien
suhteen.

2.3.3 Toistumisperiodi ja toistumistaso

Tarkastellaan seuraavaksi toistumistasoja ja —periodeja ylitemenetelméssé. Tois-
tumistason méadrddmiseksi tdytyy huomioida ylitteiden jakauman liséksi to-
dennékoisyys, jolla ylitteet tapahtuvat. Muistetaan, etté ylitejakauma on

Fu(y) =P(X —u <y[X >u) =P(Y <y|X >u), y<0,

missii Y = X — u. Tapahtuman {Y > y} = {X > u + y} ehdollistamaton
todennékoisyys voidaan kirjoittaa

PY >y) =P(X > uw)PY > y|X > u),

tai lyhyemmin F(y +y) :7F(U)F’u(y). Nyt tason u ylitejakauma on yleistetty
Pareto-jakauma, F,(y) = Ge(y), ja tapahtuman {Y > y} todennikosisyydeksi

tulee -
P(Y >y) = CuGo(y),
missé tason w ylittdmisen todennékéisyyttd on merkitty lyhyesti ¢, := P(X >

Keskimédrin kerran m:ssé havainnossa ylitettdvd taso x,, (> u) saadaan nyt
yhtélostd P(Y > z,, —u) = 1/m, eli, kun & # 0,

Ty, — U —1/¢ 1
B m’
Taméi kidantamalld saadaan ratkaistua

<u(1+£
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kun z,, > u. Tapauksessa ¢ = 0 saadaan vastaavasti tulokseksi
Ty = U+ ﬂ ln(mCu)a
kun z,, > u.

Edellé saatu x,,, on m. havainnon toistumistaso, eli taso, joka ylitetdén odotusar-
voisesti kerran m:ssi havainnossa.'! Tuloksien tulkintaa ja esittdmistd varten
on usein mukavampi tarkastella toistumistasoja jotka on mééritelty vuositasol-
la, siten ettd N-vuoden toistumistaso on taso, joka keskiméérin ylitetddn kerran
N:ssé vuodessa. Oletetaan siis, ettd vuodessa on n, havaintoa, jolloin N-vuoden
toistumistaso vastaa m-havainnon toistumistasoa arvolla m = n,N. Talléin N-
vuoden toistumistaso on

TN =u+ g ((nyN¢y)® — 1), (2.13)
kun £ # 0, ja
Tm =u+ Sln(nyN(y,), (2.14)
kun £ = 0.

Toistumistasoilla saadaan estimaatti, kun estimoidut parametriarvot sijoitetaan
yo. yhtéloihin. Todennékéisyyden ¢, = P(X > u) havaittuun otokseen perus-
tuva luonnollinen estimaatti on tason wu ylittdvien havaintojen (k kpl) osuus

kaikista havainnoista (n kpl),
A k
Cu = -
n
Toisaalta ylitystapahtuman indikaattori 1 ¢ x, .} on Bernoulli-jakautunut satun-
naismuuttuja onnistumistodennékoisyydelld p = P(X > u) = {,, jolloin ylitys-
ten lukuméérd N, = >0, I{x,>y} On binomijakautunut parametrilld (n, ).
Tésté seuraa, etté éu on my6s todennédkoisyyden ¢, suurimman uskottavuuden
estimaattori.

Luottamusvilit. Keskivirheet ja niihin perustuvat luottamusvilit toistumis-
tasolle saadaan johdettua normaaliin tapaan delta-menetelmélld. Nyt kuitenkin
myos ylitystodennékoisyyden ¢, estimaattiin éu liittyva epdvarmuus tulee huo-
mioida. (,:n binomijakautuneisuuden nojalla estimaattorin varianssi on

Var (éu) _ éu(l - CAu)7

n

ja parametriestimaattien é( = (é , B, CAu) kovarianssimatriisiksi saadaan

V1,1 V12 0
= | v2r v2e2 0

0 0 ¢(A=¢/n

missé v;; on parametriestimaattien 8 = (¢, ) kovarianssimatriisin Vj alkio
(i,7). Delta-menetelmééin perustuen toistumistason z,, (tai xy, kun m korva-
taan termilld n,N) estimaatin &, likimd&rdinen varianssi on

Ve

Var(#,,) = Vx,TnVéCme,

1 Tai, tdsméllisemmin, taso jonka havainto ylittis todennikaisyydelld 1/m — iid tapauksessa
néillé ei ole eroa.
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missé gradientiksi tulee

Ot
Orm - 5 0n6)¢ — 1]+ Fm6)f ()
D

Vi, = ;7 = % [(mCu)g - 1] )
%ﬂzm Bms¢§!

evaluoituna pisteessé (é .53, fu)

Delta-menetelméé parempaan tarkkuuteen péédstidéin yleensd jélleen profiilius-
kottavuuteen perustuvaa lihestymistapaa kiyttden. Toistumistasoille profiilius-
kottavuus voidaan muodostaa uudelleenparametrisoimalla malli; ,,:hun liittyva
epavarmuus jitetddn tassa yhteydessé tavallisesti huomioimatta tarkastelun hel-
pottamiseksi, silld se on yleensé pientd muihin parametreihin liittyvéan epévar-
muuteen verrattuna. [1] Yhtélsista (2.13) ja (2.14) saadaan ratkaistua esimer-
kiksi 8 muiden parametrien funktiona:

Tom — U
5 §7(m<u)5_17 §#£0,
Tom, — U 0
In(m¢,)’ ¢=0.

Sijoittamalla tdmé log-uskottavuusfunktioon saadaan siitd yhden parametrin
(eli &) funktio, joka voidaan maksimoida &:n suhteen, kiintedlld z,,. Kun me-
nettely toistetaan useille x,,:n arvoille, saadaan muodostettua toistumistason
profiiliuskottavuus. Luottamusvilit seuraavat tésta.

2.3.4 Mallidiagnostiikkaa

Kuten GEV-jakauman kohdalla blokkimenetelmaissé, tarkastellaan sovitetun mal-
lin hyvyyttéd todennékoisyys- ja kvantiilikuvaajien avulla. Oletetaan siis, ettd on
valittu kynnys u, jonka ylitteet datassa ovat y = (y1, ..., yx), ja néihin on sovi-
tettu GP-jakauma,

2\ "E .
) 1— (1462 °, 0,
5 < 53) R o7
1—e_x/5, =0,

Todennékoisyyskuvaaja koostuu nyt pisteista

{(/ﬁfée(y"’“)) i = lk} , (2.15)

missé siis k on tason v havaittujen ylitteiden lukuméaéré alkuperiisessé otoksessa
x=(21,...,%n), ja Y1 < -+ < ypi on ylitteiden jarjestetty otos.

Kvantiilikuvaaja on vastaavasti

{(é;l(kil),yi,k> ci= 1k} (2.16)
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missé nyt

s

- 1=y E=1), €40,
G l(y) = { (( A) A
_5 ln(l - y)7 g = 0)
Mikili GPD on kohtuullinen malli tason w ylitteille, sekéd todennékoisyys- etté

kvantiilikuvaajien tulisi olla ldhes lineaarisia eli koostua pisteistd jotka ovat
ldhelld yksikkodiagonaalia.

2.3.5 Merenpinnan korkeuden mallintaminen ylitemene-
telmalla

Jatketaan Itdmeren vedenkorkeuden tarkastelua soveltamalla ylitemenetelmaé.
Ylitteita tarkastellessa kédytetddn nyt koko paivimaksimien havaintoaikasarjaa
aikavéliltd 1.1.1904-31.12.2011 (ks. kuva 2.2).

Ennen yleistetyn Pareto-jakauman sovittamista téytyy valita kdytettdava kyn-
nystaso u jonka ylittdvét havainnot otetaan mukaan tarkasteluun. Kuvassa 2.17
on esitetty ylityksien otoskeskiarvokuvaaja havaintoaineistolle 95 %:n luotta-
musvéaleineen.

Sample Mean Excess Plot
70 T

e(u)

-50 0 50 100 150

Kuva 2.17: Ylitteen otoskeskiarvokuvaaja vedenkorkeuden piiviimaksimidatalle.

N#hdédn, ettd kuvaaja kaartuu arviolta kynnysarvoon 94 cm — 96 cm saakka,
jonka jilkeen se pysyy tasaisena, kunnes arvon 105 cm kohdalla laskee arvoon
118 cm asti, ja tAmé&n jélkeen heilahtelee ylittdvien keskiarvoistettavien havain-
tojen méaran laskiessa kohti nollaa kynnystason kasvaessa.
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Tarkastellaan lisdksi parametriestimaattien stabiilisuutta kynnystason suhteen
estimoimalla GPD-malli toistuvasti kynnysarvoilla u € [0,126] (cm); tdmén
jalkeen ylitteitd on niin vahén, ettd parametriestimaattien heilunta on epéainfor-
matiivista. Kuvissa 2.18, 2.19 ja 2.20 on piirretty parametriestimaatit kynnys-
tason u funktiona sekéd 95 %:n luottamusvilit estimaateille.

Parametrin & estimaatti kynnysarvon funktiona

0.4 -

0.2

20 40 60 80 100 120
Kuva 2.18: Parametrin £ estimaatti vedenkorkeuden piivimaksimidataan sovitetulle
GP-jakaumalle kynnysarvon funktiona.

Parametrin 3 estimaatti kynnysarvon funktiona
40 T T

Kuva 2.19: Parametrin 8 estimaatti vedenkorkeuden péivimaksimidataan sovitetulle
GP-jakaumalle kynnysarvon funktiona.
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Parametrin B* estimaatti kynnysarvon funktiona
60 ‘ =
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Kuva 2.20: Parametrin 8* estimaatti vedenkorkeuden piivimaksimidataan sovitetulle
GP-jakaumalle kynnysarvon funktiona.

Nidhdéén, ettd muotoparametrin £ estimaatti kuvassa 2.18 vaikuttaa itse asiassa
kokonaisuutena tarkastellen melko vakiolta koko laajalla tarkasteluvélilld. Alus-
sa on tosin havaittavissa selvad kaartumista. Lopussa ndhdddn myos ylitteiden
médran vihentyessa tyypillistd heilahtelua. Pelkéstddn tdméan kuvan perusteella
kynnystason saattaisi voida luottamusvélit huomioiden asettaa niinkin alhaalle
kuin 80 cm tasolle.

Kuvan 2.19 estimaatin B tulisi muuttua likimain lineaarisesti u:n funktiona niilla
tasoilla, joilla GPD-malli pétee ylitteille, kun € # 0. Kun £ = 0, tulisi estimaatin
vastaavasti pysyé likimain vakiona néiilld tasoilla. Kuvan tulkintaa vaikeuttaa
nyt se, ettd estimaatin é kuvaajan mukaan nolla sisiltyy &n (95 %:n) luotta-
musviliin useimmilla korkeilla (eli relevanteilla) kynnystason arvoilla. Kuvaan
2.20 on piirretty muunnetun parametrin g* = § — £u estimaatti B* = B — éu;
taman tulisi pysyé vakiona £:n arvosta riippumatta. Muunnoksen hinta on kui-
tenkin se, ettd parametriestimaattiin B* tulee epdvarmuutta sekd parametrista
& ettd parametrista 8. Kuvasta nihdédén, ettd estimaatit heilahtelevat voimak-
kaasti, ja luottamusvélit kasvavat suuriksi. Kuvan 2.20 perusteella 80 cm:n tie-
noilla oleva kynnysarvo vaikuttaa liian alhaiselta.

Ylitteen otoskeskiarvokuvaajan sekd parametriestimaattien stabiilisuuden tar-
kastelun perusteella pidadytéaén valitsemaan kynnysarvot w1 = 96 cm ja us = 108
cm jatkotarkastelua varten. Namé on valittu mahdolliselta vaikuttavien arvojen
ala- ja ylapéadstd, pyrkien kuitenkin varmistamaan, ettei jakauman sovittamis-
ta varten j&aa lilan vdh&n havaintoja. Tason v = 96 cm ylittdvid havaintoja on
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aineistossa k = 95 kpl, kun tason u = 108 cm ylitteitd on & = 39 kpl.

Kuvassa 2.21 on pdivittiisten vedenkorkeusmaksimien aikasarjaan merkitty ta-
son u = 96 cm (musta poikkiviiva kuvassa) ylittdvét havainnot punaisilla pal-
loilla. Kuvaan on my6s havainnollisuuden vuoksi merkitty vuosimaksimit pu-
naisilla tdhdilld. Nahdéén, ettéd iso osa vuosimaksimeista ei ylitd valittua tasoa,
kun taas tason ylittdvien havaintojen joukossa on paljon sellaisia, jotka eivét
ole vuosimaksimeja. Kuvassa 2.22 on vastaava informaatio tason v = 108 c¢m
osalta.

Vedenkorkeuden paivittaiset maksimit 1.1.1904 - 31.12.2011
T T T T T

150 — @ -

&
®

100

50

L |

L L L L L i L
1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970
Paivamaara

L L L
1990 2000 2010

Kuva 2.21: Vedenkorkeuden piivimaksimiaikasarja ja tason u = 96 cm (musta viiva)
ylittdvéat havainnot.

Vedenkorkeuden paivittaiset maksimit 1.1.1904 - 31.12.2011
T T T T T

. 1
1910 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Paivamaara

Kuva 2.22: Vedenkorkeuden péivimaksimiaikasarja ja tason u = 108 cm (musta viiva)
ylittdvét havainnot.

Kuvista ndhdédn, ettad ylityksid el ndytd tapahtuvan tasaisesti. Erityisesti ta-
soa nostaessa ylitteiden véiliin jad4 vuosikymmenien vili, siten ettéd esimerkiksi
korkeamman tason u = 108 (cm) kohdalla 1910-luvun loppupuolella tapahtuvaa
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ylitysté seuraava ylitys sattuu vasta 1970-luvun puolivilissi. Jos tasoa vield nos-
tettaisiin, tapahtuisi ylityksid vain havaintoaineiston loppupuolella. Lisdksi ha-
vaitaan, ettd ylityksilla on taipumusta sattua lihekkéisind paivaméaédring. Tama
on tietysti luonnollista, kun merenpinnan taso on korkealla pidemmén aikaa
ja havainnot ovat péivikohtaisia, ja saattaa vaatia perusylitemenetelméé sovel-
lettaessa yliteryppéiden deklusterointia — eli klusterien tunnistamista ja vain
maksimihavainnon mukaanottoa kustakin klusterista — jottei datan riippuvuus
véaaristd tuloksia.

Kuvien mukainen ylitysten sattumisen ajoitus viittaa siihen, ettei ylitedataa
voida pitdd iid havaintoina. Proposition (A.12) mukaan (ks. myos sitd seu-
raava perustelu) iid prosessissa korkean kynnyksen ylityksien jakauma noudat-
taa (approksimatiivisesti) Poisson-jakaumaa. Varsinkaan korkeamman 108 cm:n
tason ylitykset eivit kuitenkaan nédytd Poisson-jakautuneilta. Tdhin palataan
myShemmin, mutta toistaiseksi mahdolliset ongelmat jétetdin huomiotta ylite-
menetelmén perusmuodon havainnollistamiseksi.

Jatketaan siis sovittamalla yleistetty Pareto-jakauma ylitteisiin suurimman us-
kottavuuden menetelmélld. Taulukossa 2.6 on esitetty tuloksena saadut para-
metriestimaatit luottamusvéleineen. Erityisesti ndhd&dn, ettd ylitemenetelméa
viittaa vuosimaksimeihin perustuvaa blokkimaksimimenetelméi vahvemmin mu-
otoparametrin £ negatiivisuuteen; kynnyksen 96 cm tapauksessa nolla ei aivan
sisélly 95 %:n luottamusviliin, ja kynnyksen 108 ¢m kohdalla se sisiltyy juuri
ja juuri.

Taulukko 2.6: Parametriestimaatit GP-jakaumalle valituilla kynnystasoilla.

Kynnys u = 96 (cm) u = 108 (cm)
Parametri | SUE | 95% luottamusvili | SUE | 95% luottamusvili
£ -0.176 [—0.341, —0.011] -0.208 [—0.438,0.023]
B 14.6 [11.2,18.9] 13.2 9.0,19.3]

Kuvissa 2.23 ja 2.24 on vertailtu havaintoihin perustuvaa empiiristd kertymé-
funktiota vastaavan dataan sovitetun GP-jakauman kertyméfunktion kanssa.
N&dhdadn, ettd sovite vaikuttaa molemmissa tapauksissa varsin kohtuullisel-
ta.

Kuvissa 2.25 ja 2.26 on esitetty todennékoéisyys- ja kvantiilikuvaaja tason 96
cm ylitteiden GP-jakaumalle. Kuvissa 2.27 ja 2.28 on vastaavat tason 108 cm
ylitteisiin sovitetulle mallille. My6s ndiden kuvaajien perusteella mallit sopi-
vat havaintoihin varsin hyvin. Havaintojen diskreetistd luonteesta (mittaukset
1 cm tarkkuudella) johtuen todennékoisyyskuvaajissa nihdédn havaintojen ho-
risontaalista kasautumista, kun tdsmélleen sama havaintoarvo esiintyy lukuisia
kertoja aineistossa (empiiriseen kertyméfunktioon aiheutuu iso porras). Kvantii-
likuvaajista erottuu molemmissa tapauksissa suurin vedenkorkeushavainto 151
cm muista ”poikkeavana”. Suurimman ja toiseksi suurimman havainnon valilla
on datan skaalalla huomattava 15 cm:n ero, ja tdmé piirre korostuu tarkastel-
taessa jakauman hantéa.

Tarkastellaan seuraavaksi toistumistasoja. Kuviin 2.29 ja 2.30 on piirretty vuosi-
tason toistumistasokuvaajat kynnyksilla v = 96 ja u = 108 seké luottamusvélit
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Kuva 2.23: Vedenkorkeuden tason v = 96 cm ylittévien havaintojen empiirinen ker-

tyméfunktio vs. GPD-sovite.
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Kuva 2.24: Vedenkorkeuden tason u = 108 cm ylittdvien havaintojen empiirinen

kertyméfunktio vs. GPD-sovite.



2.3.5 Merenpinnan korkeuden mallintaminen ylitemenetelmilla

56

Probability Plot

091

0.6

0.5

Malli

0.4

0 L L
0 0.2 0

4 0.6 0.8

Havaittu

Kuva 2.25: Todennikoisyyskuvaaja tason u = 96 cm ylitteiden GPD-sovitteelle.

QQ Plot
o
50
40}
o

2 e)
o 30
3 e
T

20

10

0
0 10 20 30 40 50
Malli

Kuva 2.26: Kvantiilikuvaaja tason u = 96 cm ylitteiden GPD-sovitteelle.
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Kuva 2.27: Todennikoisyyskuvaaja tason u = 108 cm ylitteiden GPD-sovitteelle.
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Kuva 2.28: Kvantiilikuvaaja tason u = 108 cm ylitteiden GPD-sovitteelle.
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asymptoottisiin keskivirheisiin perustuen. Lihtoédata muodostui péivitason ha-
vainnoista, joten N-vuoden toistumistaso vastaa téssd m-havainnon toistumis-
tasoa arvolla m = n, N = 365N (iid oletuksen pétiessd, tietenkin).

Huomio kiinnittyy kvantiilikuvaajan tavoin suurimpaan, 151 cm:n havaintoon.
Tamai el aivan mahdu keskivirheeseen perustuvien mallin 95 %:n luottamusvilien
sisdén, toisin kuin muut havainnot. Nahddan myos, ettd ylitemenetelmén anta-
mat toistumistasot ovat pitkilla aikavileilld selvésti pienempié kuin blokkimak-
simimenetelméilld saadut. Toisin péin ilmaistuna, korkean merenpinnan tason
toistumisperiodi on ylitemenetelméssa paljon pidempi, eli todennéksisyys tason
ylittdmiseen vuoden aikana pienempi.

170

160} _ i
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& 140
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90 | |
1 10 100 1000
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Kuva 2.29: Vedenkorkeuden toistumistasokuvaaja GPD-mallissa (u = 96 cm) luotta-
musvéleineen.

SU-estimaattorin asymptoottiseen normaalisuuteen perustuvia luottamusvaleji
parempaan tarkkuuteen péadstéidn profiiliuskottavuusmenetelmilléa. Alla kuvissa
2.31 ja 2.32 on esitetty profiiliuskottavuusfunktiot 100- ja 1 000-vuoden toistu-
mistasoille kynnyksen u = 96 cm ylitteisiin sovitetussa mallissa, ja kuvissa 2.33
ja 2.34 on vastaavat kynnyksen u = 108 cm ylitteisiin perustuvassa mallissa.
Luottamusvilit saadaan luettua profiiliuskottavuusfunktion ja kriittistd tasoa
vastaavan horisontaalisen katkoviivan leikkauspisteisté.

Taulukossa 2.7 on esitetty ja vertailtu eri menetelmien antamia luottamusvéleja
eripituisilla toistumisperiodeilla. Profiiliuskottavuus tuo hyvin esille havaintoi-
hin liittyvan epdvarmuuden: vaikka esimerkiksi 1 000-vuoden tapahtuman piste-

estimaatti on "vain” n. 153 cm — ja sellaisenaan epiuskottavan alhainen'? —

12Vrt. keskustelu tdmén osion lopussa.
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Kuva 2.30: Vedenkorkeuden toistumistasokuvaaja GPD-mallissa (v = 108 cm) luot-
tamusvileineen.
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Kuva 2.31: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 100-vuoden toistumistasolle
GPD-mallissa (u = 96 cm).
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Kuva 2.32: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 1 000-vuoden toistumistasolle
GPD-mallissa (u = 96 cm).

-131 ‘
Profile Likelihood
O ML Estimate
-1315 — — 9%l

-132
o
(@]
@]
<
£ 1325
-
o
(@]
-
-133
-133.5
_134 1 1 1 1 1

135 140 145 150 155
Return Level Moo

Kuva 2.33: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 100-vuoden toistumistasolle
GPD-mallissa (u = 108 cm).
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Kuva 2.34: Profiiliuskottavuus merenpinnan korkeuden 1 000-vuoden toistumistasolle
GPD-mallissa (u = 108 cm).

ulottuu 95 %:n luottamusvili sille 144 senttimetristd 193 tai 198 senttimet-
riin.

Tarkastellaan seuraavaksi samaa asiaa hieman eri ndkokulmasta, eli vedenkor-
keustasojen ylitystodennédkoisyyksid. Todennékoisyyksia tarkastellessa téaytyy
muistaa, ettd sovitetty GPD-malli kuvaa tason u ylitejakaumaa, eli ylitteiden
jakaumaa ehdolla, ettd taso w ylitetdin. GP-jakauman suoraan antamat to-
dennikoisyydet ovat siis ehdollisia todenniikdisyyksid (vrt. kertyméfunktioiden
kuvaajat edelld). Kuten toistumisperiodien yhteydessé osiossa 2.3.3 niihtiin, eh-
dollistamaton ylitteen — eli tapahtuman X > z, kun = > u — todenn#kdoisyys
voidaan (osion merkint6ja kdyttiden) kirjoittaa

P(X >z)=P(X > u)P(X > 2|X >u) = (Go(r —u) =:1—p.

Toisin sanoen todennikoisyys, ettd havainto ei ylitd tasoa z on P(X < z) = p.
Edelleen todennikoisyys, ettéd tasoa z ei ylitetd vuodessa on yhtd kuin to-
denn#koisyys, ettd tasoa ei ylitetd mindén paivand vuoden kuluessa. Kun mer-
kitddn {X? > x} tapahtumaa, ettd x ylitetdéin vuoden aikana, saadaan tapah-
tuman todennékoisyydeksi

P(X" > z) =P(X; > x jollakin i = 1, ..., 365)
=1-P(X;<zVi=1,...,365)
=1-P(X <x)35
— 10

)
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Taulukko 2.7: Delta-menetelméiin ja profiliuskottavuuteen perustuvat 95 %:n luotta-
musvélit merenpinnan korkeuden toistumistasoille GPD-malleissa.

u = 96 Delta-menetelmé Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE (cm) | 95% CI (¢cm) | SUE (cm) | 95% CI (cm)
10 122 [118, 127] 122 [118, 128]
100 141 [133,149] 141 [134,159]
1 000 154 [139,167] 154 [144, 193]
u = 108 Delta-menetelmé Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE (cm) | 95% CI (¢cm) | SUE (cm) | 95% CI (cm)
10 122 [118, 128] 122 [119, 128]
100 141 [134,149] 141 [135,158]
1 000 153 [139, 166] 153 [144,198]
missd X;, ¢ = 1,...,365 ovat paivittiisid havaintoja, X; ~ X V4, ja havaintojen

oletetaan olevan riippumattomia. Sama tulos saadaan myos suoraan binomija-
kauman ominaisuuksiin perustuen, huomaamalla ettéd ylitteiden lukumé&éra on
binomijakautunut satunnaismuuttuja.

Taulukkoon 2.8 on koottu edelld kuvatulla tavalla laskettuja vedenkorkeuden
rajatasoja x, eri ylitystodennikdisyyksille 1 — p.!3 Verrattuna blokkimaksimi-
menetelmén (ks. taulukko 2.4) antamiin vedenkorkeuksia vastaaviin ylitysto-
dennékoisyyksiin, ylitemenetelmédn mukaan keskikorkeiden tasojen ylittdmisen
todennikoisyys on suurempi, mutta hyvin korkeiden tasojen ylittdmisen to-
denn#koisyys selvisti pienempi. Ero kasvaa mitd pidemmélle vedenkorkeusja-
kauman héntddn mennédén.

Taulukko 2.8: Eri todenn#koisyyksid vastaavia merenpinnan korkeustasoja GPD-
malleissa.

p 1—p | p,u=96 | Tp, u=108
0.5 0.5 99 (cm) -
0.75 0.25 111 (cm) 111 (cm)
0.90 | 0.10 122 (cm) 122 (cm)
0.99 | 0.01 141 (cm) 141 (cm)
0.999 | 0.001 | 154 (cm) | 153 (cm)

Suoraviivaisesti sovelletun ylitemenetelméin mukaan siis 2005 mitattu 151 cm
merenpinnan korkeus Helsingissé olisi todellakin darimméinen havainto. Ole-
tus ylitteiden riippumattomuudesta ja samoin jakautuneisuudesta (iid-oletus)
ei kuitenkaan néytd kuvien 2.21 ja 2.21 perusteella patevin, miké saattaa ylite-
menetelmélld — sen téssé osiossa kdytetyssad perusmuodossa — saatujen tuloksien
tarkkuuden kyseenalaiseksi. Lisdtarkastelu on selvisti tarpeen. Téahén palataan
osiossa 2.6 pisteprosessien yhteydessé.

13 Todenniikéisyyttd 0.5 vastaava korkeus xp tason u = 108 cm ylitteisiin sovitetulle GPD-
mallille on taulukossa tyhji, koska ylitejakauma Fy, (z) = Gg(z) on mééritelty vain, kun x > u
(= 108).
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2.4 Stationaariset aikasarjat

Kappaleessa A.1 kévi ilmi, ettd stationaarisiin aikasarjoihin on mahdollista
soveltaa pitkélti samoja perustekniikoita kuin niiden riippumattomiin ja sa-
moin jakautuneisiin vastineisiinkin. Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti, millai-
sia lisshuo-miota vaativia seikkoja stationaarisuus tuo dériarvojen tilastolliseen
mallintamiseen.

Osiosta A.1 muistetaan ehdot D(u,,) ja D' (u,), jotka yhdessd varmistavat, ettd
ehdot tayttdvan stationaarisen prosessin dériarvoilla on sama asymptoottinen
kédyttdytyminen kuin vastaavalla iid jonolla.

2.4.1 Blokkimaksimimenetelméi

Mikéli stationaarisen prosessi pitkdn kantaman riippuvuus prosessin korkeilla
tasoilla on heikkoa (tdsméllisesti, prosessi tiyttiid ehdon D(u,,)), voidaan mak-
simien jakaumaa mallintaa GEV-jakaumalla kuten iid tapauksessakin. Miké&li
ehto D'(uy,) ei tiyty, eli prosessin korkeilla arvoilla on taipumusta esiintyé klus-
tereissa, tarvitaan #ériarvoindeksin kisitettd (médritelmé A.13): intuitiivises-
ti, ddriarvoindeksi kuvaa prosessin dédriarvojen klusteroitumistaipumuksen vah-
vuutta. Kun 6 < 1, dériarvojen ryppéiné esiintyminen vaikuttaa rajajakauman
parametrien arvoihin dériarvoindeksin kautta; klusteroituminen on sitéd voimak-
kaampaa, mitd ldhempéné 6 on nollaa. Jos § = 1, prosessilla ei ole taipumus-
ta kasaantua suurilla arvoilla ja maksimit kdyttaytyvéit tdsmélleen kuten iid-
tapauksessakin (jolle aina 6 = 1).

Kéytannossé dariarvoindeksin 0 < 1 vaikutus uppoaa kokonaan GEV-jakauman
parametreihin. Johtopa#toksend on siis, ettd blokkimaksimimenetelmén yhtey-
dessé stationaarisen aikasarjan ilmentamaé riippuvuus voidaan mallinnusmielessé
jattda huomiotta, ja stationaariseen tapaukseen soveltaa tdsmélleen samoja ti-
lastomenetelmié kuin iid tapaukseenkin. Riippuvuus kuitenkin todennékoisesti
vaikuttaa tilastomenetelmien perusteluna olevan GEV-approksimaation tark-
kuuteen heikentéviisti, vaikka tarkka asymptoottinen rajatulos onkin (&ériarvo-
indeksin vaikutusta vaille) tdsmilleen sama iid- ja stationaariselle jonolle.

2.4.2 Ylitemenetelmi

Kuten GEV-jakauma blokkimaksimimenetelméssid, GP-jakauma siilyy ylitteil-
le soveltuvana stationaarisenkin sarjan kohdalla. Jos 8 = 1, niin muutoksia iid
tapaukseen ei tilastollisten menetelmien osalta tarvita. Jos taas 8 < 1 eli pro-
sessi osoittaa taipumusta dédriarvojen klusteroitumiseen, taytyy tdméa huomioida
mallinnuksessa. Blokkimaksimimenetelmén kohdalla ongelma olennaisesti kier-
rettiin tarkastelemalla vain n-blokkien maksimihavaintoja, missé taustaoletuk-
sena on ettd blokit ovat riittdvén suuria. Sen sijaan ylitemenetelméssé klus-
teroituminen voi aiheuttaa useita vierekkiisid valitun korkean tason ylityksii:
Tilastollisen mallinnuksen perusteluna olevat asymptoottiset tulokset kertovat,
ettd korkean kynnyksen ylittdvien havaintojen reunajakauma on yleistetty Pa-
reto, mutta eivit madrdd vierekkéisten ylitysten yhteisjakaumaa. Taméa tar-
koittaa, ettd (riippumattomuuteen perustuva) log-uskottavuus (2.11) ei péade
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tassd tapauksessa endéd edes approksimaationa. Yleistéd teoriaa, joka tarjoaisi
riippuvuuden huomioonottavan uskottavuusfunktion muodon, ei myoskéin ole
olemassa.

Kaytannossd ongelmaa ldhestytadn usein pyrkimaélld tunnistamaan erilliset ha-
vaintoklusterit, ja ottamalla mallinnukseen mukaan vain kunkin klusterin suu-
rin havainto, klusterimaksimi. Mikéli klusterit on tunnistettu oikein, pitéisi ndin
saatujen havaintojen olla (likimain) riippumattomia, jolloin tavanomaisia mal-
linnustekniikoita voidaan taas soveltaa. Menetelméé kutsutaan deklusteroinnik-
si.

Yksinkertaisimmallaan deklusterointi voi koostua havaintojen manuaalisesta tut-
kimisesta ja klusterimaksimien valinnasta, mutta myos automaattisia tekniikoi-
ta on kehitetty. Yksinkertainen tapa maéritelld klusteri on méaérittaa kynnystaso
u, ja pitdd vierekkéisid kynnyksen ylityksid samaan ryppédseen kuuluvina. Ta-
son u alitus lopettaa télloin klusterin, ja seuraavasta ylityksesta alkaa seuraava
klusteri. Yleensé on tarpeen sallia useampia alituksia ennen kuin klusterin katso-
taan katkenneen, jolloin ylitteiden katsotaan kuuluvan samaan klusteriin, kun-
nes r perakkéistd havaintoa putoaa kynnyksen u alle, misséd r € N on etukéteen
kiinnitetty luku. Lukuarvon r valinnalla voi olla suuri vaikutus: liian pieni r tar-
koittaa, ettd tuloksena saatavia vierekkaisid klustereita ei todennédkoisesti voi
pitdd riippumattomina, ja lilan suuri r puolestaan, etté riippumattomat kluste-
rit sulautetaankin yhteen.

Deklusterointi téssd yksinkertaisessa muodossaan on menetelméané yksinkertai-
nen, mutta luonteeltaan ad hoc. Menetelmén haittapuolia on erityisesti se, etté
tulokset voivat olla herkkié deklusterointisaénnon (esim. lukuarvon r) valinnalle.
Menetelmé myos jattda huomiotta mahdollisesti paljonkin dataa, kun vain kun-
kin klusterin maksimihavainto huomioidaan. Perustavanlaatuisemmin, deklus-
teroinnilla pyritddn poistamaan lyhyen kantaman riippuvuus ja filtteréiméain
havainnoista riippumattomia. Useissa sovelluksissa — esimerkiksi markkinaris-
kin kohdalla, ks. luku 4 — kuitenkin juuri tdmén riippuvuuden mallintaminen
on kiinnostavaa ja tarpeellista.

2.5 Epéistationaariset aikasarjat

Monissa ilmitissd on havaittavissa piirteitd jotka muuttuvat systemaattisesti
ajassa. Esimerkiksi sddilmicihin liittyvéat aikasarjat voivat ilmentéé kausivaihte-
lua eli sykleja eri vuodenaikoina vallitsevista erilaisista ilmasto-olosuhteista joh-
tuen, tai niissé voi olla havaittavissa trendi esimerkiksi ilmaston muutoksen tai
maankohoamisen seurauksena. Téllaisia prosesseja kutsutaan epéstationaarisiksi.

Epéstationaarisiin aikasarjoihin ei voida suoraan soveltaa iid-oletukseen perus-
tuvia perusmuotoisia déiriarvomalleja. Osioissa A.1 ja 2.4 nihtiin, etti stationaa-
risten prosessien kohdalla klassisen dériarvoteorian malleja voidaan — tietyin ra-
joituksin ja tiettyjen ehtojen voimassaollessa — pitkélti soveltaa stationaarisiin-
kin sarjoihin niiden ilmentédmé&sté riippuvuudesta huolimatta. Epéstationaaris-
ten prosessien kohdalla vastaavaa yleisté teoriaa ei ole olemassa, vaan kdytdnnos-
sé epéstationaarisuus taytyy huomioida tilannekohtaisesti asianmukaisella tilas-
tollisella mallinnuksella. Téalloin dariarvoteorian perusmallit — blokkimaksimi-
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menetelmén tai ylitemenetelmén mukaiset — otetaan mallinnuksen pohjaksi, ja
niitd laajennetaan ottamaan huomioon ilmididen epéstationaarisuus.

Epéstationaarisuus havaintoaikasarjoissa on luonnollisinta ottaa huomioon aset-
tamalla GEV- tai GP-jakauman parametrit riippumaan ajasta tai muista se-
littdvistd muuttujista (covariates). Blokkimaksimimenetelmén tapauksessa té-
mé tarkoittaa, ettd (vuosi)maksimien (X;) oletetaan noudattavan GEV-jakau-
maa

Xi ~ Hoy = H(&(t), p(t), o (1))

hetkelld ¢. Vastaavasti GP-jakaumaan perustuvien mallien kohdalla ylitemene-
telméssé taustaoletuksena on, ettd ylitteet noudattavat jakaumaa

(Xt —u(®)| Xy > u(t)) ~ Gory = G(&(1), B(1)),

missé u(t) on mahdollisesti ajasta riippuva kynnystaso. GP-jakauman kohdalla
epéstationaarisuutta on helpompaa — ja luonnollisempaa — késitelld pisteproses-
sien kontekstissa, kuten my6hemmin tullaan ndkemé&an.

Esimerkiksi lineaarinen trendi lokaatioparametrissa voidaan lisdtd GEV-malliin
asettamalla X; ~ H (&, u(t), o), missd

/L(t) = Ko —+ Kllt,

ja mallin parametrivektoriksi tulee (&, kg, k1, 0). Vastaavasti jos tarkasteltavas-
sa aikasarjassa on havaittavissa tason muutos (regime change), voidaan titéi
mallintaa asettamalla esimerkiksi

| ko, kun t <t,
u(t) = { k1, kun t>tg,

missé tg on muutospiste. Kausivaihtelu voidaan pyrkid kuvaamaan asettamalla
parametrit riippumaan kaudesta, esimerkiksi kuukaudesta vuoden siséllé (yleen-
sii paloittain vakioina tai paloittain lineaarisina), tai kdyttdmilld periodisia
funktioita syklin kuvaamiseen:

7 = Ko K1 S T Ko S1In T y

misséd T on syklin pituus. Ulkoiset muuttujat — kuten vaikkapa maastopaloihin
vaikuttavat kuivuusolosuhteet — voidaan lisédtéa malliin samaan tapaan:

p(t) = ko + 1 W (1),

missi selittdvin muuttujan W arvo hetkelld ¢ on W(t).

Vastaavia malleja voidaan soveltaa myos skaalaparametriin o (tai 8) muistaen
kuitenkin pitédé huolta skaalaparametrin positiivisuudesta, esimerkiksi mallinta-
malla log-muunnoksen In o kiyttiytymistid. Sen sijaan muotoparametria £ (tai
vastaavaa hintdindeksia o = 1/¢ stabiileilla jakaumilla) on pahamaineisen vai-
keaa estimoida datasta tarkasti [2]; £:n mallintaminen sileiné (smooth) funktio-
na ajan suhteen onkin yleensé epérealistinen tavoite. Kausivaihtelua kuvaavassa
mallissa saattaa syntyéd tarve madrittdd £ paloittain vakioksi, vastaten ilmién
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eri kausina ilmentéaméé erilaista luonnetta. Useimmissa sovelluksissa muuttuval-
le muotoparametrille ei kuitenkaan 16ydy perusteita, ja se pidetddnkin yleensa
vakiona.

Kaikki edelld esitetyt esimerkit voidaan kirjoittaa yleisessé muodossa

£(t) he (Xgi'%)
e(t) = l"’(t) = hu (XM K’u) ;
o(t) ho(X ) Kq)

missé Ky on jakaumaparametrin 6 mallia vastaava parametrien vektori, Xy vas-
taava mallivektori (design vector), ja hg = 1, ! sopiva funktio; funktiota n kut-
sutaan yleensd linkkifunktioksi, jolloin h on kiinteinen linkkifunktio (inverse
link function). Asetelma on tuttu yleistettyjen lineaaristen mallien (GLM) yh-
teydestd. GLM:id koskeva teoria tai niitd varten kehitetyt tilastolliset tyokalut
eivit kuitenkaan suoraan sovi dédriarvo-ongelmiin, mm. koska yleistetyt lineaari-
set mallit rajoittuvat jakaumiin, jotka kuuluvat eksponenttijakaumaperheeseen
(exponential family of distributions). Adriarvojakaumat eiviit yleisesti kuulu
edelld mainittuun.

Esimerkiksi ylla lineaarisen trendin tapauksessa

ult) = h(X"k) = (Lt)( o )

R1

identiteettilinkilld n(z) = 1 = h(z), ja muutospistemallissa kahdella muutospis-

teelld
R0
N(t) = h(XT“) = (]l{t<to}7 1{t0§t<t1}7 ]l{t>t1}) R1

R2

niin ik&d&n identiteettilinkilla. Kuten ylla mainittiin, skaalaparametrin o kohdal-
la kiytetéiin usein logaritmisté linkkifunktiota eli log-linkki& 7(z) = Inx, jolloin
h on eksponenttifunktio, h(z) = n~1(x) = exp(z).

2.5.1 Suurimman uskottavuuden menetelmé epéstationaarisille
prosesseille

Yksi suurimman uskottavuuden menetelmén vahvuuksista on sen helppo muo-
kattavuus monimutkaisillekin mallirakenteille. Tarkastellaan epéstationaarista
GEV-mallia jonolle (X;)7;:

Xi~ H(O(1)),
missi 0(t) = (£(¢), u(t), o (t)), ja merkitddn havaittua otosta X =« = (x4, ...,
Zy ). Uskottavuusfunktio on nyt

n

L(K'; "B) = H h(xt; é(t)v ll’(t)v U(t))a

t=1
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missé kK = (K¢, Ky, Ko ). Log-uskottavuusfunktioksi auki kirjoitettuna tulee

l(k;z) = - Z { Ino(t) + (1 + §(lt)) In <1+g(t)‘”;(;‘)(t)>

t=1

(2.17)
—1/&(t)
+ <1 + g(t)xtu(t)) } ,

o(t)

kun 1+ &(t)(zr — pu(t))/o(t) > 0, kaikilla t € T = 1,...,n. Mikali £(t) = 0
joillakin indekseilld t € Iy, Iy C I, niin nditd vastaavat termit yo. summassa
tulee korvata log-uskottavuusfunktion Gumbel-muodolla,

n

(k) = — ; {lna(t) + “a(g(t) + exp (W) } . (2.18)

Ts. jos &(tg) = 0, niin aikaindeksié ¢y vastaavan termin kontribuutio log-uskotta-
vuuteen on

x4, — p(to)

l(K;my,) = — {lna-(to) + T olt) + exp (—xtoa__(tl:;to)) } .

Y114 esitetyissd lausekkeissa tulee €(t), p(t) ja o (t) korvata niille kdytetyilld mal-
leilla, esim. p(t) = /{2 + /iit, jolloin saadaan parametrisaatio malliparametrien
K suhteen.

2.5.2 Mallin valinta

Adriarvomallien parametrien mallintaminen ajan ja selittivien muuttujien funk-
tiona johtaa suureen méirdén potentiaalisia mallirakenteita. Talloin kysymyk-
seksi nousee, miten valita ehdokasmalleista paras? Ilmididen fysikaalinen luon-
ne, sovellusaluekohtainen taustateoria ja néihin perustuvat jarkevyystarkastelut
usein ohjaavat valintaa ja rajoittavat potentiaalisten mallien luokkaa, mutta
tamankin jédlkeen on yleensé tarjolla lukuisa méa&ra mahdollisia mallirakenteita.
Perusperiaatteena kaikessa tilastollisessa mallinnuksessa on pyrkimys parsimo-
niaan eli kuvaamaan dataa yksinkertaisimmalla mahdollisella mallilla, joka se-
littdd datan siséltémisti vaihtelusta niin paljon kuin mahdollista (principle of
parsimony). Talloin malleja vertailtaessa tarkastellaan, kasvattaako ylimarai-
sen parametrin lisidminen malliin mallin selitysvoimaa ”riittdviisti” (tilastolli-
sesti merkitseviisti), jotta mallin monimutkaistaminen olisi perusteltua.

Kun mallien estimoinnissa kéiytetdédn suurimman uskottavuuden menetelmé&,
voidaan sisikkéisid mallirakenteita verrata helposti toisiinsa uskottavuusosa-
méaritestin avulla. Merkitdén verrattavia malleja Mg ja My, missd My C My,
eli malli Mg on yleisemmén mallin erikoistapaus. Téall6in mallinvalinta voidaan
perustaa testisuureeseen (devianssiin)

D=2 (ll(Ml) - ZO(MO)) )

missi I (M) ja lo(My) ovat malleja vastaavat maksimoidut log-uskottavuudet.
Suuret testisuureen D arvot viittaavat siihen, ettd malli My selittdd merkitta-
vésti enemmén datan sisdltdméstd vaihtelusta, kun taas pienet arvot viittaa-
vat siihen, ettd mallin koon kasvattaminen ei paranna mallin selityskyky& mer-
kittaviasti. Téasmallisemmin, malli M hylatain merkittdvyystasolla a, jos D >
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Ca, Missé kriittinen taso ¢, on X%—jakauman (1 — a)-kvantiili, kun mallien M;
ja My dimensioiden ero on k; ks. tarkemmin liite C.

Jos mallit eivit ole sisdkkaisid, ei niitéd voi suoraan verrata keskendin uskotta-
vuusosamédritestiin perustuen samaan tapaan kuin ylla. Ei-sisikkéiisten mal-
lien vertailuun on ehdotettu useita tunnuslukuja, ns. informaatiokriteereité, joi-
den perusajatuksena on ottaa ldhtokohdaksi mallilla saavutettava maksimaali-
nen log-uskottavuus, ja vdhentdd tdstd malliparametrien méaraan verrannolli-
nen sakko. Pyrkimyksené on siis saattaa eri mallirakenteet vertailukelpoisiksi
huomioimalla niiden parametrien lukuméérd; ks. tarkemmin liite C. Yleisesti
kiytettyjd informaatiokriteereji ovat mm. Akaiken informaatiokriteeri (AIC) ja
Bayesilainen informaatiokriteeri (BIC).

2.5.3 Toistumisperiodi ja toistumistaso

Epéstationaaristen mallien tapauksessa toistumistason méérittely ei ole yk-
sikésitteista, silla prosessin taustalla oleva todennakoisyysjakauma muuttuu ajan
suhteen. Talloin ei voida puhua ”t-vuoden tapahtumasta” tai kerran ¢:ssd vuo-
dessa ylitettaviasta tasosta — kuten iid- tai stationaarisen tapauksen yhteydesséa
— tdsmentamatta, mitd talla tarkoitetaan.

Epéstationaarisessa tapauksessa toistumistason tdsmaéllinen laskutapa riippuu
kéytetyn mallin muodosta. Esimerkiksi n-havainnon tapauksessa m:n n-blokin
toistumistaso x,, voidaan mééritelld yhtalosta

1
— =P(max(Xy,...,Xn) > xp) =1 —P(max(Xy,..., X,) < xp)
m

Jos havainnot (X,,) oletetaan riippumattomiksi ehdolla 6, saadaan edelleen

n

1
m =1- HFH(t)(mm)7

t=1

missé Fg;) = Hg(y) tai Fp) = Go(y)- Toistumistason estimaatti saadaan rat-
kaisemalla yht&lostéd z,, estimoiduilla parametrien arvoilla 8 = 0.

Esimerkiksi mallissa, jossa on vuoden mittainen sykli ja n havaintoa vuodes-
sa, ylld oleva vastaa suoraan m-vuoden toistumistasoa. Jos havainnot 1,...,n
sen sijaan ovat vuosittaisia, vastaa toistumistaso x,, m:n n:n vuoden blokin eli
mmn-vuoden toistumistasoa. Siten ”keskim&édrdinen” tai efektiivinen m-vuoden
toistumistaso saadaan jakamalla vuosien lukuméardlla eli n:1ld. Kun mallis-
sa on esimerkiksi trendi, tdytyy lisdksi maédritelld, mitd n-vuoden mittaista
ajanjaksoa tarkoitetaan, silld tulos riippuu tarkasteltavasta ajanjaksosta (to-
dennékoisyyksien tulo vaikkapa vileillat =1,...,njat=2,...,n+1 on erilai-
nen). Toistumistaso ja toistumisperiodi -terminologia onkin kiyttékelpoisinta,
kun havainnot ovat samoin jakautuneita (eli iid tai stationaarisia). Epdstationaa-
risessa tapauksessa néiden késitteiden kéytto puolestaan ei aina ole kovin luon-
nollista.'4

14Ks. kohta 2.6.3.3 konkreettista esimerkkid varten, jossa toistumistason sijaan tarkastellaan
odotusarvoisesti kerran seuraavassa m vuodessa sattuvaa tapahtumaa.
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2.5.4 Mallidiagnostiikkaa

Epéstationaarisissa malleissa kutakin otoksen havaintoa voi vastata erilainen to-
denn#koisyysjakauma. Mallin hyvyyden arvioimiseksi todenn#koisyys- ja kvan-
tiilikuvaajien avulla tdytyy havainnot ensin saattaa noudattamaan samaa ja-
kaumaa standardisoimalla data.

Estimoidun epéstationaarisen GEV-mallin,

X~ HB(t) = H(&(t)v /J’(t)v U(t))a

kohdalla esimerkiksi residuaalit

X, — p(t) ) —1/€(t)
o(t)

noudattavat standardia eksponenttijakaumaa, P(X; < x) = 1 —exp(—x), v € R,

ja residuaalit
o(t)

g1 = X; = (1 + &(t)

_1
=KX= gl (1+£(t)

standardia Gumbel-jakaumaa, P(X; < z) = exp(—e~®), x € R. Todenniksisyys-
kuvaaja on invariantti referenssijakauman valinnan suhteen, mutta kvantiiliku-
vaaja ei. Tavanomainen valinta referenssijakaumaksi on kuitenkin Gumbel, joh-
tuen mm. sen luonnollisesta asemasta GEV-jakaumaperheessé.

Oletetaan ettd havaintojen muunnos tehdddan Gumbel-jakaumaan, ja merkitdan
havaittua otosta X = & = (z1,...,,), jolloin havaitut residuaalit ovat Zi,
t =1,...,n, ja ndiden jérjestetty otos Z(y),...,T(n). Todenndkoisyyskuvaaja
muodostuu talloin pisteista

1 7‘/2,1', P p—
{<n+1,exp(e U)) .zl,...,n},

ja kvantiilikuvaaja vastaavasti pisteisté

{<ln<ln L >,i(i)) :i—l,...,n}.
n+1

Epistationaarisen GP-mallin,

(Xe —u(t)| Xe > u(t)) ~ Gowy = G(£(2), B(1)),

kohdalla menetelldin samaan tapaan. Olkoon havaittu N = k mahdollisesti
ajasta riippuvan tason u(t) ylitysta Y; = Xy, —u(t;). Merkitdén ndiden havaittu-
jaarvojay; = xy, —u(t;), j = 1,..., k, missd t; on jinnen ylityksen sattumisaika
vastaten alkuperéiisen prosessin havaittua arvoa X;, = xy,. Koska eksponentti-
jakauma on yleistetyn Pareto-jauman erikoistapaus kun & = 0, GP-jakauman
kohdalla on luonnollista muuntaa havainnot tdhén, eli kiayttdd standardia eks-
ponenttijakaumaa referenssijakaumana. T#ll6in residuaalit ovat

Yy = £(1tJ) . (1 +£(tj)ffz(jij)>
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Merkitddn néiden jirjestettyd otosta #(1),...,¥x). Todennidkdisyyskuvaaja on

nyt
1 _ .
{(M,lexp(y(i))>:z1,...,k},

ja kvantiilikuvaaja

(R P R

2.5.5 Merenpinnan korkeuden mallintaminen epéistatio-
naarisella GEV-mallilla

Osiossa 2.2.4 todettiin, ettd merenpinnan korkeuden vuosimaksimien aikasarjas-
sa (kuva 2.5) on havaittavissa mahdollinen kasvava trendi. Tarkastellaan tata
tarkemmin.

Aloitetaan yksinkertaisella lineaarisella regressiolla sovittamalla suora vuosi-
maksimien aikasarjaan standardilla pienimmén nelidsumman (PNS) menetel-
miélld. Kuvaan 2.35 on piirretty havaintoihin sovitettu suora. Regressiosuoran
y = kx + b kulmakertoimen estimaatiksi saadaan k = 0.27 (cm), 95 %:m luot-
tamusviilin ollessa [0.15, 0.39]. Erityisesti luottamusvili ei sisélld nollaa, eli nol-
lahypoteesi Hy : k = 0 ettd datassa ei ole trendié voidaan hyldtd 95 %:n luot-
tamustasolla. Itse asiassa data siséltdd varsin vahvaa evidenssid trendin ole-
massaolosta, ja nollahypoteesi voidaan hyldta korkeammillakin luottamustasoil-
la.

Toisaalta vuosimaksimien aikasarjaa tarkasteltaessa voidaan havaita mahdolli-
nen muutos 1960-luvun loppupuolen tienoilla. Tétd ennen datassa ei ole havait-
tavissa vakuuttavaa todistusaineistoa minké#nlaisesta systemaattista trendista.
Vaihtoehtoisesti voitaisiin siis sovittaa dataan esimerkiksi malli, jossa trendi
muuttuu jonakin vuosista 1965-1970. Todellakin, kun dataa edelleen tutkii line-
aarisen regression keinoin sovittamalla suora toisaalta aineistoon vuosilta 1904—
1969 ja toisaalta 1970-2011, havaitaan ettd ensimméisessd tapauksessa suoran
kulmakertoimeksi tulee lihes nolla (ei trendidi), kun taas toisessa tapauksessa
kulmakerroin on selvésti positiivinen. My0s jéalkimméisessé tapauksessa tosin
95 %:n luottamusvéli regressiosuoran kulmakertoimelle siséltdd arvon nolla, eli
trendi ei téssd tarkastelussa ole tilastollisesti merkitsevél tavanomaisella 5 %:n
merkittavyystasolla — luottamusvileja laajentamalla tai vastaavasti merkitse-
vyystasoa hieman kasvattamalla pditelmé kaintyisi kuitenkin péinvastaiseksi.
Erityisen vahvaa tilastollista evidenssié trendista ndyttéd kuitenkin olevan vain
pitkéa aikavilia tarkastellessa.

Nayttaa siis silta, ettd vedenkorkeuden vuosittaiset maksimiarvot olisivat kes-
kimadrin kasvaneet pitkdn, 108 vuotta kattavan tarkasteluajanjakson aikana.
Sovitetaan tdmén perusteella vuosimaksimidataan trendin sisdltdvid GEV-malli
olettamalla, ettd vuosimaksimit X; vuonna ¢ noudattavat GEV-jakaumaa

X:~H(E p(t),o), t=1,...,n,

missé
p(t) = ko + K1t,
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Vedenkorkeuden vuosittaiset maksimit 1904 — 2011
160 \ ‘ ‘ ‘
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Kuva 2.35: Vedenkorkeuden vuosittaiset maksimit ja ndihin sovitettu regressiosuora.

jat valitaan vastaamaan havaintoaikasarjan ensimmaéistd vuotta 1904. Paramet-
rien SU-estimaateiksi saadaan

6 = (£, 70, 711, 5) = (—0.195,68.5,0.24,17.2)

ja 95 %:n approksimatiivisiksi luottamusvéileiksi

(6
901—< S
s

Verrattuna stationaarisen GEV-sovitteen antamiin estimaatteihin (ks. tauluk-
ko 2.3), nihd&én, ettéd trendin lokaatioparametrin suhteen sisiltéivi malli antaa
vahvempaa evidenssid muotoparametrin £ negatiivisuudesta. Skaalaparametrin
o estimaatti — ja sen luottamusvilit — sen sijaan ovat hyvin samanlaisia molem-
missa malleissa. Parametriestimaatin &7 arvo 0.24 voidaan tulkita siten, etti
sovitetun mallin mukaan vuosittaisten vedenkorkeusmaksimien korkeus on kas-
vanut havaintojaksolla keskim&édrin 0.24 cm vuodessa, eli 24 cm 100 vuodessa
(vrt. yksinkertaisen lineaarisen regression estimaattiin 0.27 cm / vuosi). Kuvaan
2.36 on piirretty estimoitu suora fi(t) ajan funktiona; timé on hyvin samankal-
tainen kuin kuvan 2.35 regressiosuora.

x>

L o6L\ [ -0322 615 0.12 1438
vosU )=\ —0.068 75.6 0.35 20.0 )

o

x>

Tarkastellaan sovitetun mallin hyvyyttd todennékoisyys- ja kvantiilikuvaajien
perusteella. Namé on esitetty kuvissa 2.37 ja 2.38 . Kuvaajien perusteella ei ole
syyta epéilld mallin sopivuutta havaintoihin. Sivuhuomautuksena kvantiiliku-
vaajasta ndhdédn, ettd tarkasteltavan mallin mukaan suurin vedenkorkeusha-
vainto 151 cm ei ole mitenk&dn ”poikkeuksellinen”.
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Kuva 2.36: Vedenkorkeuden vuosittaiset maksimit ja p(¢):n estimaatti.
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Kuva 2.37: Todennikdisyyskuvaaja trendin siséltéville GEV-mallille.
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Residual Quantile Plot (Gumbel-skaala)
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Kuva 2.38: Kvantiilikuvaaja trendin siséltiville GEV-mallille.

Trendin siséltdvad mallia (merkitddn tédtd M;) voidaan verrata stationaariseen
malliin (M) suoraan uskottavuusosamidiritestin avulla, silld malli M sisdltdad
mallin M erikoistapauksenaan, kun k; = 0. Vertailua varten muistetaan, etta
mallin M maksimoiduksi log-uskottavuudeksi saatiin lj = —473.4, kun mallille
M, vastaava log-uskottavuus on I3 = —466.0. Uskottavuusosamééritestin (ks.
liite C) testisuureeksi saadaan

D =2 (l3(M1) —lo(Mop)) = 2(—466.0 — (—473.3)) = 14.8,

kun kriittinen arvo c, eli x3-jakauman (1 — «)-kvantiili merkitsevyystasolla o =
0.05 on ¢g g5 = 3.84. Siis D > ¢ g5, eli malli M selittdi dataa tilastollisesti mer-
kitsevisti paremmin 95 %:n luottamustasolla. Itse asiassa cg.go1 = 10.83 < D,
eli malli My hyldtdin mallin M; eduksi myés 99.9 % luottamustasolla. Ha-
vaintoaineiston sisiltdmé evidenssi trendin puolesta (tai tdsméllisemmin, jon-
kin datan ajassa muuttuvan ominaisuuden, jota lineaarinen trendi selittdé) on
siis erittdin vahvaa.

Mallin aikariippuvuus tarkoittaa, ettd vedenkorkeuden todennikoisyysjakauma
muuttuu ajassa. Téaten kaikki ilmicon liittyvat todennékoisyydet, kuten ylitys-
todennikoisyydet ja toistumistasot, riippuvat tarkasteluhetkestéd tai tarkaste-
luaikavilistd. Kuvaan 2.39 on piirretty mallin implikoima kertyméfunktio eri
ajanhetkille, sekd havainnoista mééritetty empiirinen kertyméfunktio. Empiiri-
nen kertymaéfunktio rakentuu eri vuosien havaintojen perusteella, ja kukin néisté
havainnoista noudattaa mallin mukaan omaa jakaumaansa: siten empiirinen ker-
tyméfunktio edustaa todennékoisyysjakaumien sekoitusta, eikd tédsmélleen vas-
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taa mitddn yksittédisind ajanhetkind (vuosina) vallitsevista jakaumista (demo-
grafisin termein voidaan ajatella kohorttia vs. periodikohtaista jakaumaa).

1
091
0.8
07} /
‘/
/
0.6 ,
/ —
- , , Empiirinen
X . m
T 0.5 —-—-1904
- — —1920
0.4 1940 T
0.3 1960 |
’ —-—-1980
0.2 — — — 2000 i
2020
0.1 2040 i
2011

60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
X

Kuva 2.39: Vedenkorkeuden todennikoisyysjakauma ajan funktiona trendin
siséltdvin GEV-mallin mukaan.

Taulukossa 2.9 on esitetty suurimman toistaiseksi mitatun merenpinnan tason
zp = 151 cm ylittdmisen (vuosittaisia) todennikoisyyksid p; muutamille vuo-
sille ¢, seké vertailuna osiossa 2.2.4 stationaarisella GEV-mallilla saatu (ajasta
riippumaton) todenn#koisyys, p(Mp).

Taulukko 2.9: Suurimman havaitun vedenkorkeustason ylitystodennikéisyyksié p joil-
lekin vuosille trendin sisdltiavissd GEV-mallissa.

Zp p(MO) P1904 P1960 P2011 P2020
151 (em) | 0.0063 | 1.3-107° | 4.4-107* | 0.0052 | 0.0073

2.6 Pisteprosessit

Kappaleessa 1.4 nahtiin, ettéd pisteprosessimalli korkean tason ylitteille tarjoaa
ddriarvoanalyysille yhtendisen viitekehyksen: iid datalle formuloitu POT-malli
yhdistdd yhteen malliin sekd GEV-jakaumaan perustuvan mallin blokkimaksi-
meille ettd GP-jakaumaan perustuvan mallin ylitteiden suuruuksille.

Osiossa 1.4.2 késitellyn POT-mallin taustalla oleva (homogeeninen) Poisson-
prosessi ylityksien sattumiselle saadaan asymptoottisena rajatuloksena kun tar-
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kastellaan iid datan ylitteitd, tai myoOs stationaarisen sarjan tapauksessa kun
tarkastellaan klusterimaksimeita; ks. [4], [10]. Tdm& motivoi tuttuun tapaan
kayttaméidn tulosta approksimaationa korkealle mutta #érelliselle kynnystasolle
u, perustellen mallin sovittamisen dataan.

POT-mallia voidaan ajatella useasta lahtokohdasta késin: Yksi tapa on ajatel-
la korkean tason wu ylityksien tapahtuvan homogeenisen Poisson-prosessin mu-
kaisesti intensiteetilld A, ja ylitteiden suuruuksien olevan yleistettyd Pareto-
jakaumaa noudattavia, ylitysajoista riippumattomia iid satunnaismuuttujia. Té-
td kutsutaan joskus Poisson-GP—malliksi. Toinen tapa on késitelld ylitteitéd pis-
teind kaksiulotteisessa avaruudessa ja mallintaa niitd suoraan 2-ulotteisella epé-
homogeeniselld Poisson-prosessilla.

Poisson-GP —ldhestymistapa mahdollistaa Poisson- ja GP-komponenttien esti-
moimisen datasta erikseen (”ortogonaalinen” ldhestymistapa). Tamé saattaa
joskus olla estimoinnin kannalta mukavaa. Pisteprosessilahestymistapa vaatii
kaksiulotteisen epdhomogeenisen Poisson-prosessin sovittamista dataan. lid da-
tan tapauksessa molemmat tuottavat teoriassa saman lopputuloksen. Pistepro-
sessildhestymistavan ehdottomana etuna on kuitenkin sen joustavuus ja helppo
yleistdminen sisdltdméén aikariippuvan intensiteetin ja ulkoisia selittdvid muut-
tujia. Ortogonaalisessa ldhestymistavassa tdmé ei yleensd onnistu luonnollisel-
la tavalla, ja on usein hankalaa. Poisson-pisteprosessissa parametreilla &, u, o
ei ole teoreettista riippuvuutta valitusta kynnystasosta u, kun GP-jakauman
skaalaparametri 8 puolestaan on suoraan wu:n funktio ja siten muuttuu tason
mukana.

Perus-POT-mallin Poisson-pisteprosessi on homogeeninen ajan suhteen, mutta
epahomogeeninen ylitteiden suuruuden (vertikaalisen dimension) suhteen, kos-
ka korkeammat ylitteet ovat epiitodennikoisempid. Kun POT-mallin (intensi-
teetin) parametrit asetetaan riippumaan ajasta tai selittdvistd muuttujista, saa-
daan tarkasteltavan prosessin epéstationaarisuus luonnollisella tavalla huomioi-
tua. Téllaiset pisteprosessit ovat epdhomogeenisid myos ajan suhteen.

2.6.1 Suurimman uskottavuuden menetelmi pisteproses-
seille

Tarkastellaan tason u ylitteiti {(Tj, X;) :j = 1,..., N, } jonosta (X1, ..., X,),
missé IV, on ylityksien lukumééré, T; on j:nnen ylityksen sattumisaika ja Xj
vastaavasti ylitteen suuruus. Olkoon ylitteiden havaittu mé#ra otoksessa N, =
k, havaitut ylitysajat t1,...,¢, ja ylitteiden suuruudet & = (Z4, ..., Tx).

POT-malli. Log-uskottavuus POT-mallin Poisson-pisteprosessin tapauksessa
voidaan kirjoittaa

k
L(0; %) = exp{—A ((0,n] x (u,00))} H AZ;)
k
=exp {—n7(u)} H)\(:Ei),

i=1
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misséd 0 = (£, u, 0); notaation osalta ks. osio 1.4.2. Log-uskottavuus on vastaa-
vasti

k k
1(0; %) = —n7(u) + Zln AN&;) =nlnHe 5 ) (u) + Zln AZ;)
=t =t (2.19)

“1/e & - —1/e-1
_ 1 L
:—n(l—i—gw) —|—E ln{g<1+€$zaﬂ) },
i=1

kun 1+ &(Z; — p)/o > 0 kaikilla ¢ = 1,...,k (ja luonnollisesti myos 1 + &£(u —
w)/o > 0,0 > 0). Uskottavuusfunktion perusteluja varten ks. [14, luvut 7.1-7.3].
Parametrit saadaan estimoitua maksimoimalla (log-)uskottavuusfunktio numee-
risesti.

Aikadimension suhteen epihomogeeniset mallit. Tarkastellaan mallia,
jossa Poisson-pisteprosessin intensiteetti A(¢,x) riippuu seké t:stid ettd x:sti.
Edellisti kohtaa mukaillen uskottavuusfunktio on nyt

k
L(k;&) = exp{—A ((0,n] x (u,00))} H Aty &)

~exp {—/0 /:O A(t,y) dy dt} E[A(ti,fci),

missé parametrivektoriin x on keriitty intensiteetin parametreille 6(t) = (£(¢),
p(t), o(t)) kiytettyjen mallien parametrit (ks. osio 2.5). Log-uskottavuus on

n oo k
)= [ [ "Mt dydes YA m)
0 Ju i=1

S /On (1 + g(t)“;(’:)(t)) T (2.20)

K ) B, — e\~
*;m{a@») (1+em™ o) }

3

kun 1+ €(t)(F — p(t))/o(t) > 0 kaikilla (t,2) = (t1, %), i = 1,..., k.

2.6.2 Mallidiagnostiikkaa
2.6.2.1 Ylitteiden suuruudet

Todennédkdisyys- ja kvantiilikuvaajien muodostamiseksi pisteprosessimallille mu-
istetaan ensinnékin osiosta 1.4.3, etté ylitteet noudattavat GP-jakaumaa:

Fu (@) = P(X, > u(t) + 2| X, > u(t))

-1/
(t) + &) (u(t) - u(ﬂ))

= Few),p(t) (@),

(1 + &)= °
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missé B(t) = o (t)+£&(¢)(u(t)— p(t)). Nyt voidaan suoraan hyddyntis epéstatio-
naarista GP-jakaumaa koskevia tuloksia osiosta 2.5.4. Muunnetaan ylitteet Y; =
X, —u(T)) = X; — u(T}) seuraavasti:

1 Y;

Y—ln<1+£(T—) J >
TE(Ty) o (1)) + E(T)) (u(Ty) — u(T}))

Niamé noudattavat nyt standardia eksponenttijakaumaa. Olkoon havaittu ylit-

teet y = (y1,...,yx) ajanhetkilld ¢1,...,¢,, ja merkitiin néitd vastaavien resi-

duaalien y = (91, ...,¥r) jérjestettyd otosta g1y, ..., Yr) Kuten osiossa 2.5.4,

todennikoisyyskuvaaja on talléin

1 _ ,
{(M,l—exp(—y(i))> :z:l,...,k}7

ja kvantiilikuvaaja

(R P R

2.6.2.2 Ylitteiden sattumisajat

Edellisen osion tarkastelu koski ylitteiden ehdollista suuruusjakaumaa (ylite-
jakaumaa) tarkasteltuna erikseen ylitteiden sattumisprosessista, eli ilman ai-
kaulottuvuutta. Tarkastellaan seuraavaksi ylitteiden sattumisaikoja, ja perus-
Poisson-pisteprosessimallin taustalla olevaa oletusta ylitteiden lukuméérien Po-
isson-jakautuneisuudesta. Seuraava perustuu ldhteeseen [15]; ks. myds [14, lu-
ku 7.4].

Oletetaan, ettd kynnystason u ylityksien sattumisajat {¢;} on generoinut (yk-
siulotteinen) prosessi N intensiteetilld A(¢,u) = A, (t), ja tarkastellaan integraa-
lia

Ault) = /O has) ds,

Tamé on kasvava, koska A(t) on ei-negatiivinen. Miéritelliéin stokastinen ai-
kamuunnos ¢ — 7, missd T = A, (t); joukko {¢; : i = 1,...,n} kuvautuu nyt
joukoksi {7; : i = 1,...,n}. Tiedetiiin, ettd muunnettu prosessi N(t) := N(7) =
N(A;1(t)) on Poisson-prosessi vakiointensiteetilld 1 (ks. liite D). Toisin sanoen,
muunnetut sattumisajat {r; = A,(¢;)} ovat realisaatio Poisson-prosessista in-
tensiteetilld 1, jos (ja vain jos) alkuperiiset ajat {t;} ovat realisaatio prosessista
intensiteetilld A, (t). Jos siis havaitun datan perusteella estimoitu ylitysintensi-
teetti A, (t) vastaa hyvin todellista sattumisintensiteettis A, (¢), tulisi muunnos-
ten (7;) kiiyttidytyd kuin homogeeninen Poisson-prosessi.

Kenties vield havainnollisempaa on tarkastella odotusaikoja: Poisson-jakauman
perusominaisuuksien perusteella tiedetdén, ettd mikéli sattumisajat noudatta-
vat Poisson-prosessia, ovat perdkkiisten tapahtumien véliset ajat (inter-arrival
times) eli odotusajat eksponenttijakautuneita satunnaismuuttujia. Tarkastel-
laan muunnettuja odotusaikoja

tr
YkZTk—Tk,1:Au(tk)—Au(tkfl):/ )\u(s) dS, kzl,...,n.

te—1
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Mikéli (7) ovat Poisson-jakautuneita, ovat (Yy) iid eksponenttijakautuneita sa-
tunnaismuuttujia parametrilla 1. Edelleen suureet

Uk =1- exp(fYk) (221)

ovat télloin riippumattomia ja tasajakautuneita vélille [0,1). Kolmogorov-Smir-
nov-testis voidaan nyt kiyttii testaamaan otoksen (Uy) tasajakautuneisuutta
vertaamalla otoksen empiiristd kertyméfunktiota referenssijakauman eli 7°(0, 1)-
tasajakauman kertyméfunktiota vasten.

Odotusaikojen riippumattomuutta voidaan testata myos piirtdmélla muunne-
tut odotusajat Uy vierekkiisid odotusaikoja Uy vasten. Mikéli (vierekkéiiset)
odotusajat ovat riippumattomia, tulisi pisteiden {(Ug, Ux+1) : k = 1,...,n} olla
tasan jakautuneita alueessa [0, 1) x [0, 1), eli piirretyjen pisteiden tulisi jakaantua
taysin satunnaisesti yksikkonelioon.

2.6.3 Merenpinnan korkeuden mallintaminen pisteproses-
seja kayttien

Kuten aiemmin on mainittu, pisteprosessilahestymistapa tarjoaa GEV- tai GPD-
malleja luonnollisemman tavan yleistdd mallien parametrit ajasta tai muista
muuttujista riippuviksi ja tarkastella regressiomallien upottamista tilastolliseen
ddriarvoanalyysiin.

Keskitytdan tutkimaan erilaisia mallirakenteita vedenkorkeuden d#ritasoille ja
tarkastelemaan niiden (keskinistd) hyvyytta.

Aloitetaan tarkastelemalla perusmuotoista POT-mallia, joka perustuu iid-ole-
tukseen ja jossa (korkean tason u) ylityksien sattuminen noudattaa siis homogee-
nista Poisson-prosessia, ja ylitteet (¢, z)-tasossa kaksiulotteista, ajan suhteen ho-
mogeenista Poisson-pisteprosessia. Poisson-pisteprosessin intensiteetti pisteessé

(t,xz) on
v —1/6-1
A(t,x)zA(x)zi(l—i—f “) .

a

Otetaan kynnystasoiksi osiossa 2.3.5 saadut © = 96 cm ja v = 108 cm ja tarkas-
tellaan néiden tasojen ylitteita piivitason datassa. Maksimoimalla POT-mallin
log-uskottavuusfunktio (2.19) parametrien SU-estimaateiksi tason u = 96 ta-
pauksessa saadaan

0 = (¢, i,6) = (—0.176,94.1,14.9),

ja maksimoiduksi log-uskottavuudeksi tulee -440.2. Tasolle u = 108 vastaavas-
ti
0 = (£, f1,6) = (~0.208,93.1,16.3),

ja log-uskottavuus on -210.1 (log-uskottavuuksia ei tietenkdén voi verrata kes-
kenéin estimoinnissa kéytetyn datan erilaisuudesta johtuen).

Huomataan, ettd muotoparametrien £ estimaattien arvot ovat tdsmélleen samat
kuin osiossa 2.3.5 saadut ylitemenetelméan vastaavat, kuten teorian perusteella
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odotettiinkin. Lisdksi GP-jakauman skaalaparametrin ja POT-mallin paramet-
rien vililld on yhteys f = o + {(u — p); tAmé antaa S:n arvoiksi 14.60 ja 13.16,
kuten pitadkin.

Kuvissa 2.40 ja 2.41 on todennékoisyys- ja kvantiilikuvaaja tason u = 96 ylit-
teisiin sovitetulle mallille, ja kuvissa 2.42 ja 2.43 vastaavat korkeamman tason
u = 108 ylitteisiin perustuvalle mallille. Kuvaajien perusteella malli nayttaa
sopivan havaintoihin kohtuullisen hyvin.
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Kuva 2.40: Todennikoisyyskuvaaja POT-mallille (u = 96).
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Kuva 2.41: Kvantiilikuvaaja POT-mallille (u = 96).

Ylitemenetelmén yhteydestéd osiosta 2.3.5 muistetaan kuitenkin, etteivit kor-
kean tason ylittdvien vedenkorkeushavaintojen sattumisajat ndyttéineet noudat-
tavan homogeenista Poisson-prosessia, mikéd on implisiittisesti GP-jakaumaan
perustuvan ylitemenetelmén ja eksplisiittisesti perus-Pot-mallin oletuksena. T#-
ma sotii ylityksien iid-oletusta vastaan.
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Kuva 2.42: Todenn#kéisyyskuvaaja POT-mallille (u = 108).
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Kuva 2.43: Kvantiilikuvaaja POT-mallille (u = 108).
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Poisson-jakauman perusominaisuuksien perusteella tiedetédén, ettd mikali yli-
tykset ovat Poisson-jakautuneita, ovat perdakkaisten ylitysaikojen vilit eli odo-
tusajat eksponenttijakautuneita satunnaismuuttujia. Poisson-oletuksen testaa-
minen voidaan perustaa tdhdn edelld alaosiossa 2.6.2.2 kuvatulla tavalla. Ku-
viin 2.44 ja 2.45 on piirretty muunnettuun odotusaikaan perustuvan suureen
U} empiirinen jakauma. Mikéli Poisson-oletus pétee, tulisi muunnettujen inter-
vallien Uy, olla tasajakautuneita vilille [0, 1), eli kuvaajan pisteiden tulisi osua
lahelle yksikkodiagonaalia (punaiset katkoviivat kuvissa osoittavat 95 %:n luot-
tamusvilit). Ndhddén, ettéd tason u = 96 kohdalla oletus voidaan hylédté. Tason
u = 108 kohdalla ollaan hieman lihempénd tasajakautuneisuutta, mutta joh-
topaatos pysyy samana.

Kuva 2.44: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen Uy, empiirinen jakauma
(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvéleineen; u = 96.

Kuva 2.45: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen U, empiirinen jakauma
(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvéleineen; u = 108.
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Piirtdmalla suureet Uy, vierekkiisid suureita Uy vasten voidaan testata odo-
tusaikojen riippumattomuutta. Mikéli viereiset odotusajat ovat riippumattomia,
tulisi pisteiden (Uy, Uk+1) jakaantua satunnaisesti alueeseen [0,1) x [0, 1) eli ol-
la tasajakautuneita kuvan muodostamassa yksikkoneliossd. Kuviin 2.46 ja 2.47
on piirretty pisteet tasoja u = 96 ja u = 108 vastaten. Yksikkonelion reunamil-
le kasaantuvien pisteiden lukumééra merkille pannen nahdéén, ettd pisteiden
jakauma ei vaikuta kovin satunnaiselta — varsinkaan ensimmaéisessd kuvassa —
mik# vahvistaa johtopddtosti, etteivit vierekkéiset ylitykset ole riippumatto-
mia.
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Kuva 2.47: Uk VS. Uk+1; u = 108.

Ylitteiden riippumattomuuden (ja Poisson-oletuksen) ilmeisesti toteutumatto-
muudesta huolimatta sovitettu ajan suhteen homogeeniseen Poisson-pisteproses-
siin perustuva malli ndytti sopivan havaintoihin varsin hyvin. Luovutaan seu-
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raavassa prosessin homogeenisuusoletuksesta aikadimension suhteen, ja tarkas-
tellaan malleja joissa ylitykset sattuvat epdhomogeenisen Poisson-pisteprosessin
mukaisesti.

2.6.3.1 Aikariippuva intensiteetti

Kuvataan ylitteitd Poisson-pisteprosessina tila-avaruudessa X = (0,n] x (u, 00)
intensiteettimitalla A(A) = [, A(x) da. Siis muotoa A = (t1,t2) X (u,00) C X

olevilla joukoilla
t2 o0
A = [ [ a g,
tl u

missé intensiteetti pisteessi (¢, ) on

—1/€(t)—1
At z) = % (1 +£(t)z;(’:)(t)) S
Tutkitaan seuraavia malliparametrisointeja:

e malli My: 6= (& pu(t),o), missd pu(t) = Ko + Kit,
e malli My: 6= (& p,0(t)), missd o(t) = efotrmt,

Vertailukohtana kéytetdéin edellisen osion ajan suhteen homogeenista POT-
mallia, jota merkitdédn M. Tarkastellaan jatkossa tilan sédéstdmiseksi vain tasoa
u = 96 cm ja sen ylittdvien havaintojen muodostamaa dataa.

Malli M ;. Maksimoimalla log-uskottavuus saadaan malliparametrien SU-esti-
maateiksi X .
0 = (&, ko, R1,0) = (—0.180,68.7,0.39, 13.9).

Maksimoidun log-uskottavuuden arvo on -406.6.

Verrataan mallia M; malliin My, joka on siis edellisen erikoistapaus. Uskotta-
vuusosaméaaritestin testisuureen arvoksi saadaan

D =2 (1 (M) —lo(My)) = 2(—406.6 — (—440.2)) = 67.2,

miki on erittdin suuri x?-jakauman skaalalla. Esimerkiksi luottamustasoa 99.9
% vastaava kriittinen taso on cggo1 = 10.83 < D; trendin sisdltévi malli My
on siis merkitsevésti mallia M parempi (havaitun datan selittémisen mielessé)
kéytdnnossa milla tahansa luottamustasolla.

Alla kuvissa 2.48 ja 2.49 on esitetty todenndkéisyyskuvaaja ja kvantiilikuvaaja
estimoidulle mallille. Naiden perusteella malli sopii havaintoihin hyvin.

Malli M. Suurimman uskottavuuden menetelmélld kakkosmallin paremetrien
estimaateiksi saadaan

0 = (€, i, ko, 1) = (—0.172,92.1,2.0,0.0092),
ja maksimaalinen log-uskottavuus on -435.6.

Perusmalliin M verrattaessa testisuureeksi saadaan

D =2 (ls(Mz) — lo(Mp)) = 2(—435.6 — (—440.2)) = 9.2.
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Kuva 2.48: Todenn#kéisyyskuvaaja mallille M; .

Residual Quantile Plot (Exp.)
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Kuva 2.49: Kvantiilikuvaaja mallille M;.
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Esimerkiksi merkitsevyystasolla o = 0.01 kriittinen arvo on cg9; = 6.63 < D,
eli malli M5 on yksinkertaisempaa mallia tilastollisesti merkitsevésti parempi
99 %:n luottamustasolla (itse asiassa malli My voidaan hylitd aina 99.76 %:n
luottamustasoon asti).

Tarkastellun, ajasta riippuvan skaalaparametrin sisdltdvan mallin log-uskotta-
vuus on kuitenkin selvésti pienempi kuin trendin lokaatioparametrissa sisaltavan
mallin M edellisessé kohdassa: o = —435.6 < —406.6 = [;. Koska malleissa
on yhtd monta parametria ja ne on estimoitu samasta datasta, voidaan log-
uskottavuuksia suoraan verrata ja péadtyd johtopdidtokseen, ettd malli M; se-
littad havaittua dataa selvdsti mallia Mo paremmin, vaikka molemmat ovat
merkittdvida parannuksia perusmalliin M.

Kuvissa 2.50 ja 2.51 on vield todennédkoisyys- ja kvantiilikuvaajat mallille. So-
pivuus dataan vaikuttaa yleisesti ottaen hyvéltd, mutta kvantiilikuvaajan pe-
rusteella ilmenee ettd jakauman hédnnéssd yhteensopivuus ei ole niin hyva kuin
alemmin.
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Kuva 2.50: Todennikoisyyskuvaaja mallille M.

2.6.3.2 Selittavat muuttujat

Tarkastellaan seuraavaksi ulkoisten muuttujien (covariate) siséllyttémistd piste-
prosessimalliin. Esimerkiksi monien luonnonilmitiden kohdalla tarve téllaiselle
on ilmeinen. Coles [1] mainitsee esimerkkini saasteiden keskittymisen mallinta-
misen, jossa ilman saastepitoisuus riipuu yleensé vallitsevasta tuulen nopeudes-
ta (kovalla tuulella on hajottava vaikutus saasteisiin). Samoin etenkin eteliisilli
merilld vedenkorkeusmaksimit saattavat olla poikkeuksellisen korkeita niiden
jaksojen aikoina, joina El Nino —ilmi6 on aktiivinen.

Helsingin vedenkorkeuden kohdalla muistetaan, ettd tdrkempid Itdmeren pin-
nankorkeuteen vaikuttavia tekijoitd ovat tuulet ja ilmanpaine. Pyritddn mal-
lintamaan meteorologisten olosuhteiden vaikutus vedenkorkeuteen kéyttdmélla
proxy-muuttujana NAO-indeksid (North Atlantic Oscillation), joka ilmoittaa
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Residual Quantile Plot (Exp.)
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Kuva 2.51: Kvantiilikuvaaja mallille Mo.

olennaisesti ilmanpaineen eron Islannin ja Azoreiden vililla, ja kuvaa lansituulien
voimakkuutta. NAO-indeksin osalta on kiytettdvissd indeksin kuukausittaiset
keskiarvot vuodesta 1950 lihtien.!®

Kuvassa 2.52 on esitetty tason v = 96 cm ylittdvit vedenkorkeushavainnot ha-
vainnon sattumisvuoden NAO-indeksin keskiarvon suhteen. Kuvan perusteel-
la vaikuttaa siltd, ettd merenpinnan tasolla on taipumus olla korkealla silloin
kun indeksin arvo on suuri. Vedenkorkeuden ja havaintovuoden NAO-indeksin
vuosikeskiarvon vélinen yksinkertainen lineaarinen korrelaatio on 0.407. Veden-
korkeuden #éri-ilmioitd ajatellen vuosikeskiarvon kaytto saattaa kuitenkin olla
liian karkeaa. Kuvassa 2.53 on esitetty edellistd kuvaa vastaavasti vedenkor-
keus NAO-indeksin arvojen suhteen, mutta kiyttden kunkin vedenkorkeusha-
vainnon havaintokuukauden keskiarvoa. Graafisesti vedenkorkeuden ja indeksin
taipumus olla korkealla yhtd aikaa nédyttdd hieman vahvistuneen, vaikka line-
aarinen korrelaatio (kuvan oikeassa laidassa sijaitsevista havainnoista johtuen)
pysyykin kiytinnossd samana, ollen 0.412. Adri-ilmididen mallintamista ajatel-
len kaytetddn kuitenkin NAO-indeksin sattumiskuukausien keskiarvoja, koska
namé luonnollisesti kuvaavat paremmin korkeiden merenpinnan tasojen havait-
semishetkilld vallinneita olosuhteita.

Lisdtadn edellisen perusteella NAO-indeksi Poisson-pisteprosessimalliin asetta-
malla
p(t) = ko + k1NAO(?),

missd NAO(¢) on NAO-indeksin arvo. Prosessin intensiteetiksi tulee siis

g

~1/6-1
)\(t,x)zé <1+§Z‘—(/€Q+H1NAO(t))) .

pisteeessi (t,x).

15Lshde: (US) National Weather Service, Climate Prediction Center: http://www-das.
uwyo.edu/~geerts/cwx/notes/chapl2/nao.html.
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NAO-indeksin keskiarvo maksimien sattumisvuonna
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Kuva 2.52: Tason u = 96 cm ylittévit vedenkorkeushavainnot piirrettyné sattumis-
vuoden NAO-indeksin keskiarvoa vasten.

NAO-indeksin keskiarvo maksimien sattumiskuukasina
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Kuva 2.53: Tason u = 96 cm ylittévit vedenkorkeushavainnot piirrettyné sattumis-
kuukauden NAO-indeksin keskiarvoa vasten.
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Kaytettava ylitedata koostuu nyt havainnoista 1.1.1950 alkaen, vastaten NAO-
indeksin arvojen alkuhetke&d. Maksimoimalla log-uskottavuus saadaan paramet-
riestimaateiksi

0 = (£, ko, R1,0) = (—0.224,96.5,12.6,13.3),
ja log-uskottavuudeksi maksimissa -327.7.

Merkitéin tarkasteltavaa mallia MY ja verrataan titd taas homogeeniseen
POT-malliin. Jalkimméinen taytyy nyt vertailtavuuden vuoksi estimoida uu-
destaan mallia MY vastaavalta aikaperiodilta: merkitéifin niin saatua mallia
M. Perusmallin M, log-uskottavuudeksi saadaan -405.3, ja testisuureen ar-
voksi tulee

D=2 (ll(M{V) - ZO(MO)) — 155.2,

miké on erittéin suuri vastaavan y2-jakauman kvantiileihin verrattuna, ja impli-
koi NAO-indeksin siséltdvin mallin olevan perusmallia parempi ilmién eli me-
renpinnan korkeuden #dériarvojen kuvaamisessa. Vertailun vuoksi aikavilin 1950-
2011 ylitehavainnoista estimoitujen mallien M; (p-trendi) ja My (o-trendi)
maksimoidut log-uskottavuudet ovat -344.8 ja -357.9.

Todennékoisyys- ja kvantiilikuvaajat mallille (kuvat 2.54 ja 2.55) vahvistavat
mallin hyvén sopivuuden havaintoihin.
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Kuva 2.54: Todennikéisyyskuvaaja mallille M.

Vaikka NAO-indeksin lisdaminen malliin parantaa mallisovitetta suuresti, pel-
késtdan edellisen analyysin perusteella ei voida vield sanoa mitdin kovin var-
maa vedenkorkeuden ja NAO:n riippuvuussuhteesta. Edellisessé osiossa (ja jo
alemmin) néhtiin, ettd vedenkorkeusmaksimeissa on havaittavissa vahvaa evi-
denssid yleisestd nousevasta trendistd. On siis mahdollista, ettd myos NAO-
indeksin arvot ovat ajassa muuttuvia, ja suurten vedenkorkeushavaintojen seké
NAO-indeksin arvojen vililld ndyttdytyva riippuvuus on vain seurausta niiden
molempien muutoksesta ajassa. Témén tarkastelemiseksi laajennetaan mallia
ottamalla mukaan myos aikatrendi, ja asetetaan

p(t) = ko + K1t + kKo NAO(?).



2.6.3.3 Alin rakentamiskorkeus rannikolla 89
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Kuva 2.55: Kvantiilikuvaaja mallille MY .

Merkitéisn niin saatua mallia M5 . Sovittamalla malli dataan saadaan para-
metrien SU-estimaateiksi

6 = (€, ko, iy, ko, &) = (—0.202,83.8,0.37,11.4,12.7),

ja log-uskottavuudeksi -319.8. Parametrin k1 estimaatin arvo tulkitaan siten,
ettd mallin mukaan vedenkorkeusmaksimeissa on kasvava trendi, kasvun ollessa
keskimé&érin n. 0.37 cm vuodessa. Estimaatin arvo vastaa melko tarkkaan pelkén
trendin sisédltdvan mallin M vastaavaa, 0.39 cm. NAO-indeksin lisidminen mal-
liin ei siis ndytd kdytdnnossd muuttavan tdtd arviota. Sen sijaan aikatrendin
lisdidiminen pelkin NAO:n sisiltdviin malliin MY laskee parametrin o esti-
maatin arvoa 12.6 cm:sté ylld olevaan 11.4 cm:iin. Parametri ko voidaan tulkita
siten, ettd NAO-indeksin arvon kasvaessa yhden yksikon, kasvavat vedenkorkeu-
den &darihavaintojen suuruudet keskiméérin 11.4 cm.

Verrataan mallia nyt edelliseen malliin MY, joka siis on mallin MY erikoista-
paus, kun k; = 0 yll4. Testisuureen arvoksi saadaan

D =2 (ly(MY) =y (M) =15.8,

mikd on jdlleen suuri, osoittaen ettd datan sisidltdmé todistusaineisto mallin
MY puolesta mallia MY vastaan on hyvin vahvaa. Kuvissa 2.56 ja 2.57 on
esitetty vield todennikoisyys- ja kvantiilikuvaajat mallille. N&mé& eivit aseta
mallin sopivuutta havaintoihin kyseenalaiseksi.

2.6.3.3 Alin rakentamiskorkeus rannikolla

Sovelletaan edelld saatuja malleja Helsingin rannikolla vaadittavan rakenta-
miskorkeuden arvioimiseen. Suomen Ympéristokeskuksen, ympéristoministerion
seké maa- ja metsdtalousministerion suosituksessa alimmalla hyviksyttavalla
rakentamiskorkeudella tarkoitetaan ylinta korkeutta, jolle vesi voi nousta ilman,
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Kuva 2.56: Todenniikéisyyskuvaaja mallille M2 .
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Kuva 2.57: Kvantiilikuvaaja mallille M.
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ettd se vahingoittaa rakennuksen rakenteita [16, luku 6]. Alin tulvien kannal-
ta hyviksyttava rakentamiskorkeus médritetdan meren rannikolla olennaisesti
perustuen korkeuteen, jonka tulva ylittda keskiméérin kerran 200 vuoden aika-
na.'® Sisiivesistoissi vaatimus on asetettu tulvakorkeudeksi, joka ylittyy kerran
50 vuodessa.!”

Helsingissd alimmat rakennuskorkeudet méiritetdén oppaan [16] mukaisesti.
Oppaassa [16] mainittu Merentutkimuslaitoksen arvio keskiméérin kerran seu-
raavassa 200 vuodessa saavutettavalle vedenpinnan korkeudelle Helsingin ranni-
kolla on 236 cm. Helsingin tulvastrategian mukaan ”on huomattava, etti téssa
arviossa otetaan huomioon esimerkiksi IPCC:n kolmannesta arviointiraportis-
ta poiketen Gronlannin mahdollisen mannerjdan sulamisen kiihtymisen vaiku-
tus valtamerien pinnankorkeuteen ja sen vaikutus edelleen Itdmereen”. [16,
s. 6]

Verrataan edellisten osioiden mallien antamia tuloksia edelld mainittuun, eli es-
timoidaan vedenpinnan korkeus, joka ylitetdan keskim&drin kerran seuraavan
200 vuoden aikana. Estimointi tapahtuu osion 2.5.3 tapaan. Trendin lokaatio-
parametrissi p sisdltdva malli M; antaa korkeudeksi 221 cm. Malli Mo, jo-
ka siséltédd trendin skaalaparametrissi o, taas antaa vedenkorkeudeksi 386 cm.
Osoittautuu siis, ettd vaikka malli My sopi havaittuihin vedenkorkeuksiin koh-
tuullisen hyvin (erityisesti sen saavuttamalla log-uskottavuudella mitattuna),
mallissa kiytetty lineaarinen trendi jakauman skaalaparametrin logaritmimuun-
noksessa tuottaa epduskottavan suuren vedenkorkeuden arvon pitkille eteenpéin
projektoidessa. Vertaa myo6s kvantiilikuvaajaan 2.51, joka viittaa huonohkoon
sopivuuteen juuri jakauman oikeassa hinnéssa.

Puhtaasti tilastollisen mallin M antama vedenkorkeuden estimaatti 221 cm on
jonkin verran pienempi mutta karkeasti samaa suuruusluokkaa Merentutkimus-
laitoksen arvion 236 cm kanssa. Tarkastellusta esimerkista kéy selviksi, ettd ve-
denkorkeuden #iriarvoissa havaittu muutos on ensiarvoisen tirke#d huomioida
pidemmén aikavélin ennusteita tarkastellessa. Esimerkki my6s havainnollistaa
niitd vaaroja, jotka liittyvét kohtuullisen hyvinkin havaintoihin sopivan mallin
suoraviivaiseen ekstrapolointiin, jos sopivuus sovelluksen kannalta kriittisella
alueella — téssd jakauman ddrimméisessd oikeassa hédnnédssd — on vahemmaén
tyydyttava.

Mikali NAO-indeksin kehitysté arvioidaan tai tulevia arvoja simuloidaan, voi-
daan indeksin sisiltivis mallia M2 vastaavalla tavalla kiyttid kerran seuraa-
vassa m. vuodessa esiintyvin tulvakorkeuden estimointiin. Simuloimalla NAO-
indeksin kehitystéa ja laskemalla haluttu suure jokaiselta simulaatiopolulta, saa-
daan suureelle (esim. kerran 200 vuodessa sattuvalle vedenkorkeudelle) muodos-
tettua todennikdoisyysjakauma, kun simulaatio toistetaan riittdvan monta ker-
taa. Estimaattiin liittyvédn epdvarmuuden arviointi simuloidun todennékdisyys-
jakauman perusteella on suoraviivaista.

16Tshin lisdtdasn harkinnanvarainen lisikorkeus vihintdin n. 0.3-1.0 metri, ja avointen
ulapoiden rannikoilla harkinnanvarainen aaltoiluvara.

7Lisiiksi suomalaisilla  vahinkovakuutusyhtisilli on tavallisesti kotivakuutukseen
sisdltyvdssid luonnonilmitturvassa korvauspiirin rajoitus, jonka mukaan vakuutuksesta
korvataan vain poikkeuksellinen vesisto- tai merivesitulva. Poikkeuksellisena vedenpinnan
tai merenpinnan nousuna pidetdin ehdoissa yleensid vedenkorkeutta, jonka esiintymisto-
dennékoisyys on kerran 50 vuodessa tai harvemmin.



Luku 3

Katastrofikuolemien
MmAaaran arvioinnista

Vakuutusyhtislain (2008/521) 1 L 16 §:n mukaan ”[v]akuutusyhtion toimin-
tapddoma, jéalleenvakuutus ja muut yhtion vakavaraisuuteen vaikuttavat seikat
on jérjestettava vakuutetut edut turvaavalla tavalla ottaen huomioon tuottojen
ja kulujen todennéksinen vaihtelu seké arvioitavissa olevat muut epavarmuuste-
kijat” (ns. turvaavuusperiaate). TAmé vaatii siis muun ohessa jilleenvakuutus-
tarpeen eksplisiittistd arviointia ja tarvittaessa jilleenvakuutuksen jérjestdmisté
asianmukaisella tavalla. Erityisen tarkedd jalleenvakuutustarpeen oikea arvioi-
minen on sellaisten katastrofaalisten vahinkojen osalta, joiden todenn#ksisyys
kylla saattaa olla pieni, mutta jotka toteutuessaan vakavasti heikentéivét yh-
tion vastuunkantokyky#, tai jopa aiheuttavat yhtion vararikon. Kéa#nteisesti,
jalleenvakuuttajan keskeisens ongelmana on ensivakuuttajalle myonnetyn kata-
strofisuojan oikea hinnoittelu.

Solvenssi II —puitedirektiivin' mukaan vakuutusyhtion perusvakavaraisuuspas-
omavaatimuksen laskennassa (standardikaavalla tai sisdiselli mallilla) on otet-
tava yhtenéd osana huomioon pddomavaatimus joka syntyy henki-, vahinko- tai
sairausvakuutukseen liittyvistd katastrofiriskisté; jalkimméinen on direktiivin
mukaan ”tappioriski tai vakuutusvelkojen arvossa tapahtuvan epdedullisen muu-
toksen riski, joka johtuu merkittéavistd epdvarmuudesta hinnoittelua ja vastuu-
velkaa koskevissa oletuksissa, jotka liittyvat ddrimmaisiin tai poikkeuksellisiin
tapahtumiin”.

Tarkastellaan seuraavassa henkivakuutustyyppiseen toimintaan liittyvaa kata-
strofiriskis. Tavoitteena on tutkia, mité ddriarvoteoriaa soveltamalla voidaan sa-
noa suomalaisia koskevien katastrofikuolemien todenn#koisyysjakaumasta. ”Ka-
tastrofin” voisi ehké korvata téssé yhteydessd ”onnettomuudella”, silld Suomes-
sa el ole (onneksi!) sattunut juurikaan sen mittakaavan onnettomuuksia, mité
katastrofilla yleisessd kielenkdytossa yleensd ymmérretdan. TAmé& luonnehtiikin
toista analyysin kannalta merkittdvistd piirteistd: dataa suomalaisia kohdan-

'Euroopan parlamentin ja neuvoston direktiivi 2009/138/EY  vakuutus- ja
jélleenvakuutustoiminnan aloittamisesta ja harjoittamisesta (Solvenssi II).
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neista suuronnettomuuksista on verraten niukasti, varsinaisista katastrofeista ei
kéytdnnossa ollenkaan.

Toisaalta tiedetédén, ettd jattimaiset katastrofitkin ovat mahdollisia, my6s Suo-
messa: esimerkiksi Tunguskan ylla vuonna 1908 rajahtényt asteroidi olisi muuta-
mia tunteja myshemmin (ja vain hiukan eri leveysasteella) ilmakehiiéin syoksyes-
sédn osunut maapallon pyorimisliikkeen vuoksi Helsinkiin, tuhoten sen ldhialuei-
neen taydellisesti. Periaatteessa katastrofien suuruudella ei myo6skéén ole ole-
massa yldrajaa, mitattiin suuruutta sitten kuolemien lukumé&érallé, tai jollain
muulla tavalla.? On siis mahdollista rakentaa skenaarioita, joissa katastrofi on
miten suuri tahansa (ja joskus jopa arvioida karkeasti ndiden todennékoisyyksid
suuruusluokkatasolla), mutta kidytdnnon vakuutustoiminnan kannalta tdmé ei
ole erityisen hyodyllisté.

Toisaalta katastrofin vaikutus yksittiiseen vakuutusyhtioon — kun vaikutukset
finanssimarkkinoihin ja sitd kautta yhtion varoihin ja vakavaraisuuteen rajataan
téssd yhteydessé tarkastelun ulkopuolelle — rajoittuu korvausvelvollisuuteen, jo-
ka yhtiolle katastrofin seurauksena syntyy olemassa olevien vakuutussopimus-
ten ja mahdollisen otetun jilleenvakuutusliikkeen perusteella. Sopimusten pe-
rusteella syntyvd maksimitappio on siis yleensd tiedossa. Tdméan maksimitap-
pion todenn#koisyyden arviointi on jo kidytdnnossdkin kiinnostavaa. Vahinko-
ja jalleenvakuutuksessa kaytetddn yleisesti termid Estimated Maximum Loss
(EML) tai Probable Maximum Loss (PML) kuvaamaan tietystd vakuutetusta
kohteesta tai sopimuksesta aiheutuvaa suurinta ”odotettavissa olevaa” tappiota
(esim. [17]) — tam& madritelldén kdytdnnossd yleensd jakauman hénnén prosent-

tipisteens.

Katastrofien aiheuttamien kokonaistappioiden jakauma on siis yleisessi tapauk-
sessa erilainen kuin kyseisisté katastrofeista tietylle yhtiolle aiheutuvien tappioi-
den jakauma. Kaytinnossi vakuutusyhtioon kohdistuvaa katastrofiriskid kvanti-
fioidaan arvioimalla ensin katastrofin aiheuttavien tapahtumien todennékoisyyt-
té ja suuruutta (ja tarvittaessa maantieteellistd sijaintia), ja sitten téllaisten
tapahtumien vaikutusta vakuutusyhtioén yhtion myontdmien sopimusten kaut-
ta. Téllainen arviointi on usein luonnollista toteuttaa simulaation keinoin. Ku-
vassa 3.1 on esimerkki katastrofimallinnukseen erikoistuneen ATR Worldwiden
esitteestd?: Ensimmaiisessi vaiheessa simuloidaan suuri joukko mahdollisia ta-
pahtumia ja lasketaan tapahtumien voimakkuus niiden vaikutuspiiriin kuulu-
van alueen eri pisteisséi. Seuraavaksi tdhan yhdistetdéin data ilmiolle altistuneis-
ta kohteista (esimerkiksi simuloidun maanjiiristyksen vaikutusalueeseen kuulu-
vista rakennuksista), ja médritetidn kohteille aiheutuneet vahingot, jotka edel-
leen muutetaan rahasummiksi. Lopulta lasketuista kokonaisvahingoista saadaan
vakuutusten piiriin kuuluvat korvattavat vahingot soveltamalla vahingolle al-
tistuneiden vakuutussopimusten sopimusehtoja. Kun simulaatioita suoritetaan
riittdvan suuri méérd, saadaan késitys vahinkojen todennikéisyysjakaumasta
eli vahinkojakaumasta (kdytettéviin oletuksiin perustuen).

2Esimerkiksi riittdvin lihelld (kosmisessa mittakaavassa) esiintyvi supernova eli massii-
visen tédhden réjahdys voisi tuhota kaiken elamén maapallolta. Ks. esim. Wikipedia, http:
//en.wikipedia.org/wiki/Supernova.

3Samasta kvantiilipohjaisesta riskimitasta kiytetidn finanssialalla nimityst# Value-at-Risk,
ks. luku 4.

4Esitys on 16ydettéivissi osoitteesta http://www.air-worldwide.com/Models/Overview/.
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Kuva 3.1: Katastrofitappioiden mallinnuksen viitekehys (ks. alaviite 4).

Kuvattua ldhestymistapaa kiytetddn padsddntoisesti vakuutetulle omaisuudel-
le aiheutuvien vahinkojen arvioimiseen. Samoja yleisperiaatteita voidaan kui-
tenkin periaatteessa soveltaa myos henkilévahinkoihin.® Lahestymistapa toimii
erityisen hyvin, kun tarkastellaan tietyn, hyvin mééritellyn ilmion aiheuttamia
vahinkoja. Téllaisia ovat luonnonilmitt — kuten maanjéristykset, hurrikaanit,
maastopalot, tulvat jne. — joiden taustalla on selkei fysikaalinen prosessi, ja
joiden esiintymistd ja vaikutuksia voidaan kohtalaisella tai hyv&lla menestyk-
selld mallintaa ilmididen luonnetta koskevaan tieteelliseen tutkimustietoon pe-
rustuen.

Riskihenkivakuutusten osalta tilanne on monimutkaisempi. Toinen tdmén ana-
lyysin kannalta merkittévé piirre datan niukkuuden lisdksi onkin tarkasteltavan
aineiston taustalla olevan yksikésitteisen fysikaalisen prosessin puuttuminen —
tai oikeammin, se ettd taustalla oleva prosessi on monien yksittéisten (toisis-
taan enemmin tai vihemmin riippuvien tai riippumattomien) prosessien yh-
distelmé, koska henkivakuutusyhtididen myontdmien henki- eli kuolemanvara-
turvien korvauspiiriin kuuluvat lahtokohtaisesti kaikki kuolemansyyt.® Samoin
henki- ja vahinkovakuutusyhtitiden my6ntdmistéd tapaturmaisen kuoleman va-
ralta voimassa olevista vakuutuksista korvataan kaikki sellaisista tapaturmista
johtuvat kuolemat, joita ei ole erikseen vakuutusehdoissa rajattu vakuutustur-
van ulkopuolelle.

Mahdollisten kuolinsyiden lukuisuus tekee edelld kuvatunlaisen kausaalisen 14-
hestymistavan soveltamisen vaikeaksi. Vaihtoehtona on arvioida katastrofikuo-
lemien m#ardd puhtaasti tilastollisesti kuolemien syitd mallintamatta. Téméa on
tavoitteena téssd luvussa. Mallinnuksen tuloksena saadaan katastrofikuolemien
lukuméérin todennékoisyysjakauma, jonka perusteella voidaan arvioida erisuu-
ruisten tapahtumien todennékoisyytté, ja jota kdayttden voidaan simuloida kata-

5Tosin henkilsvahinkoja tarkastellessa (simuloitujen) katastrofien vaikutusta harvoin pys-
tytddn madrittim&in niin tarkasti kuin vakuutettujen rakennusten ja muun kiintein omai-
suuden kohdalla, joiden maantieteellinen sijainti on tdsmaéllisesti tunnettu ja pysyvé, ja omi-
naisuudet — kuten rakenne ja materiaalit — tarkkaan tiedossa.

6Kuolemantapaussummaa ei makseta, jos vakuutettu on tehnyt itsemurhan ennen
kuin vuosi on kulunut vakuutusyhtién vastuun alkamisesta. Korvausta ei myo6skédan
sadnnonmukaisesti makseta, jos vakuutetun kuolema on aiheutunut osallistumisesta ulkomail-
la tapahtuvaan sotaan tai aseelliseen selkkaukseen (pl. rauhanturvaamistehtévit tietyin eh-
doin), tai jos vakuutettu on kuollut ihmisii joukoittain tuhonneen ydinreaktioon perustuvan
aseen tai laitteen dkillisestd vaikutuksesta. Vakuutusyhtion vastuusta Suomen joutuessa so-
taan tai aseelliseen selkkaukseen on sidéddetty laissa erikseen (Laki henkivakuutuksesta sodan
aikana, 364/1939).
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strofikuolemien lukuméaérid. Tarkastelu koskee siis kuvan 3.1 ensimméisté osiota
(Hazard). Tapahtumien vaikutusta méiérittyyn vakuutusyhtioon voidaan arvioi-
da tdmén perusteella ottamalla huomioon kannan rakenne ja sopimusten luonne
(exposure data ja policy conditions ed. kuvassa).

3.1 Aineisto

Tarkastelun pohjana oleva aineisto koostuu sellaisista suomalaisia kohdanneis-
ta onnettomuuksista vuosilta 1910-2009, joissa on kuollut yli kolme henkilsa.”
Tamé raja paddyttiin asettamaan onnettomuuksissa kuolleiden lukuméérien
tutkimisen perusteella ja mahdollisimman tédydellisen havaintoaineiston saami-
seksi, silld suuremmat tapaukset on paremmin dokumentoitu. T&lla rajauksella
ei ole kiytdnnossa vaikutusta analyysin lopputulokseen, silld tarkastelussa ol-
laan kiinnostuneita selvisti tdtéd tasoa suuremmista tappioista.

Kustakin onnettomuudesta analysoitavaan dataan otettiin onnettomuuden ta-
pahtumapéiva ja siinéd kuolleiden henkil6iden lukumééra. Ndiden muodostama
havaintosarja on esitetty kuvassa 3.2. Aineistosta on jatetty pois ilmiselvisti so-
tatoimiin liittyvat onnettomuuskuolemat, silld nditd voidaan pitda késiteltdvin
sovelluksen kannalta tuloksia va#ristavina.

Suomalaisia kohdanneita onnettomuuksia 1.1.1910 - 31.12.2009
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Kuva 3.2: Suomalaisia kohdanneita suuronnettomuuksia paiviméirin mukaan.

"Data perustuu Tapani Tuomiselta (Keskindinen Vakuutusyhtié Kaleva) saatuun, julkisis-
ta ldhteistd keréittyyn aineistoon; ks. erityisesti suomenkielinen Wikipedia (fi.wikipedia.org),
luokka: ”Onnettomuudet Suomessa”.
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Taulukossa 3.1 on esitetty joitakin tavanomaisia tilastollisia tunnuslukuja ha-
vaintoaineistolle. Yli kolme henkeé vaatineita onnettomuuksia on tarkastelujak-
solla sattunut 65 kpl. Mukana on lukuisia alarajalle osuvia havaintoja eli 4 hen-
ked vaatineita onnettomuuksia, kuten moodin arvo taulukossa osoittaa; suurin
tarkastelujaksolla sattunut onnettomuus vaati 179 henkeé (Tapaninpéivin tsu-
nami vuonna 2004). Kaksi suurinta havaintoa erottuu koollaan muista, ja kaksi
seuraavaa edelleen jéljelle jaavista.

Taulukko 3.1: Tilastollisia tunnuslukuja suomalaisten onnettomuuskuolemadatalle.

n | min | max | mediaani | moodi | keskiarvo | keskihajonta | IQR
65 4 179 10 4 18.2 28.6 13.5

Keritty aineisto kattaa pitkdn, 100 vuoden aikajakson. Kuten aina pitki& ha-
vaintoaikasarjoja tarkastellessa, herdé kysymys siité, ovatko eri aikojen havain-
not yhteismitallisia — tai, ovatko taustalla olevan ilmitn tilastolliset ominai-
suudet pysyneet muuttumattomina. Esimerkiksi rahaméériisia suureita tarkas-
teltaessa pitkélla aikavililla on valttdméatontd huomioida rahan arvon muutos
eli inflaatio. Onnettomuuskuolemien kohdalla asia ei ole yksiselitteinen. Datan
muokkaamistarpeen arvioimiseksi tarkastellaan seuraavaksi hieman (suur)onnet-
tomuuksien aiheuttamia kuolemia ilmiona.

Kun tarkastellaan yhteiskuntia laajasti, onnettomuuskuolemien sattumistihey-
teen ja suuruuteen vaikuttavia péddasiallisia seikkoja voidaan ajatella olevan po-
pulaation koko, taloudellisen aktiviteetin taso ja ilmenemismuodot, seké maan-
tieteellinen sijainti. Tuntuu selvélté, ettd populaation koko vaikuttaa onnetto-
muuskuolemien sattumiseen seké suoraan etti vilillisesti taloudellisen aktivitee-
tin kautta: mitd enemmaén ihmisié ja toimintaa, sitd enemmén mahdollisuuksia
onnettomuuksien sattumiseen, ceteris paribus. Toisaalta tietynlaisen onnetto-
muuden sattuessa sen aiheuttama tuho voi olla suurempi vékiluvultaan suu-
remmassa populaatiossa, koska onnettomuudelle altistuneita on potentiaalises-
ti enemmén. Edelleen taloudellinen aktiviteetti ja sen ilmenemismuodot voivat
vaikuttaa siten, etté tietynlaisessa populaatiossa suuronnettomuuksien riski voi
olla suurempi kuin toisessa, vaikka jéalkimmé&inen populaatio olisi kooltaan suu-
rempi. Esimerkkiné voidaan ajatella vaikkapa maata, jossa harjoitetaan paljon
merenkulkuun liittyvaa elinkeinotoimintaa — tai vaikkapa raskasta teollisuus-
toimintaa vanhentuneella teknologialla — verrattuna maahan, jossa harjoitetaan
henkil6ihin kohdistuvalta suuronnettomuusriskiltédin pienempéd maanviljelysta.
Elinkeinorakenne siis vaikuttaa (suur)onnettomuusriskiin. Kolmanneksi, maan-
tieteelliselld sijainnilla on olennainen vaikutus sen kannalta, millaisten luonnon-
katastrofien sattuminen on mahdollista ja todennékoistd. Esimerkiksi hurrikaa-
nit, maanjiristykset ja taifuunit ovat merkittdvimpid katastrofien aiheuttajia
niilld alueilla, joilla niité esiintyy.

Palaten kisilld olevaan aineistoon, Suomen populaatio on kasvanut tarkastelu-
jakson aikana enemmén tai vihemmaén tasaisesti vuoden 1910 2.934 miljoonas-
ta vuoden 2009 5.351 miljoonaan. Yksi mahdollisuus olisi skaalata tai inflatoida
aineiston havaitut katastrofikuolemien lukuméérat vastaamaan esimerkiksi tar-
kastelujakson viimeisen eli vuoden 2009 lopun vikilukua. Aineistossa (kuva 3.2)
ei kuitenkaan ole alustavalla tutkimisella havaittavissa trendid tai muuta syste-
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maattista muutosta, ei suuronnettomuuksien sattumisfrekvenssissé eiké niiden
suuruudessa. TAmaé siitd huolimatta, ettd Suomen vékiluku on kasvanut n. 80
prosenttia tarkastelujakson aikana, ja vakiluvun lisdksi sekd seurauksena myos
taloudellinen aktiviteetti on kasvanut voimakkaasti.

Téamén esityksen tavoitteena ei ole analysoida suuronnettomuuksien sattumi-
seen vaikuttavia syitd sinénsé, sen enempéd kuin aineiston késittely tilastollista
mallinnusta varten edellyttdd. Mahdollinen selitys havaitulle trendin poissao-
lolle suuronnettomuuksien sattumistiheyden osalta on kuitenkin intuitiivises-
ti teknologian kehittyminen ja sitd kautta turvallisuuden lisddntyminen. Ta4mé&
vihentdd onnettomuuksien sattumismahdollisuutta, kun taas vieston kasva-
minen ja aktiviteetin lisdéintyminen lisddvit sitd. Suuronnettomuuksien suu-
ruuksien taustoittamiseksi tdytyy ajatella onnettomuuksien syntytapaa: useim-
mat havaintoaineiston suuremmat onnettomuudet koskevat liikennetté, oli ky-
seessé sitten maantie-, juna-, lento- tai merilitkenne. Téll6in onnettomuuksil-
le altistuneiden lukumé#réin ratkaisee luonnollisesti liikennevélineen kantokapa-
siteetti, joka ei juuri ole muuttunut tarkastelujakson aikana. Esimerkiksi ju-
niin on 1900-luvun alkupuolella mahtunut karkeasti samaa suuruusluokkaa ole-
va henkiloméaérsa kuin 2000-luvun alkupuolella; viestonkasvun ei tédten odoteta
nikyvin yksittaisissd junaonnettomuuksissa kuolleiden lukumaéérien kasvuna,
vaan junaliikenteen lisdédntymisen kautta onnettomuuksien lukuméarin kasvu-
na; teknologian kehitys ja raideliikenteen turvallisuuden parantuminen kuiten-
kin vaikuttaa samaan aikaan tasapainottavasti onnettomuuksien lukuméiria
vihentden. Samanlainen pédttely patee myods moneen muuhun onnettomuus-

tyyppiin.

Edelld esitetyn intuitioon nojaavan pééttelyn perusteella havaintoaineistoa ei
skaalata tai muokata, vaan se otetaan sellaisenaan tilastollisen analyysin 14hto-
kohdaksi.

3.2 Onnettomuuskuolemien mallintaminen

Koska havaintoaineisto siséltdd onnettomuudet, joissa on kuollut yli 3 henkil64,
on se valmiiksi ylitedatan muodossa kynnyksellda v = 3. Téten on luonnol-
lista aloittaa onnettomuuskuolemien suuruuksien tarkastelu soveltamalla yli-
temenetelmééd. Datasta my6s puuttuu struktuuri, toisin kuin oli esimerkiksi
vedenkorkeusdatan kohdalla, jossa data muodostui tasavilisistd havainnoista
péivittidisten maksimien muodossa (ja niistd voitiin muodostaa esimerkiksi vuo-
simaksimien aikasarja). Tama struktuurin puute tekee vuosi- /blokkimaksimime-
netelmésti soveltumattoman tarkasteltavaan dataan.

Luodaan katsaus onnettomuuskuolemadataan olettaen ensin ainoastaan, etté
havaintojen jakaumalle pdtee F' € MDA(H;), ja sovelletaan semiparametri-
sia menetelmid muotoparametrin £ estimoimiseksi. Olkoon tarkasteltava otos
Xi,...,X,, ja vastaavat jérjestystunnusluvut nyt X, , < --- < Xy ,. Kéyte-
tddn seuraavia tunnettuja estimaattoreita:
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e Hill-estimaattori hintiindeksille o = £~1 > 0:

—1
k

. . 1 1

aH) — a(H) _ EE :(thj,n —In Xy ) = é(H)7 2<k<n.

k,n
j=1
e Pickands-estimaattori muotoparametrille ¢ € R:

A(P):A(P):Llw 1<k<k =n/4
é‘ gk‘,n 1n2 n X2k7n . ln X4k7n7 = max n/ .

e Dekkers-Einmahl-de Haan-estimaattori (DEdH) muotoparametrille £ €

R:
-1
O
A(D) _ f(D) _ L <Hn >
=G =1e B+ g | S~ 1] 1<k<n
missé
1 k
H}ll) = E Z (lanﬂl - thk—i—l,n)a
j=1
ja

H? =

=

k
Z (h’l Xj,n — ln Xk+1,7L)2 .
j=1

Estimaattoreilla on tietyin ehdoin hyvét asymptoottiset ominaisuudet (tarken-
tuvuus, asymptoottinen normaalisuus); estimaattoreista ja niiden ominaisuuk-
sista tarkemmin, ks. [2, luku 6.4].

Kaytdnnossa estimaattorien arvot é,m piirretéifin useilla k:n arvoilla (k € 1), ja
saadusta kuvaajasta {(k, ékn) : k € I} etsitddn aluetta, josta lihtien estimaatit
pysyvét likimain vakaina. Kuvissa 3.3, 3.4 ja 3.5 on esitetty estimaattien é(H ),
é(P ) ja f (P) arvot k:n funktiona 95 %:n luottamusvileineen. Hill-estimaattorin
perusteella muotoparametrin arvo vaikuttaisi olevan arviolta valilla [0.8, 1.0],
miké viittaa hyvin paksuhiintiiseen jakaumaan: muistetaan, ettd kun £ > 1/2,
jakauman varianssi ei ole mééritelty, ja kun £ > 1, jakauman ensimméinen mo-
mentti (odotusarvo) ei ole mééaritelty. Nyt siis Hill-estimaattori viittaa vahvasti
siithen, ettd varianssi on déreton, ja ollaan jopa ldhelld tilannetta, ettd odotusar-
vo olisi ddreton. Pickands-estimaattorille jad kayttoon niin vdéhan havaintoja,
ettd tuloksena olevassa kuvaajassa on paljon heiluntaa, mutta sekin ndyttéisi
viittaavan arvoon £ > 1/2. DedH-estimaattori antaa arvoksi noin 0.6, luotta-
musvélin ollessa likimain [0.4, 0.8].

3.2.1 Ylitemenetelméi

Siirrytdan parametriseen menetelméén yleistetyn Pareto-jakauman sovittamisen
muodossa. Aloitetaan tarkastelu kynnyksen valinnasta. Kuvaan 3.6 on piirretty
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Kuva 3.3: Hill-estimaattori muotoparametrille £.
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Kuva 3.4: Pickands-estimaattori muotoparametrille &.
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®

Kuva 3.5: DEdH-estimaattori muotoparametrille &.

ylitteen otoskeskiarvokuvaaja havaintoaineistolle 95 % luottamusvileineen. Ku-
vasta nahddan, ettd kuvaaja kasvaa arvoon 30 saakka, jonka jdlkeen se etenee
hyppéyksin. Kuvaajan kiytoksesté suurilla kynnyksen arvoilla, noin arvosta u =
70 lahtien, ei voida vet#d endé johtopéatoksia ylitteiden lukumééran 1ahestyessé
nollaa ja ylitteen odotusarvofunktion arvon mennessé automaattisesti nollaan
suurinta havaintoa vastaavan kynnyksen kohdalla. Luottamusvélit huomioiden
kynnykseksi v valitaan kuvaajan perusteella arvo 30:n ja 40:n valilta.

Edelld nihtiin, ettd onnettomuuskuolemien jakauma on hyvin paksuhéntéinen.
Téssé yhteydessd on hyvd muistaa, ettd mikéli muotoparametrin todelliselle
arvolle patee & > 1, ei GP-jakauman ensimmaéistd momenttia ole olemassa.
Téllaisessa tapauksessa datasta voidaan tietenkin yhé laskea havaintojen otos-
keskiarvo, mutta kuvaajan tulkinta ei ole selvé.
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Kuva 3.6: Ylitteen otoskeskiarvokuvaaja onnettomuuskuolemadatalle.
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Tarkastellaan seuraavaksi parametriestimaattien stabiilisuutta eri kynnysarvoil-
la. Kuvissa 3.7, 3.8 ja 3.9 on esitetty parametrien &, 8 ja f* = f — &u estimaa-
tit eri kynnysarvoilla u sovitetuista GP-jakaumista. Parametrien estimoinnissa
kohdattiin numeerisia ongelmia korkeilla kynnyksen arvoilla (eli jakaumaa muu-
tamiin havaintoihin sovitettaessa), mutta kuviin on esimerkin ja havainnollis-
tuksen vuoksi silti piirretty piste-estimaatit laajalta kynnysarvovalilta. Luotta-
musvilien laskenta sujui ongelmitta arvoon v = 30 asti, ja tuotti jotakin mah-
dollisen oloista likimain arvoon u = 40 asti, mutta tidmén jidlkeen asymptoot-
tiseen kovarianssimatriisiin perustuvia luottamusvilejd ei kdytdnnossd saatu
médritettyd suurimman uskottavuuden menetelmén péaédtyessd méérittelyalueen

rajalla oleviin arvoihin parametriestimaateille.

Erityisesti muotoparametrin piste-estimaatti kidntyy vahvasti negatiiviseksi (al-
le —1) korkeammilla kynnyksen arvoilla. Tdm# viittaa suoraan ongelmiin para-
metrien estimoinnissa. Kuvissa havaitut ”hyppyja” seuraavat likimain lineaari-
sesti kasvavat tai vihenevit alueet vastaavat datan vilejé, joihin ei osu yhtédén
havaintoa. Parametrin 8 estimaatin pitéisi olla lineaarinen kynnyksen u suhteen,
mikéli £ # 0 (kuten téssé tapauksessa voidaan sanoa olevan); ottaen huomioon
edelld tyhjistd alueista sanotun, estimaatti B néyttéisi tosiaankin muuttuvan
ldhes lineaarisesti arvon u = 30 jilkeen. Vastaavasti 3*:n estimaatin tulisi py-
syéd vakiona alueella, jolla GP-jakauma on hyvaksyttdvd approksimaatio ylit-
teiden jakaumalle. Nyt B+ niyttad pysyvén likimain vakiona arvosta u = 30
ldhtien. My6s &:n kuvaajassa havaittiin tason muutos tdmén arvon kohdalla,
vaikka estimaatit £ eivét olekaan jarkevid suuremmilla u.

Parametrin § estimaatti kynnysarvon funktiona
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Kuva 3.7: Parametrin £ estimaatti onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-

jakaumalle kynnysarvon funktiona.
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Parametrin (3 estimaatti kynnysarvon funktiona
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Kuva 3.8: Parametrin 8 estimaatti onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-
jakaumalle kynnysarvon funktiona.

Parametrin B* estimaatti kynnysarvon funktiona
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Kuva 3.9: Parametrin 8* estimaatti onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-
jakaumalle kynnysarvon funktiona.
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Esitettyjen tarkastelujen perusteella valitaan kynnystasoksi v = 30. Témén ta-
son ylitteitd on datassa 8 kpl (kuva 3.10), mikd on erittdin v&hén tilastolli-
sen analyysin pohjaksi. Vertaillaan saatuja tuloksia sen vuoksi my6s koko ha-
vaintoaineistoon sovitetun malliin antamiin tuloksiin, jossa siis kynnyksené on
u = 3, vaikka tdmé& kynnys liian pieneltd GP-jakauma-approksimaation perus-
teltavuutta ajatellen vaikuttaakin.

Suomalaisia kohdanneita onnettomuuksia 1.1.1910 - 31.12.2009
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Kuva 3.10: Onnettomuuskuolemadata ja tason u = 30 ylitteet.

Edelld tarkasteltiin GP-jakaumaa tason u ylitteiden ehdollisen jakauman (ylite-
jakauman) mallina. Edellisistd luvuista muistetaan, ettd ylitemenetelmén taus-
talla on implisiittisesti oletus, ettd (korkean tason) ylitteiden lukuméiird tar-
kasteluviileilla on Poisson-jakautunut. Mikéli ylitysajat eiviit noudata Poisson-
prosessia, viittaa tdméi siihen, ettei ylitedataa voi pitéé iid:néd (vaikka pelkiit
ylitteiden suuruudet erilldéin aikaulottuvuudesta tarkasteltuna iid olisivatkin).
Talloin iid datalle formuloidut perusmallit eivit automaattisesti sovellu, vaan
datan generoineen prosessin kuvaamiseksi saattaa olla tarpeen tarkastella ylei-
sempid malleja.

Testataan Poisson-jakautuneisuutta alaosion 2.6.2.2 mukaisesti. Mik&li ylity-
sajat noudattavat Poisson-prosessia, ovat perédkkéisten ylitysaikojen vilit eli
odotusajat eksponenttijakautuneita. Kuviin 3.11 ja 3.12 on piirretty muunnet-
tuun odotusaikaan perustuvan suureen U empiirinen kertyméfunktio tasoja
u = 30 ja u = 3 vastaten. Poisson-oletuksen pétiessd muunnokset U noudat-
tavat tasajakaumaa (vililld [0, 1)), eli kuvaajan pisteiden tulisi osua ldhelle yk-
sikkddiagonaalia; punaiset katkoviivat kuvissa ilmoittavat 95 %:n luottamusvélit.
Kuvan 3.11 luottamusvilien laajuudesta ndhd&dn, ettd néin pienelld otoskool-
la testilla ei ole voimaa hyldtéd tasajakautuneisuushypoteesia. Talla ei kuiten-
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kaan tédssd tilanteessa ole kidytdnnon merkitystd, silld muunnettujen suurei-
den empiirinen jakauma vastaa varsin hyvin tasajakaumaa, eikéd evidenssia yli-
tysten Poisson-jakautuneisuutta vastaan ilmene. Tason u = 3 ylitteitd tar-
kastellessa ei myoskédédn ole perusteita hyldta ylitysten lukuméirien Poisson-
jakaumaoletusta.

0.9 - i

0.8fF Ve .

0.5} p

F(X)
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0.1 v b

Kuva 3.11: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen U empiirinen jakauma
(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvileineen; u = 30.

Testataan seuraavaksi (vierekkéisten) ylitysaikojen riippumattomuutta muun-
nettuihin odotusaikoihin Uy perustuen. Miké&li viereiset odotusajat ovat riippu-
mattomia — ja siten myds ylitysajat ovat — tulisi pisteiden (U, Ug41) olla tasan
jakautuneita yksikkoneliossé [0, 1) x [0, 1), eli pisteiden tulisi jakautua satunnai-
sesti alueelle. Kuviin 3.13 ja 3.14 on piirretty pisteet tasoja v = 30 ja u = 3
vastaten. Ensimmaéisen kuvan perusteella ei voida sanoa paljonkaan havaintojen
vihyyden vuoksi; perusteita epéilld riippumattomuutta ei toisaalta myoskédén
ilmene. Jialkimmaéinen kuva, vastaten tasoa u = 3, ndyttdd varsin satunnaiselta.
Téamén ja edellisen tarkastelun johtopéa#tos siis on, ettéd ylityksien lukumé&aras
voidaan pitdé Poisson-jakautuneena (jolloin ylitykset siis sattuvat homogeenisen
Poisson-prosessin mukaisesti).

Jatketaan ylitemallin estimointiin suurimman uskottavuuden menetelmallé. Ta-
ulukossa 3.2 on esitetty saadut parametriestimaatit kynnystasoille u = 30 ja
u = 3.

Muotoparametrin £ estimaattien arvot ovat samaa suuruusluokkaa kuin edelld
semiparametristen menetelmien perusteella arvioitiin. Nihdéén, ettd piste-esti-
maattien £ arvot ovat molemmilla kynnystasoilla yli 0.5, mikd viittaa siihen,



3.2.1 Ylitemenetelméi

105

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Kuva 3.12: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen U, empiirinen jakauma

(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvéleineen; u = 3.

0.9 —F

0.6

0.5

Uk+l

0.2

0.1f

Kuva 3.13: Uy, vs. Ugs1; u = 30.
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Kuva 3.14: Uk VS. Uk+1§ u=3.

Taulukko 3.2: GP-jakauman parametriestimaatit asymptoottiseen keskivirheeseen pe-
rustuvine luottamusvileineen.

Kynnys u =30 u=3
Parametri | SUE | 95% luottamusvili | SUE | 95% luottamusvili
£ 0.731 [—1.01,2.47] 0.538 [0.163,0.912]
B 198 [3.26, 121] 745 [4.86, 11.4]
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ettei jakaumien toinen momentti ole olemassa. Luottamusvélit ovat kuitenkin
laajat, erityisesti korkeamman kynnyksen u = 30 tapauksessa; téssd havain-
toja on niin vihén (8 kpl) ja estimaattorin otosvarianssi siten niin suuri, ettd
saadut luottamusvilit eivit kerro juuri mitdén. Alarajan negatiivisuus johtuu
jélleen asymptoottiseen keskivirheeseen perustuvien luottamusviélien symmetri-
syydestéd parametrille £.

Tarkastellaan vertailun vuoksi profiiliuskottavuusmenetelmélla saatavia luotta-
musvilejd muotoparametrille. Ndmé on esitetty taulukossa 3.3 alla. Nahd&én,
ettd luottamuvéli ei ole endd symmetrinen: kynnystasolla v = 3 alaraja on
suurempi kuin keskivirheeseen perustuen, samoin yldraja. Ta4ma on tyypillista
vertailtaessa néitd kahta menetelmés luottamusvélien rakentamiseen tapauk-
sessa £ > 0: pakosta symmetrinen keskivirheeseen perustuva menetelmé antaa
usein epduskottavan pienen alarajan, ja toisaalta profiiliuskottavuuden kaytto
huomioi ylérajaan usein liittyvan suuren epidvarmuuden paremmin. Kynnyksen
u = 30 tapauksessa luottamusvélin yldrajaestimaatti on huomattavasti suu-
rempi kuin edelld saatu, ja alarajan médritys numeerisesti epdonnistuu. Téssé
tapauksessa menetelmén kdytto ei siis anna lisdinformaatiota.

Taulukko 3.3: Muotoparametrin € luottamusviilit profiiliuskottavuuteen perustuen.

Kynnys, u I3 95%:n luottamusvili
3 0.538 [0.238,1.01]
30 0.731 [—, 3.85]

Kuvissa 3.15 ja 3.16 on vertailtu sovitettua GP-jakaumaa havaintoihin perustu-
vaan empiiriseen jakaumaan niiden kertyméfunktioita tarkastelemalla. Kuvan
3.15 sovite, vastaten valittua tasoa u = 30, ndyttda sopivan havaintoihin varsin
hyvin, huolimatta siitd ettd empiirinen kertyméfunktio on hyvin sahalaitainen
havaintojen vithyydesti johtuen. Kuvan 3.16 koko dataan (u = 3) sovitettu
GP-jakauma nédyttdd myos vastaavan hyvin havaittua.

Jatketaan ylitemallin sopivuuden tarkastelua tutkimalla tuttuun tapaan to-
dennikoisyys- ja kvantiilikuvaajia. Kuviin 3.17 ja 3.18 on piirretty kuvaajat
tason u = 30 ylitteisiin sovitetulle GP-jakaumalle, ja kuvissa 3.19 ja 3.20 on
vastaavasti todennékoisyys- ja kvantiilikuvaaja tason u = 3 ylitteisiin sovitetul-
le mallille.

Korkeampaa tasoa vastaavan mallin todennikoisyyskuvaaja (kuva 3.17) ndyttad
sopivan kohtalaisen hyvin vahiin hintdhavaintoihin. Matalan tason tapauksessa
sopivuus jakauman alkupééssd on heikohko, mutta néyttda paranevan jakau-
man oikeaa hiintdéd kohti mentéessd (kuva 3.19); erilaisesta skaalauksesta joh-
tuen hannén sopivuus ei kuitenkaan tule selvésti esiin kuvasta, toisin kuin edella.
Matalan tason kuvaajan voidaan katsoa antavan viitteitd siité, ettei asymptoot-
tiseen argumenttiin perustuva GP-jakaumamalli ole perusteltu néin alhaisella
kynnystasolla.

Kvantiilikuvaajista paljastuu selvemmin mallien sopivuus ylitteisiin. Havaitaan,
ettd tason u = 30 ylitteisiin sovitetulla mallillakaan sopivuus &4rimmaéisiin ha-
vaintoihin ei nédyté erityisen hyviltd. Matalan tason v = 3 kohdalla tdm& on
vield hieman heikompi. Tamén epdyhteensopivuuden aiheuttaa olennaisesti kak-
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Kuva 3.15: Onnettomuuskuolemien tason u = 30 henke# ylittdvien havaintojen em-
piirinen kertyméfunktio vs. GPD-sovite.
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Kuva 3.16: Onnettomuuskuolemien tason w = 3 henkeé ylittdvien havaintojen empii-
rinen kertyméfunktio vs. GPD-sovite.
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si adrimmaista havaintoa, jotka ovat kooltaan omassa luokassaan muihin havain-
toihin verrattuna (ks. kuva 3.10). Tarkastellussa aineistossa ndmé todella ovat
darimmaéisia havaintoja suhteessa muuhun dataan.
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Kuva 3.17: Todennikéisyyskuvaaja onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-
mallille; v = 30.

Kuvissa 3.21 ja 3.22 on esitetty onnettomuuskuolemien toistumistasokuvaajat
tasojen u = 30 ja w = 3 ylitteisiin sovitetuille malleille vuositasolla. Kuviin
on piirretty my6s havaittu data. Sopivuus havaintoihin etenkin korkeamman
kynnyksen tapauksessa vaikuttaa kohtuulliselta, ja erityisesti havainnot ovat
95 %:n asymptoottisten delta-menetelméin perustuvien luottamusvilien sisalla.
My6s matalamman kynnyksen kohdalla likipitden kaikki havainnot siséltyvét
saatuun 95 %:n luottamusviliin.

Yl1l& olevista toistumistasokuvaajista havaitaan mm., ettd alempi 95 %:n luot-
tamusvali menee luottamusvilien symmetrisyydesté johtuen toistumisperiodin
kasvaessa negatiiviseksi, miké ei tietenkdédn ole mahdollista taustalle olevaa il-
mioté ajatellen. Tarkastellaan vield profiiliuskottavuusmenetelméén perustuvia
luottamusvélejé, joilla padstddn yleensd parempaan tarkkuuteen. Tilan siésté-
miseksi esitetddn kuvaajat vain korkeampaa kynnystasoa vastaavalle mallille:
kuvassa 3.23 on profiiliuskottavuus 100-vuoden toistumistasolle ja kuvassa 3.23
vastaavasti 1 000-vuoden toistumistasolle. Molemmista kuvaajista havaitaan
luottamusvalien erittdin vahva epdsymmetrisyys, mikd johtuu jakauman oikeaa
hantda koskevasta suuresta epdvarmuudesta.

Taulukossa 3.4 on vertailtu delta- ja profiiliuskottavuusmenetelmilld saatuja
luottamusvéleja eri malleissa. Luottamusvélejd ja taulukkoon kerdttyjd piste-
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Kuva 3.18: Kvantiilikuvaaja onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-mallille; u =
30.
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Kuva 3.19: Todenn#koisyyskuvaaja onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-
mallille; v = 3.
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Kuva 3.20: Kvantiilikuvaaja onnettomuuskuolemadataan sovitetulle GP-mallille; u =
3.
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Kuva 3.21: Onnettomuuskuolemien toistumistasokuvaaja GPD-mallissa (v = 30)
luottamusvéleineen.
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Kuva 3.22: Onnettomuuskuolemien toistumistasokuvaaja GPD-mallissa (u = 3) luot-

tamusviéleineen.
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Kuva 3.23: Profiiliuskottavuus onnettomuuskuolemien
GPD-mallissa (u = 30).
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Kuva 3.24: Profiiliuskottavuus onnettomuuskuolemien 1 000-vuoden toistumistasolle
GPD-mallissa (u = 30).

estimaatteja tarkastellessa taytyy noudattaa varovaisuutta suurempia toistu-
misperiodeja tulkittaessa, silld ekstrapolointiin havaintojen ulkopuolelle liittyy
tassé sovelluksessa erittéin suurta epdvarmuutta, kuten edelld useaan otteeseen
havaittiin. Havainnollistuksen vuoksi niinkin suuri toistumisperiodi kuin 10 000
vuotta on kuitenkin otettu mukaan taulukkoon: On selvii, etta téllaisesta ta-
sosta ei pystytd 100 vuoden havaintodatan perusteella sanomaan realistisesti
ottaen juuri mitdin puhtaasti tilastollisen mallin keinoin, mutta luvut yhdessé
muiden toistumistasojen kanssa antavat kuitenkin tuntumaa malliin.

Korkeampaa kynnystasoa u = 30 vastaavan mallin kohdalla 1 000- ja 10 000-
vuoden toistumistasojen luottamusvilit eroavat valtavasti delta- ja profiilius-
kottavuusmenetelmien vililld. Profiiliuskottavuusmenetelmén antamat luotta-
musviélin alarajat ovat sinénsé jarkevid, vaikka vaikuttavatkin aivan liian pie-
niltd kun huomioon otetaan — datan ilmentdmén informaation ulkopuolinen —
tietdmys taustalla olevan ilmion luonteesta eli fysikaalisesti mahdollisten kata-
strofien suuruudesta. 1 000- ja 10 000-vuoden kohdalla profiiliuskottavuusme-
netelmén luottamusviélien asymmetrisyys on jo ddrimméisen suurta, ja taytyy
tulkita niin, ettd dataan sovitetun GP-mallin perusteella kdytidnnossd minké
tahansa suuruiset onnettomuudet ovat mahdollisia.

Vaikka kvantiilikuvaaja korkeamman tason u = 30 ylitteisiin sovitetulle mallille
ei naytakadn erityisen hyvaltd kahden ddrimmaéisen havainnon osalta, voidaan
mallia silti pitda kohtuullisena kaikki muut tarkastelut huomioiden. Havaittu
data ei yksinkertaisesti sisalld riittdvasti informaatiota sen kokoluokan onnetto-
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Taulukko 3.4: Delta-menetelméin ja profiliuskottavuuteen perustuvat 95 %:n luotta-
musvilit onnettomuuskuolemien toistumistasoille GPD-malleissa.

u=3 Delta-menetelmé Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE 95% CI SUE 95% CI
10 27 [18, 36] 27 [19, 42]
100 120 [32,210] 120 [63,410]
1 000 440 [—150, 1030] 440 [142,4130]
10 000 1540 | [-1570,4660] | 1540 | [270,41800]
u =30 Delta-menetelma Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE 95% CI SUE 95% CI
10 26 [14, 38] 26 -
100 127 [—1,260] 127 [60,6090]
1 000 670 | [-1680,3030] | 670 | [140,38-10°]
10 000 3600 | [—20600,27800] | 3600 | [180,270 - 10°]

muuksista (suhteessa muihin havaintoihin) joita tarkastelujakson aikana on kui-
tenkin havaittu kaksi. Tarkastellaan seuraavaksi mahdollista keinoa ongelman
lieventédmiseksi.

3.2.2 Laajennettu aineisto

Kuten edelld havaittiin, suomalaisia kohdanneista suuronnettomuuskuolemista
on niin vidhén havaintoja, ettd — havaintoihin perustuvien — tilastollisten me-
netelmien kiytto on ongelmallista. Airiarvoteoriaan perustuvia menetelmié so-
veltaen katastrofikuolemille saatiin rakennettua todennikoisyysjakauma, joka
sindnsé vaikuttaa jarkevaltd kédytettdvissd olevien kriteerien suhteen tarkastel-
tuna, mutta johon liittyy suuri epdvarmuus laajojen luottamusvilien muodos-
sa.

Kuvatunlainen tilanne on tuttu jilleenvakuutuksesta, jossa saattaa syntyé tilan-
ne, ettd tietyntyyppinen riski pitédisi hinnoitella, vaikkei siihen liittyvista tap-
pioista ole kokemusta (experience) olemassa. T#lloin standardi menettelytapa on
etsid markkinoilta tietoa mahdollisimman samankaltaisista riskeisté, ja kayttéaa
tata informaatiota tukena hinnoittelussa.

Pyritdéan seuraavassa tarkentamaan mallia kdyttamalld laajennettua tilastoai-
neistoa, joka sisdltdd Ruotsin kokemuksen. Yhdistetdédn siis edelld kuvattuun
suomalaisia koskevaan aineistoon vastaava, ruotsalaisia kohdanneista (ja yli
kolme henke# vaatineista) onnettomuuskuolemista keriitty aineisto samalta ai-
kavililtd.? Yhdistimisen katsotaan olevan perusteltua, koska Ruotsia voidaan
pitdd ldhinnd Suomea muistuttavana maana (alueena, populaationa), ja niiden
kahden maan maantieteelliset ja taloudelliset olosuhteet ovat toisiinsa verratta-
via (vrt. myos kohdan 3.1 yleiseen keskusteluun).

Koska tarkoituksena kuitenkin on rakentaa todennékoisyyspohjainen malli ku-
vaamaan suomalaisten katastrofikuolemien sattumista eik& suomalaisten ja ruot-

8 Aineisto koostuu julkisista lihteistd kerityistd tiedoista; ks. ruotsinkielinen Wikipedia
(sv.wikipedia.org), kategoria ”Olyckor”, artikkeli ”Lista over katastrofer efter antalet doda
svenskar” .
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salaisten yhteisté katastrofikuolleisuutta, vaikuttaa ilmeiselté ettd jonkinlaista
skaalausta tarvitaan ennen yhdistetyn aineiston tai sen perusteella estimoidun
mallin kdyttod. Koska onnettomuuskuolemia maiden valilld voidaan pitdé toi-
sistaan riippumattomina, estimoidaan vahinkojen suuruusjakauma suoraan yh-
distetysti aineistosta (ks. kuitenkin seuraava kappale). Sen sijaan yhdistetysti
aineistosta estimoitu vahinkojen sattumisfrekvenssi on selviésti lilan suuri, kos-
ka se siséltdd molempien maiden onnettomuudet tarkastelujaksolta. Vaihtoeh-
toina on kayttdd Suomen aineiston perusteella méadritettya sattumisfrekvenssia,
tai esimerkiksi maiden ”keskiarvoista” frekvenssid. Tédhéan palataan tarkemmin
tuonnempana.

Aineistoja yhdistéessd tdytyy huomioida muutamia seikkoja. Erityisesti yhtei-
set vahingot voi olla tarpeen siivota pois aineistosta niin, ettei sama tapahtuma
esiinny datassa useaan kertaan. Vahingojen suuruuksien (lasketaanko vahingot
yhteen, otetaanko mukaan suurempi vahinko, jne.) sekd vahinkotapahtumien
poiston sattumisfrekvenssivaikutuksen tarkka késittely riippuu sovelluksesta ja
mallin kdyttotarkoituksesta. Téssé tapauksessa aineistossa oli kaksi padllekaista
onnettomuutta, matkustajalaiva Estonian uppoaminen 28.9.1994 (suomalaisia
kuoli 10, ruotsalaisia 552) ja Intian valtameren tsunami 26.12.2004 (suoma-
laisia kuoli 179, ruotsalaisia 543). Otetaan Estonian osalta mukaan suoraan
Ruotsin aineiston kuolemien mé#érd (ja poistetaan vastaava Suomen aineiston
rivi yhdistetystii aineistosta), koska on ajateltavissa, ettii timén kokoluokan
onnettomuus voisi tapahtua myos suomalaisia tdynné olevalle laivalle. T'suna-
mikuolemien osalta pétee sama periaate; koska Ruotsin viestd on kuitenkin n.
1.75-kertainen Suomen viestoon verrattuna, myos ruotsalaisia turisteja voidaan
ajatella olevan enemmén. Skaalataan siis tsunamissa kuolleiden ruotsalaisten
lukuméérd vikilukujen suhteella (vuoden 2011 lopussa), jolloin saadaan kuo-
lintapausten lukumaériksi kokonaisluvuksi pyoristettyna 316. Kaytetdan téata
lukua yhdistetyssé aineistossa. Mitéd havaintojen poistamisen frekvenssivaiku-
tukseen tulee, vaikutusta ei ole, jos kiytetddn vain Suomen aineistosta estimoi-
tua frekvenssid. Sen sijaan poistetut havainnot tulee huomioida (lisété takaisin
vahinkojen lukuméiriin), jos kiytetddin maiden keskiarvofrekvenssii.

Taulukossa 3.5 on esitetty joitakin tunnuslukuja edelld kuvatulla tavalla saa-
dulle yhdistetylle onnettomuuskuolema-aineistolle. Havaintoja tarkastelujaksol-
ta 1.1.1910 — 31.12.2009 on yhteensi 139 kpl, ja suurin néistd on 552 kuollutta
Estonian uppoamisessa.

Taulukko 3.5: Tilastollisia tunnuslukuja suomalaisten ja ruotsalaisten yhdistetylle
onnettomuuskuolemadatalle.

n min | max | mediaani | moodi | keskiarvo | keskihajonta | IQR
139 4 552 9 4 19.6 54.5 11.0

Kuvassa 3.25 on visualisoitu havaintoaineisto. Ndhd&én, etté téssd tapauksessa
suurin havainto eroaa selkeéisti muista, ja kaksi suurinta taas jéljelle jéavista.
My6s kolmanneksi suurin havainto eroaa suuruusluokaltaan lopuista. Jo kuvan
perusteella ndhdéén, etté alla oleva datan generoineen ilmion todenn#koisyysja-
kauma vaikuttaa erittédin paksuhéantiiselta.

Tarkastelut kynnystason valitsemiseksi (ei nédytetty) viittaavat yhdistetyn ai-
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Onnettomuuksia 1.1.1910 - 31.12.2009: Yhdistetty aineisto
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Kuva 3.25: Suuronnettomuuksia paiviméirin mukaan, yhdistetty aineisto.

neistonkin tapauksessa siihen, ettd taso u = 30 voisi olla perusteltu. Valitaan
tama.

Aineistossa on 13 tason 30 ylittdvdd onnettomuutta (ks. kuva 3.26). Taméi on
suhteellisesti suuri lisdys verrattuna pelkkéén suomalaisia koskevaan onnetto-
muuskuolema-aineistoon, jossa oli 8 saman tason ylitystd, mutta absoluuttisesti
edelleen hyvin pieni havaintojen lukumééra tilastolliseen analyysiin. Kuten edel-
lisessé osiossa, tarkastellaan vertailun vuoksi myo6s koko aineistoon sovitettua
mallia, joka siis vastaa kynnystasoa u = 3.

Tarkastellaan ylitteiden sattumisten Poisson-jakautuneisuutta edellisen osion
mukaisesti havaintodataa koskevan iid-oletuksen testaamiseksi. Kuvissa 3.27 ja
3.28 on esitetty muunnettuihin ylitysten vélisiin odotusaikoihin perustuvan suu-
reen empiirinen jakauma. Kuviin patevét pitkalti samat huomiot kuin edelli-
sessé osiossa tarkastellun datan kohdalla. Tason u = 30 tapauksessa ylitykset
vaikuttavat selvésti Poisson-jakautuneilta. Tason u = 3 kohdalla puolestaan on
havaittavissa, ettei evidenssi ylitysten Poisson-jakautuneisuudesta (muunnet-
tujen odotusaikojen tasajakautuneisuudesta) ole tissi tapauksessa aivan yhté
vahvaa, vaikka empiirinen jakauma 95 % luottamusvilien sisilld pysyykin, ja
siten Poisson-jakautuneisuusoletusta ei hylédta tarkastellulla merkitsevyystasol-
la.

Vierekkéisten ylitysaikojen riippumattomuuden tarkastelu edellisen osion ta-
paan (ei ndytetty) johtaa samaan lopputulokseen kuin pelkiistdén suomalaisia
koskevan datan kohdalla; tason u = 30 ylitteitd on niin vdhén, ettd tatd vas-
taava kuvaaja ei ole kovin informatiivinen, mutta kumpaakaan tasoa vastaava
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Onnettomuuksia 1.1.1910 - 31.12.2009: Yhdistetty aineisto
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Kuva 3.26: Yhdistetty onnettomuuskuolemadata ja tason u = 30 ylitteet.
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Kuva 3.27: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen Uy, empiirinen jakauma
(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvéleineen; u = 30.
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Kuva 3.28: Muunnettuihin odotusaikoihin perustuvan suureen Uy empiirinen jakauma
(sininen viiva) tasajakaumaa vastaan luottamusvéleineen; u = 3.

kuvaaja ei anna aihetta hyldté ylitysten Poisson-jakautuneisuusoletusta tdmén
testin perusteella. Johtopéatos on siis — kuten edellisessé osiossa — etté ylitykset
sattuvat homogeenisen Poisson-prosessin mukaisesti. Tdmé tarkoittaa, etta yli-
temenetelmén (ja POT-mallin) taustaoletukset tiyttyvit niiltd osin, ja tason
u ylityksien sattumista seké toisaalta ylitteiden suuruutta voidaan mallintaa
erikseen.

Sovitetaan yleistetty Pareto-jakauma tasojen u = 30 ja u = 3 ylitteisiin. Tau-
lukossa 3.6 on esitetty suurimman uskottavuuden menetelmélld saadut GP-
jakauman parametriestimaatit, sekd niiden keskivirheeseen perustuvat 95 %
luottamusvélit. Nahdédén, ettd matalan tason u = 3 ylitteisiin sovitettu malli
antaa ldhes saman estimaatin muotoparametrille £ kuin edellisessé osiossa saa-
tiin, mutta lyhyemmilld luottamusvéleilld. Tason w = 30 ylitteisiin sovitettu
malli antaa muotoparametrin estimaatiksi € = 1.26, miké viittaa #drimméisen
paksuhéntéiseen jakaumaan; kun £ > 1, ei jakauman ensimmé&inen momentti-
kaan ole olemassa.

Taulukko 3.6: GP-jakauman parametriestimaatit asymptoottiseen keskivirheeseen pe-
rustuvine luottamusvileineen.

Kynnys u =30 u=3
Parametri | SUE | 95% luottamusvali | SUE | 95% luottamusvéli
13 1.26 [—0.086, 2.60] 0.522 [0.294,0.750]
B 15.1 [4.207 54.0] 6.83 [5.22,8.93]
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Profiiliuskottavuusmenetelmééin perustuvat luottamusvilit muotoparametrille
on esitetty taulukossa 3.7 alla. Matalammalle tasolle luottamusvéli on hyvin
samankaltainen kuin keskivirheeseen perustuva. Korkeamman tason kohdalla
luottamusvéli sen sijaan on selvésti epdsymmetrisempi, ja erityisesti alaraja on
sindlldén uskottava, toisin kuin taulukossa 3.6. 95 % luottamusvélin alarajat
ovat profiiliuskottavuusmenetelmélla hyvin ldhelld toisiaan molempiin kynnys-
tasoihin sovitettujen mallien kohdalla.

Taulukko 3.7: Muotoparametrin £ luottamusviilit profiiliuskottavuuteen perustuen.

Kynnys, u I3 95%:n luottamusvili
3 0.522 [0.329,0.790]
30 1.26 [0.362, 3.46]

Kuvaan 3.29 on piirretty tason u = 30 ylitteiden empiirinen kertymafunktio
ja tata vastaava sovitettu GP-jakauma. Empiirisen kertyméfunktion diskreetin
luonteen huomioiden sovitus néyttad hyvéalta.

0.9f /—l d

Empiirinen
GPD-sovite

0.2 b

100 200 300 400 500

Kuva 3.29: Onnettomuuskuolemien tason u = 30 henked ylittdvien havaintojen em-
piirinen kertyméfunktio vs. GPD-sovite; yhdistettu aineisto.

Myo6s todennéakoisyyskuvaajan perusteella tason u = 30 ylitteitd vastaavan mal-
lin sopivuus havaintoihin on varsin hyvéd (kuva 3.30). Kvantiilikuvaaja (kuva
3.31) puolestaan tuo esiin saman ongelman kuin edellisessé osiossa: koko (ta-
son u) ylitedataan sovitettu malli ei sovikaan kovin hyvin kahteen (tai kolmeen)
ddrimmaisimpéaédn havaintoon. Néiden darihavaintojen suuruusluokka eroaa, ku-
ten edelld néahtiin, selvéasti kaikista muista havainnoista. Tamé viittaa siihen,
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ettd ndiden darihavaintojen mallintamisen ja GP-jakauman asymptoottisen luon-
teen nidkokulmasta pienimmét GP-jakauman sovitukseen mukaan otetut ha-
vainnot ovat mahdollisesti lilan pienid, ja kéytettyd kynnystasoa w tulisikin
ehkéd nostaa. Taté kokeiltaessa kynnystason kasvattaminen ei kuitenkaan olen-
naisesti muuttanut tilannetta, ja tietyn pisteen jialkeen GP-jakauman sovitta-
minen suurimman uskottavuuden menetelmélld ei end#d onnistu havaintojen
vihyyden vuoksi. Paddytadn siis jilleen siihen johtopéddtokseen, ettd — kos-
ka ddrimmaéisid havaintoja téssé sovelluksessa ei pidetd poikkeavina (outlie-
reinéi), vaan kaikista arvokkaimpina havaintoina — kéytettivissi olevat havain-
not eivit yksinkertaisesti sisilld riittdvésti informaatiota ilmion taustalla olevan
todenn#koisyysjakauman hénnén tarkkaa tilastollista kuvaamista varten.

Vertailun vuoksi kuvissa 3.32 ja 3.33 on esitetty todennékoisyys- ja kvantiili-
kuvaajat koko aineistoon, eli tason u = 3 ylitteisiin, sovitetulle GP-jakaumalle.
Kvantiilikuvaaja viittaa selvésti siithen, ettd taso v = 3 on lilan matala, jotta
asymptoottiseen argumenttiin perustuva GP-jakauma-approksimaatio eli ylite-
jakauman approksimoiminen GP-jakaumalla olisi perusteltua.
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Kuva 3.30: Todennikéisyyskuvaaja yhdistettyyn onnettomuuskuolemadataan sovite-
tulle GP-mallille; v = 30.

Tasoa u = 30 vastaavan mallin perusteella saatu toistumistasokuvaaja on piir-
retty kuvaan 3.34. Vaikka estimoidut toistumistasot eroavat havaituista kor-
keimpien havaintojen kohdalla, ovat havainnot delta-menetelméén perustuvien
95 %:n luottamusvilien sisilld lukuun ottamatta toiseksi suurinta havaintoa,
joka ja& niukasti luottamusvélin ulkopuolelle. Tasoa u = 3 vastaavan mallin
kohdalla (kuvaajaa ei nédytetty) suuremmat havainnot jiivit selkedisti mallin
implikoimien toistumistason luottamusvélien ulkopuolelle.
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Kuva 3.31: Kvantiilikuvaaja yhdistettyyn onnettomuuskuolemadataan sovitetulle
GP-mallille; v = 30.
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Kuva 3.32: Todenniikoisyyskuvaaja yhdistettyyn onnettomuuskuolemadataan sovite-
tulle GP-mallille; u = 3.
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Kuva 3.33: Kvantiilikuvaaja yhdistettyyn onnettomuuskuolemadataan sovitetulle
GP-mallille; u = 3.
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Kuva 3.34: Onnettomuuskuolemien toistumistasokuvaaja GPD-mallissa (v = 30)
luottamusvéleineen; yhdistetty aineisto.
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Kuvissa 3.35 ja 3.36 on esitetty profiiliuskottavuuskuvaaja seké profiiliuskot-
tavuuteen perustuvien luottamusvélien méaardytyminen 100- ja 1 000-vuoden
toistumistasoille tason u = 30 ylitteisiin perustuvassa mallissa. Jo sadan vuoden
toistumistasoa vastaavasta kuvaajasta ndhdéén luottamusvilien erittdin voima-
kas asymmetrisyys ja yldrajaan liittyvéd epdvarmuus. Tuhannen vuoden toistu-
mistasoa vastaavan profiiliuskottavuuskuvaajan kohdalla ndmé piirteet ovat niin
voimakkaita, ettd havainnollisuuden siilyttdmiseksi kuvaaja on vélttaméatonta
esittdad logaritmisella skaalalla.
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Kuva 3.35: Profiiliuskottavuus onnettomuuskuolemien 100-vuoden toistumistasolle
yhdistettyyn aineistoon perustuvassa GPD-mallissa (u = 30).

Taulukossa 3.8 on piste-estimaatit seké delta- ja profiiliuskottavuusmenetelmiin
perustuvat luottamusvélit toistumisperiodeita 10, 100, 1 000 ja 10 000 vuotta
vastaaville toistumistasoille. Tason u = 30 ylitteisiin sovitetun mallin antamien
toistumistasojen lisdksi taulukossa on esitetty vertailun vuoksi my6s koko ai-
neistoon sovitetun mallin antamat luvut, vaikka tdtd mallia ei voikaan edelld
esitetyn tarkastelun perusteella pitdéd perusteltuna kuvauksena havaintojen ja-
kauman hénnésta.

Toistumistasoihin pétee jo edellisen osion lopussa vastaavan tarkastelun yh-
teydessd sanottu. Korkeampia toistumistasoja koskeviin lukuarvoihin on syyta
suhtautua asianmukaisella varauksella, ottaen huomioon ekstrapolaation aste.
Profiiliuskottavuusmenetelméilld saatavat luottamusvilit ovat yleensd kidytén-
nossé aina tarkempia kuin delta-menetelmélld saadut keskivirheeseen perustu-
vat, mutta téissi tapauksessa luottamusvélit ovat suuremmilla toistumistasoilla
varsin epainformatiivisia. Olennaisesti mallin mukaan miten suurten tahansa on-
nettomuuksien sattuminen voi olla mahdollista, tai téllaisten onnettomuuksien
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Kuva 3.36: Profiiliuskottavuus onnettomuuskuolemien 1 000-vuoden toistumistasolle
yhdistettyyn aineistoon perustuvassa GPD-mallissa (u = 30).

Taulukko 3.8: Delta-menetelméiin ja profiliuskottavuuteen perustuvat 95 %:n luotta-
musvilit onnettomuuskuolemien toistumistasoille yhdistettyyn aineistoon perustuvis-
sa GPD-malleissa.

u=3 Delta-menetelmé Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE 95% CI SUE 95% CI
10 42 [30, 53] 42 [31,61]
100 160 [69, 260] 160 [94, 390]
1 000 560 [24, 1100] 560 [220, 2400]
10 000 1900 [—710,4500] 1900 [510, 15000]
u =30 Delta-menetelma Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE 95% CI SUE 95% CI
10 35 [24, 46] 35 [31,45]
100 320 [—220, 860] 320 [100, 18000]
1 000 5400 [—17000, 28000] 5400 | [360,47-10°]
10 000 98000 | [—560 - 10%,750 - 10°] | 98000 | [1000,130 - 10]
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mahdollisuutta ei voida sulkea kédytetyn mallin perusteella pois malliparamet-
reihin liittyva epdvarmuus huomioiden.

Tilanteen ollessa tdmé sovitettua GP-mallia voidaan kuitenkin pitdd kohtuulli-
sena kuvauksena onnettomuuskuolemadatasta kaytettévisséd olevan tilastollisen
informaation pohjalta.

3.2.2.1 Skaalattu malli

Edelld tarkasteltu malli, mukaan lukien tarkastellut toistumistasot, koski yhdis-
tettyd aineistoa, eli kuvasi (muutamaa pientd muokkausta lukuun ottamatta)
Suomen ja Ruotsin yhteistd katastrofikuolleisuutta. Tdmén luvun sovelluksen
tavoitteena on kuitenkin ensisijaisesti kuvata suomalaisten onnettomuuskuo-
lemia. Kuten edellisen osion alussa mainittiin, timéan saavuttamiseksi onnet-
tomuuksien sattumisfrekvenssid tulee muuttaa maiden yhteenlasketusta sattu-
misfrekvenssistd Suomen kokemusta vastaavaksi. Onnettomuuksien suuruutta
(tason u ylidpuolella) kuvaavaksi jakaumaksi sen sijaan otetaan suoraan yhdis-
tetystéd aineistosta estimoitu GP-jakauma.

Todennékoisyys tapahtumalle, ettd taso u ylitetdén, ehdolla ettd taso ug < u
on ylitetty, voidaan estimoida suoraan havaintodatasta: valitaan ug = 3 (datan
kynnystaso) ja olkoon tasojen wug ja w ylityksien lukuméirit n ja k. Télloin
saadaan estimaatti

k
P(X > ulX > ug) = e

Ylityksien suhteellinen osuus k/n on myés yo. todennikéisyyden suurimman us-
kottavuuden estimaattori, kun ylityksien lukuméaran oletetaan olevan binomi-
tai Poisson-jakautunut.

Sattumistodennékoisyyksien tai —frekvenssien tarkastelua vaikeuttaa se seik-
ka, ettei havaintoaineistossa ole selkedd struktuuria. Havainnot eivdt ole ta-
savalisid, eika niithin pystyta liittdmaan yksikésitteisté aikayksikkoa: vaikka esi-
merkiksi havainnot on keréitty péaivéitasolla, eikd aineistossa ole useampaa sa-
mana piivani tapahtunutta onnettomuutta, tAméi ei kuitenkaan tarkoita sité,
etteikd onnettomuuksia voisi sattua useampia samana péiviani. Koska suurien
onnettomuuksien sattuminen kuitenkin on hyvin harvinaista, valitaan tarkaste-
lun perusaikayksikoksi yksi vuosi, miké on kdtevaa myos tuloksien tulkinnan ja
esittdmisen kannalta. Télloin vuositason todennékoisyys sille, ettd datan kyn-
nystaso ug = 3 ylitetddn, voidaan havaintoaineiston perusteella estimoida

P(X > ug) = nﬂ
Yy

misséd n on havaintojen lukumééré, ja n, on havaintovuosien lukuméira. Ta-
pahtuman X > u todennikéisyys vuositasolla on nyt suoraviivaisesti
k
P(X > u) =P(X > ulX > up)P(X > up) = o
Yy

eli otoskeskiarvo (ylityksid per vuosi).
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Tason u = 30 vuotuisen ylitystodennékoisyyden estimaatti yhdistetyssa aineis-
tossa on 5\y = 13/100 = 0.13, kun se suomalaisia koskevan aineiston perus-
teella on \ = 8/100 = 0.08. Kuvaan 3.37 on piirretty toistumistasokuvaa-
ja edellisen osion GP-ylitejakaumaan ja suomalaisia koskevan datan ylitysto-
dennikoisyyksiin perustuen, seké liséiksi Suomen datan havainnnot. Toistumis-
tasokuvaajan sopivuus havaintoihin osoittautuu nyt erittdin hyvéksi.
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Kuva 3.37: Onnettomuuskuolemien toistumistasokuvaaja yhdistettyyn aineistoon
perustuvassa GPD-mallissa (v = 30) Suomen dataa vastaavalla sattumisto-
dennikoisyydellé.

Taulukossa 3.9 alla on esitetty 10-, 100-, 1 000- ja 10 000-vuoden toistumistasoes-
timaatit asymptoottisine luottamusvileineen yhdistettyyn aineistoon perustu-
vassa GPD-mallissa Suomen dataa vastaavalla sattumistodennékoisyydella.

Taulukko 3.9: Delta-menetelméiin ja profiliuskottavuuteen perustuvat 95 %:n luotta-
musvilit onnettomuuskuolemien toistumistasoille yhdistettyyn aineistoon perustuvas-
sa skaalatussa GPD-mallissa.

u = 30 Delta-menetelma Profiiliuskottavuus
Toistumisperiodi | SUE 95% CI SUE 95% CI
10 27 [18,37] 27 -
100 180 [—220, 580] 180 [75, 3500]
1 000 3000 [—20000, 26000] 3000 | [280,8.9-10°]
10 000 53000 | [—660 - 10%,770 - 10°] | 53000 | [820,25 - 10

Jos verrataan suomalaisia koskevan onnettomuuskuolemadatan empiirisid to-
dennikoisyyksia GP-mallin antamiin, ja havaittuja kvantiileja mallikvantiilei-
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hin, saadaan kuvat 3.38 ja 3.39. Erityisesti kvantiilikuvaajan perusteella aiem-
min havaittu ongelma ylitejakauman sopimattomuudesta darimméisimpiin ha-
vaintoihin (ks. esimerkiksi kuva 3.17) on pitkilti poistunut.
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Kuva 3.38: Todennikoisyyskuvaaja: suomalaisia koskeva onnettomuuskuolemadata
vs. yhdistetty skaalattu malli; v = 30.

3.2.3 Pisteprosessit

Edellisten osioiden testien perusteella tason u = 30 (ja jo tason u = 3) yli-
tyksid tarkasteltavassa onnettomuuskuolemadatassa voidaan pitda homogeeni-
sena Poisson-prosessina. Tamé tarkoittaa, ettéd ylitteiden sattumisaikoja ja nii-
den suuruuksia voidaan tarkastella erillisind komponentteina (ns. Poisson-GP—
malli). Sovitetaan seuraavassa vertailun vuoksi pisteprosessimalli kerralla koko
ylitedataan {(¢;,%;) : i =1,...,k}, missi N, = k on havaittu tason u ylitysten
lukumééri. Pisteprosessildhestymistapa mahdollistaa myos epéstationaaristen
mallien sovittamisen dataan luontevasti, kuten aiemmin on n&hty. Tutkitaan,
pystytadanko epdhomogeenisen kaksiulotteisen Poisson-prosessin kiaytolld paran-
tamaan mallin sopivuutta dataan perus-POT-malliin verrattuna.

Aloitetaan sovittamalla ylitteisiin perusmuotoinen POT-malli eli ajan suhteen
homogeeninen Poisson-pisteprosessi intensiteetilld

At ) = Az) = % <1 et u>—1/g—1

g

pisteessd (t,2) € E = (0,n] x (u,00); ks. osiot 1.4 ja 2.6. Parametriestimaa-
teiksi tason u = 30 ylitteitd tarkasteltaessa saadaan ainoastaan suomalaiset
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Kuva 3.39: Kvantiilikuvaaja: suomalaisia koskeva onnettomuuskuolemadata vs. yh-
distetty skaalattu malli; © = 30.

sisdltaville aineistolle
0= (¢, 0,6) =(0.731,7.13,3.13),
ja yhdistetylle aineistolle

0= (¢ f1,6) = (1.26,18.9,1.16),

Muotoparametrien £ estimaatit ovat samat kuin edelld saatiin suoralla GP-
jakauman sovittamisella, ja mallin implikoimiksi GP-jakauman skaalaparamet-
reiksi 3 saadaan yhteyttd 8 = o 4+ &(u — p) kéiyttamalld 19.8 ja 15.1, kuten
edelld. POT-mallin maksimoiduksi log-uskottavuudeksi saadaan suomalaisten
datalle -66.0 ja yhdistetylle aineistolle -104.1. Merkitain mallia M.

3.2.3.1 Epidhomogeeninen Poisson-pisteprosessi

Tarkastellaan ajan suhteen epihomogeenista Poisson-prosessimallia intensitee-
tilla o
1 z—p(t)) ST
— (1+ £(t>7“() 7
o(t) o(t)
misséd mallin parametrisoinniksi otetaan seuraavat:
e malli My: 6= (& pu(t),o), missd u(t) = Ko + Kit,
e malli My: 6 = (& p,0(t)), missd o(t) = efotrt,

At,x) =
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Vertailukohtana kéytetddn edellisen osion ajan suhteen homogeenista POT-
mallia, jota merkittiin M. Tarkastellaan jatkossa tilan sdéstémiseksi vain tasoa
u = 30 ja sen ylittdvien havaintojen muodostamaa dataa.

Malli M. Sovitetaan malli yhdistettyyn aineistoon kéyttden kynnystasoa
u = 30. Suurimman uskottavuuden menetelmalld mallin parametriestimaateiksi
saadaan

0 = (&, ko, R1,0) = (1.10,20.7, —0.113,1.86).

Maksimoidun log-uskottavuuden arvo on -103.8. Verrataan mallia M; perus-
malliin Mg: uskottavuusosamééritestin testisuureen arvoksi saadaan

D =2 (l3(My) —lo(Mp)) = 2(-103.8 — (—=104.1)) = 0.6,

miki on pieni x?-jakauman skaalalla. Esimerkiksi luottamustasoa 95 % vastaa-
va kriittinen taso on cg g5 = 3.84 > D. Siis malli M; ei paranna mallia M,
tilastollisesti merkitsevéasti.

Pelkkaan suomalaisia koskevaan aineistoon sovitettuna mallin M7 maksimaali-
seksi log-uskottavuudeksi saadaan -65.4, jolloin testisuureen arvoksi tulee D =
1.2 < ¢g05. Siis johtopddtos on sama, trendi lokaatioparametrissa ei paranna
mallia.

Malli M. Maksimoimalla log-uskottavuus yhdistettyyn aineistoon sovitetun
mallin parametrien SU-estimaateiksi tulee

6 = (£, ko, R1,6) = (1.28,19.4,0.500, —0.0091),

ja maksimaalinen log-uskottavuuden arvo on -103.9. Perusmalliin M verrat-
taessa testisuureen arvoksi saadaan néin

D =2 (la(M3) — log(Mp)) = 2(-103.9 — (-104.1)) = 0.4.

Malli M, ei siis paranna perusmallia. Tulos on sama vertailukohtana kéytetyn
vain suomalaisia koskevat onnettomuudet sisdltédvan aineiston kohdalla: dataan
sovitetun mallin log-uskottavuus on maksimissa -65.3, ja testisuureen arvo on
D =14<cyos5-

Vertailun vuoksi edelld tarkastellut mallit sovitettiin my6s tason u = 3 ylit-
teisiin, eli koko havaintoaineistoon. Trendi skaalaparametrissa o (malli Ms) ei
néissikddn tapauksissa parantanut perusmallia tilastollisesti merkitsevésti 95
%:1n luottamustasolla. Sen sijaan trendin lokaatioparametrissa p sisiltdvid mal-
lia M perusmalliin verrattaessa uskottavusosaméirétestisuureiden D arvoiksi
saadaan suomalaisten aineistolle 6.8 ja yhdistetylle aineistolle 28.6. Esimerkiksi
merkitsevyystasolla @ = 0.01 kriittinen arvo on cgg; = 6.63, eli testi osoit-
taa vahvaa evidenssié trendin siséltdvan mallin M; puolesta, ja perusmalli M,
téssé tapauksessa hylatadn. Taytyy kuitenkin muistaa, ettd tason u = 3 ylittei-
siin sovitetut mallit osoittautuivat riittdmattémiksi suuronnettomuuksien ku-
vaamiseen. Parametrin x; eli trendisuoran kulmakertoimen estimaatti on mo-
lemmissa tapauksissa positiivinen, suomalaisten aineistolle 0.080 ja yhdistetylle
aineistolle 0.10. Tami selittynee silld, ettd tarkastelujakson alussa (1920-luvun
tienoilla) on datassa havaittavissa pitkid ”tyhjd” jakso ilman onnettomuuksia,
kun taas tarkastelujakson loppuun sijoittuu suurin tai kaksi suurinta havaittua
onnettomuutta.
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3.3 Onnettomuuskuolemariskin mittaamisesta

Edella kaytettiin toistumistasoja onnettomuuskuolemien jakauman hannan ku-
vailemiseen. Toistumistaso kuvaa suoraan ilmioon liittyvéa riskié: esimerkiksi
100-vuoden tapahtumaa (toistumisperiodia) vastaava toistumistaso on sellai-
nen ilmion taso, joka odotusarvoisesti ylitetdén kerran sadassa vuodessa (kun
taustalla oleva prosessi on stationaarinen). Toisin ilmaistuna, téllaisen ilmion ta-
pahtumistodennékoisyys seuraavan vuoden aikana on 0.01. Kuten vedenkorkeu-
den mallintamisen yhteydesséd ohimennen mainittiin, toistumistaso vastaa itse
asiassa riskin mittaamiseen yleisesti kiiytettyi Valua-at-Risk —riskimittaa (lyh.
VaR), silld molemmat ovat yksinkertaisesti todennékéisyysjakauman kvantiile-
ja.

Toistumistason méaritelmén mukaan (médritelmé 2.2) t-vuoden toistumistaso
on
1

Iy = Q1—1/t(F) =FT (1 - t) ,
missd t > 0, ¢ on alla olevan jakauman F' kvantiilifunktio ja F'* on jakau-
man F yleistetty kiifinteisfunktio (jatkuvalle jakaumalle F*~ = F~1). TAmi on
yhté kuin Value-at-Risk luottamustasolla @ = 1 — 1/t: VaR, = ¢o(F) = 4.
Esimerkiksi 100-vuoden toistumistaso vastaa (1-vuoden) VaR:a tasolla o =
0.99.

Toisin sanoen edelld toistumistasojen yhteydesséd laskettiin implisiittisesti 1-
vuoden VaR,, a € {0.9,0.99,0.999,0.9999}. Tille voidaan johtaa GP-mallissa
my0s eksplisiittinen esitys osion 2.3.3 mukaisesti kddntamalld jakauma G g:

VaR, :u+§ ((;(5)5 - 1) ,

kun a > F(u); ks. myos osio 4.2. Estimaatti VaR:ille saadaan, kun yo. lausek-
keessa korvataan kaikki parametrit estimaateillaan, ja todenniikoisyytend F(u)
= P(X > u) kiiytetddn estimaattia k/n, eli tason u ylityksien osuutta kaikista
havainnoista, alaosion 3.2.2.1 mukaisesti.

Taulukossa 3.10 on esitetty onnettomuuskuolemien mééran 1-vuoden Value-at-
Risk perustuen alaosion 3.2.2.1 malliin (yhdistettyyn aineistoon suomalaisten
sattumisfrekvenssilli) kynnykselld u = 30.

Taulukko 3.10: Onnettomuuskuolemien 1-vuoden Value-at-Risk eri tasoilla.

Luottamustaso, o | VaR,
0.90 27
0.95 40
0.99 180
0.995 410
0.999 3000
0.9995 7100
0.9999 53000
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Esimerkiksi Solvenssi II:ssa pddomavaatimukset lasketaan yleisesti perustuen
1-vuoden 99.5 %:n Value-at-Riskiin VaRg g95.? Taulukon 3.10 mukaisesti on-
nettomuuskuolemien méirian VaRg g95:n piste-estimaatti tarkastellussa mallissa
on 410 kuollutta (ylemmén 95 % luottamusvilin riskimitan estimaatille ollessa
1900). Tillaisen tapahtuman rahallisen vaikutuksen arvioimiseksi tiytyy tie-
tysti yhdistdd kuolemien méérén ja niiden vaikutusten arviointi (kdytédnnossi
yleensi simuloimalla), jotta saadaan vahinkojen kokonaisjakauma; vaikutuksen
arvioinnista yleisesti ks. luvun alku.

Toisen yleisesti kdytetyn riskimitan, ns. odotetun vajeen eli Expected Shortfal-
lin (ks. osio 4.2) estimointi ei téssd tapauksessa onnistu, koska GP-jakauman
muotoparametrin estimaattille pitee & > 1, eli jakauman odotusarvo ei ole ole-
massa.

3.3.1 Vertailu Solvenssi Il:een

Vertaillaan malliin perustuvaa 1-vuoden Value-at-Riskid 99.5 %:n luottamusta-
solla — eli 410 hengen kuolemaa vastaava tapahtumaa — Solvenssi II:sen tekni-
sissé spesifikaatioissa kiytettyihin malleihin katastrofiriskistd aiheutuvan péé-
omavaateen laskennalle.

Vertailu tehdédan viidennessé Solvenssi Il:sen vaikuttavuusarvioinnissa eli ns.
QIS 5:ssa (Quantitative Impact Study 5, julkaistu 7.5.2010)'°, ja kirjoitus-
hetkelld viimeisimmaéssd, 28.01.2013 julkaistussa ns. LTGA (Long-Term Gua-
rantees Assessment) —vaikuttavuusarvioinnissa'l kiytettyihin katastrofiriskis-
pesifikaatioihin. LTGA-spesifikaation tekniset yksityiskohdat perustuvat EIO-
PA:n 21.12.2012 julkaisemiin uudistettuihin teknisiin spesifikaatioihin (”Revi-
sed Technical Specifications for the Solvency II valuation and Solvency Capital
Requirements calculations”). Solvenssi II:sen lopulliset yksityiskohdat ovat kir-
joitushetkelld (kevit 2013) vield auki, ja niistd kdydédédn poliittisia neuvotteluja
jisenmaiden kesken.

3.3.1.1 QIS5-spesifikaatio

QIS5:sen sairausvakuutus-moduulin katastrofi-alamoduulissa (health catastrop-
he risk sub-module) katastrofiriskii mitataan Solvenssi II:sen standardikaavaa
kéytettdessd kolmella standardisoidulla skenaariolla:

e Areenariski (arena disaster)
e Keskittymiériski (concentration scenario)

e Pandemiariski (pandemic scenario)

9Vaikka katastrofiriskii ei suoraan arvioidakaan t#lld tavalla SIl:n standardikaavaa
kaytettiaessa.

10QIS5-maaritykset 16ytyviat EIOPA:n (European Insurance and Occupational Pen-
sions Authority, Euroopan vakuutus- ja lisdeldkeviranomainen) verkkosivuilta osoitteesta
https://eiopa.europa.eu/consultations/qis/insurance/quantitative-impact-study-5/
index.html.

M Julkaistu osoitteessa https://eiopa.europa.eu/consultations/qis/insurance/
long-term-guarantees-assessment/index.html.
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Ks. QIS5-spesifikaatio, kohta SCR.8.5. Naistd keskittymiriskid ja erityisesti
areenariskis vastaavia skenaarioita voidaan verrata tdmén luvun katastrofimal-
liin — pandemiariski ja taudit sen sijaan eivét sisdlly malliin.

Konsentraatioriski. Konsentraatioskenaarion pyrkimyksené on kuvata maan-
tieteellisesti keskittynyttd vakuutettujen joukkoa kohtaavan katastrofin vaiku-
tusta vakuutusyhtioon; spesifikaatiossa mainitaan esimerkkiné finanssikeskuk-
sen toimistokortteleissa sattuva suuronnettomuus. Konsentraatioriskista aiheu-
tuvan pddomavaateen perustana oleva tappion méiri lasketaan seuraavalla ta-
valla (SCR.8.128):

Lco = ZC(LCO,C)27

missé tietyssd maassa c sijaitsevista keskittymistéd aiheutuva riski on
Leoe = C. Zp z,E. . (3.1)

Kaavassa (3.1) C. on vakuutusyhtion riskikonsentraation suuruus maassa c eli
spesifikaation mukaan suurin tiedossa oleva yksittéiisessi rakennuksessa tyosken-
televien vakuutettujen lukumé&irs, mukaan lukien kaikki tiedossa olevat vakuu-
tetut jotka tyoskentelevit 300 metrin séteelld rakennuksesta. p puolestaan tar-
koittaa vakuutustuotetta (turvan tyyppid), E. , exposurea eli tdssa keskimééra-
isté riskisummaa per henkil6 turvatyypissi p, ja x, sitd osuutta onnettomuudel-
le altistuneista vakuutetuista, joka kuolee tai saa turvan p kattaman vamman.
Tarkasteltavat tuote- tai turvatyypit seké néité vastaavat vaikuttavuusasteet x,
on esitetty taulukossa 3.11 alla.

Taulukko 3.11: Sairausvakuutuksen katastrofiriskimoduulissa kiiytetyt tuotetyypit ja
vammajakauma.

Turvatyyppi xp (%)
Tapaturmainen kuolema 10.0
Pysyvé tédysi tyokyvyttomyys 1.5

Pitkdaikainen tyokyvyttomyys 5.0

Lyhytaikainen tyokyvyttomyys 13.5
Sairauskulu 30.0
Yhteensa 60.0

Tarkastellaan tdmén luvun sovelluksen mukaisesti tapaturmaisten kuolemien
méérid. Kaavan (3.1) implikoima péddomavaateen perustana olevien onnetto-
muuskuolemien méairé on

N = Croq = 0.1C,

kun vakuutusyhtion suurin konsentraatio tarkastelumaassa (Suomessa) on C.
Jos C' on vaikkapa 500, saadaan konsentraatioriskin laskutavan mukaiseksi on-
nettomuustapahtumaksi 50 hengen kuolema (lisdksi tulevat tietysti muut louk-
kaantumiset). Téllainen vaikuttaa késitellyn mallin valossa suuruudeltaan tdysin
uskottavalta. Eri asia tietysti on, kuinka todennékoistd onnettomuuden sattu-
minen juuri tietyn vakuutusyhtion vakuutetuille on.
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Areenariski. Areenaskenaarion pyrkimyksend on kuvata vakuutusyhtiolle ai-
heutuvaa riskié siitd, ettd suuri méédrsd ihmisid on keskittynyt samaan aikaan sa-
maan paikkaan, ja kyseisessé paikassa tapahtuu katastrofaalinen onnettomuus.
Nimensd mukaisesti skenaarion tausta-ajatuksena on, ettd onnettomuus sattuu
ihmisié tdynni olevalla areenalla (esim. pommi réjéhtidé tai lentokone putoaa
stadionille kesken suuren urheilutapahtuman tai konsertin).

Varsinaisia katastrofikuolemia ja aiheutuvaa pddomavaatimusta ajatellen aree-
nariski lienee QIS5:n katastrofiskenaarioista merkittdvin. Areenariskistéd aiheu-
tuva piaiomavaade perustuu kokonaistappioon (SCR.8.114)2

missd maakohtainen tappion mééra on
Lar.c = 0.58. ZP ReptpBe,p. (3.2)

Laskukaavassa p, x,, ja ., ovat kuten edelld, S. on maakohtainen maan suurim-
man areenan kapasiteetti, ja R.p, = IP.,/NP°P, missé IP. ), on yhtién vakuut-
tamien henkiléiden lukumé&éréd maassa c ja tuotetyypissd p, ja NI°P on maan
vieston koko (mééritelty spesifikaatioon liittyviissd apuexcelissd). Turvatyypit
p ja vahinkotyyppien osuudet x, ovat samat kuin konsentraatioriskin kohdal-
la taulukossa 3.11. Parametreille S, kaytettdvit arvot eli areenoiden kapasi-
teetit 10ytyvit QIS5-spesifikaation liitteestd L.1. Suomen tapauksessa areenana
kaytetddn Helsingin Olympiastadionia kapasiteetilla S = 50000 henkea.

Parametrien R, ja E, tarkoituksena on taas muuntaa tarkasteltava onnetto-
muus yhtikohtaiseksi rahalliseksi tappioksi. Kaavan (3.2) mukaisesti skenaa-
riossa oletetaan, ettd areena on tédynnéd ihmisid (lukumédrd S) katastrofin ta-
pahtumahetkelld ja ettd onnettomuus vaikuttaa 50 %:iin paikallaolijoista. Tasté
epionnisemmasta puolikkaasta 60 % kuolee tai saa erityyppisié vammoja taulu-
kon 3.11 mukaisin osuuksin z,. Laskukaavan implikoima onnettomuuden koko
tapaturmaisia kuolemia tarkastellessa on

N2 = 0.552,4 = 0.0589,

mikd Suomen kohdalla tarkoittaa siis 2500 kuolemaa (tdmén lisdksi tulevat
erilaiset loukkaantumiset, kuten edellisessi kohdassa). Kuolemien mé&érd on
erittédin suuri ddriarvoteoriaan perustuvan onnettomuuskuolemamallin antama-
an lukuun verrattuna, kun kéytetédén Solvenssi II:ssi médriteltyd riskitasoa (1-
vuoden VaRg go5 = 410 henkedi); 2500 henkei vastaa itse asiassa mallin mukaan
1-vuoden Value-at-Riskid 99.89 %:n luottamustasolla. Toisin ilmaistuna, 2500
hengen onnettomuus vastaa mallissa n. 880-vuoden tapahtumaa Solvenssi II:n
vuosittaisen 99.5 %:n luottamustason implikoiman 200-vuoden tapahtuman si-
jaan.

Katastrofiriskid kuvaava areenaskenaario on ldhtokohdiltaan sindnsé uskottava.
Ei myoskéan ole epéilystiakadn, etteiko 2500 ihmisen hengen vaativan katastrofin
sattuminen olisi mahdollista. Avainkysymys kuitenkin on, kuinka todenndkdistdi

12 Alkuperiistd QIS5:sen kaavaa korjattiin spesifikaation julkaisun jilkeen, ks. ”Errata to
the QIS5 Technical Specifications” (27.9.2010) EIOPA:n verkkosivuilla.
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tallainen on. Kaikkien mahdollisten tarkastellunlaiseen onnettomuuteen johta-
vien tapahtumaketjujen maérittdminen, ja niiden todennékéisyyksien arviointi
— kuten esimerkiksi ns. todennikoisyyspohjaisessa riskianalyysissd (PRA) ydin-
voimaloiden luotettavuustarkasteluissa — on selkedsti mahdotonta. Jéiljelle j&aa
olennaisesti tilastollinen ldhestymistapa riskin arviointiin, tdmén luvun mukai-
sesti. Taltd osin voidaan todeta, ettd relevanttiin dataan viimeiseltd sadalta
vuodelta perustuvan, ddriarvoteorian tukeman mallin mukaan areenaskenaarion
suuruisen onnettomuuden tapahtuminen on selvisti Solvenssi I1:ssa tavoiteltua
99.5 % tasoa epitodennikoisempid. QIS5:sen mukaisen areenaskenaarion riski
vaikuttaa siis lilan suurelta, ainakin Suomen osalta.

QIS5:sen skenaariopohjaista ldhestymistapaa nykymuodossaan voidaan myds
kritisoida sen suhteen, ettéd konsentraatioriski ja areenariski vaikuttavat olevan
enemmén tai vihemmén padllekkiisié, eikéd ole ollenkaan selvad mikéd nédiden
yhteisvaikutuksen suhde tavoiteriskitasoon on.

3.3.1.2 LTGA-spesifikaatio

LTGA-spesifikaatiossa health-moduulin katastrofiriski-alamoduulin rakenne on
sama kuin aiemmassa QIS 5:ssa, eli katastrofiriskisté aiheutuva piddomavaatimus
lasketaan standardikaavaa kéytettdessé kolmella standardisoidulla skenaariol-
la:

o Joukko-onnettomuus (mass accident)
e Keskittymiriski (concentration scenario)
e Pandemiariski (pandemic scenario)

QIS 5:n areenariskiskenaarion nimi on siis muutettu joukko-onnettomuudeksi, ja
sen laskentatapaa on hieman muutettu. Konsentraatioriskiskenaario on pysynyt
kéytdnnossd samana kuin aiemmin.

Katastrofiriski-alamoduulin méé&rittelyihin on muutenkin tehty pienid korjauk-
sia ja tarkennuksia QIS 5:seen verrattuna. Esimerkiksi skenaarioiden sovellusa-
laa on tarkennettu (SCR.8.96):

(a) Joukko-onnettomuusskenaariota sovelletaan sairaus- ja tapaturmavakuu-
tuksiin (health insurance) ja -jélleenvakuutuksiin, poislukien lakisé4teinen
tapaturmavakuutus (workers’ compensation insurance) ja siihen liittyvi
jélleenvakutuus.

(b) Konsentraatioskenaariota sovelletaan lakisditeiseen tapaturmavakuutuk-
seen (workers’ compensation) ja ryhmévakuutusmuotoisiin ansio- tai toi-
meentuloturvavakuutuksiin (group income protection), sekd n#ihin mo-
lempiin liittyvéan jélleenvakuutukseen.

(¢) Pandemiaskenaariota sovelletaan sairaus- ja tapaturmavakuutuksiin (heal-
th insurance) ja -jélleenvakuutuksiin, poislukien lakisddteinen tapaturma-
vakuutus (workers’ compensation) ja siihen liittyvi jilleenvakutuus.

Y114 oleva jako lievittda huomattavasti QIS 5:n ongelmana ollutta massa- ja kon-
sentraatioriskiskenaarioiden péaéllekkéaisyytté, vaikka skenaarioiden yhdistelmén
suhde 99.5 %:n Value-at-Riskiin ei vieldkdin vaikuta selvilté.
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Tarkastellaan seuraavaksi LTGA-spesifikaation joukko-onnettomuusriskid; ku-
ten mainittua, konsentraatioriski on siilynyt olennaisesti samanlaisena kuin QIS
5:ssa edelld.

Joukko-onnettomuus. Kuten areenaskenaarioissa, joukko-onnettomuusskena-
arion tavoitteena on kuvata riskié, ettd paljon ihmisié sisdltédvéssa paikassa sat-
tuu katastrofaalinen onnettomuus. Pddomavaatimus alimoduulille on

SCRua=/Y_ SCRZ,..

missd SCR,,,,c on maassa c sijaitsevasta riskistd aiheutuva pé&omavaatimus.
Pddomavaade maan ¢ massaonnettomuusriskille méaritetdén sind yhtién omien
perusvarojen (basic own funds) viheneméni, joka yhtislle aiheutuu vilittoméisti
Lpyq,c:n suuruisesta tappiostal®, missa

Lypa,e=Tc E pxqup.

Kaavassa r. on se osuus maan c¢ viestostd, johon onnettomuus vaikuttaa, ja
x, se osuus onnettomuuden vaikutuspiiriin osuvista henkilisté, jotka altistuvat
tyypin p tapahtumalle, eli tapahtumalle joka korvataan tuotetyypistéd p. Osuuk-
sien r. arvot 16ytyvét spesifikaation liitteestd M. Tuotteet tai tapahtumat p seké
vahinko-osuudet z, puolestaan ovat samat kuin QIS 5:ssa kiytetyt (ks. tauluk-
ko 3.11). Suure E., yo. kaavassa on turvatyypistd p maksettavien korvausten
kokonaismééra: E.p, = >, SIp;, missd SIp,; on korvausméiré (tilanteesta riip-
puen korvausten paras estimaatti tai sopimuksen mukainen enimméiismééri) on-
nettomuuden seurauksena vakuutetulle ¢ turvasta p, ja summa on yli kaikkien
vakuutettujen ¢ jotka asuvat maassa c ja ovat vakuutettuja turvan p kattaman
tapahtuman varalta.

Joukko-onnettomuusskenaarion implikoima onnettomuuden suuruus tapatur-
maisia kuolemia tarkastellessa on

Nglczlzc = rcLaalN?,
missé xaq = 10% kuten aiemmin, ja NP°P on maan c¢ vikiluku. Suomelle r =
0.35% ja NP°P = 5.40 miljoonaal®, jolloin skenaarion implikoimaksi onnetto-
muuskuolemien lukumé&éréksi tulee 1890. Tamé on selvisti vihemmén kuin QIS
5:n areenariskiskenaarion 2500 henke&, mutta yhd huomattavasti suurempi kuin
EVT-mallin antama 1-vuoden 99.5 %:n VaR 410 henkei. Mallin mukaan 1890
hengen onnettomuus vastaa 1-vuoden VaR:ia 99.86 %:n luottamustasolla, tai
toisin ilmaistuna kerran 700 vuodessa sattuvaa onnettomuutta.

LTGA-vaikuttavuusarvion joukko-onnettomuusriskiin patee QIS 5:n areenaris-
kin kohdalla edellisen alaosion lopussa sanottu. Johtop&&tos siis on, etté vaikka
riskid on alennettu QIS 5:een verrattuna, vaikuttaa joukko-onnettomuusriskin
koko tdmén luvun analyysin valossa yhé liian suurelta (ainakin Suomen osalta)
SII:n tavoiteriskitasoon nahden.

13Pgsomavaatimus ei siis suoraan ole tappio L, vaan L:n suuruisen tappion aiheuttama
viahenem#d omissa perusvaroissa mahdollisen vastuuvelan muutoksen tappiota kompensoi-
van vaikutuksen jilkeen — esimerkiksi harkinnanvaraisten lisdetujen muutoksen seurauksena.
Solvenssi II:'sen pddomavaatimukset lasketaan laajemminkin tilld periaatteella (ks. LTGA-
spesifikaatio, SCR.2 ”Loss-absorbing capacity of technical provisions and deferred taxes”).

M Suomen vikiluku vuoden 2011 lopussa, ldhde: Tilastokeskus (http://tilastokeskus.fi).
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3.4 Onnettomuuskuolemien simuloinnista

Tarkastellaan onnettomuuskuolemien simulointia estimoituun malliin perustuen.
Koska homogeeninen Poisson-prosessimalli osoittautui riittdviksi kuvaamaan
havaintoja, perustetaan simulointi Poisson-GP-ldhestymistapaan eli tarkastel-
laan onnettomuuksien sattumista ja onnettomuuksien suuruuksia erikseen. Té-
maé ldhestymistapa on havainnollinen simulointia ajatellen.

Merkitaén ¢. onnettomuuden suuruutta (kuolemien lukumaéirid) X;, ja olkoon
onnettomuuksien lukumé&éra kiinteélld tarkasteluvalilld (0,¢] N(¢). Téllsin on-
nettomuuskuolemien kokonaisméiri (kokonaisvahinkomiiéird) vastaavalla vélilli

on
N(#)

SN ZSN(t) =X; +~~+XN(t) = ZXZ
i=1

Satunnaismuuttujaa Sy kutsutaan satunnaiseksi summaksi. Kun (X;) on jono
iid satunnaismuuttujia, ja N ja (X;) ovat riippumattomia toisistaan, kutsu-
taan Sy:44 edelleen yhdistetyksi summaksi tai joskus yhdistetyksi muuttujak-
si.

Tarkastellussa mallissa onnettomuuksien suuruudet X; ovat iid GP-jakautuneita
satunnaismuuttujia yhteiselld kertyméfunktiolla G = G¢ g, ja vahinkojen lu-
kumédrd N(¢) Poisson-jakautunut parametrilla A, A > 0. Suoraan malliole-
tuksien perusteella N(¢) on myds riippumaton kaikista satunnaismuuttujista
{X; : i =1,2,...}. Niin saadun satunnaismuuttujan S jakaumaa kutsutaan
yhdistetyksi Poisson-jakaumaksi; merkitdén Sy ~ YPoi(A, G).

Vahinkojen lukuméiirid. Kuten edelld, otetaan perusaikayksikoksi vuosi ja
tarkastellaan onnettomuuskuolemia T vuoden ajanjaksolla eli valilla (¢,¢ + T
(stationaarisuuden vuoksi voidaan ottaa yhtd hyvin vili (0,77). Mallioletus-
ten mukaisesti onnettomuuksien lukuméérd yksikon pituisella valilla (¢,¢ + 1]
on Poisson-jakautunut parametrilla A > 0, ja siis 7":n pituisella aikavalilld vas-
taavasti parametrilla AT'. Merkitéin onnettomuuksien lukumédrad N ((0,t]) :=
N(t) ~ Poi(At). Siis

., n=012,...,

kiintedlld ¢, ja sovitaan, ettd P(IN = 0) = 1, jos A = 0 (téllainen degeneroitu-
nut tapaus ei tietenkdin ole kiinnostava kdytdnnossé, ja sovelluksien kohdalla
voidaan olettaa ettd A > 0). Merkitéén lyhyesti p, = P(N(t) = n).

Yhdistetty jakauma. Yhdistetyn Poisson-jakauman kertyméfunktiolle ei ole
yksinkertaista analyyttista esitystid. Olkoon yhdistetyn muuttujan Sy kertymé-
funktio F. Tdmé voidaan periaatteessa kirjoittaa

Fle) = B(Sy <) = Y B(Sy < oIV = n)e( ZPnG”*

n=0

missd G™* on G:n n. konvoluutio, eli

G™*(z) = B(S, < 7) = / GO V% (x — ) dGly), n=1,2,...,
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ja GV (z) = 1{s>0}- Teoriassa kertyméfunktio F' on mahdollista méérité konvo-
luutioiden kautta, kun tapahtumien pistetodennékoéisyydet ja suuruusjakauman
kertyméfunktio tunnetaan. Kdytdnnossa tamé on tyoldstd, mutta jakaumasta
voidaan tuottaa realisaatioita helposti simuloimalla.

Huomautus 3.1 Olkoon Sy yhdistetty summa edelli esitetyin oletuksin ((X;)
jono id satunnaismuuttujia seki N ja (X;) riippumattomia toisistaan). TallGin
Sn:n Laplace-Stieltjes—muunnokselle yleisessd tapauksessa pitee

F(s) = /OOO e " dF(x) = ipnék(s) =My (G’(s)) ,8>0,
n=0

missi My on on satunnaismuuttujan N momentit generoiva funktio, My (s) =
E(e*N). Kun N on Poisson-jakautunut, N ~ Poi()\), momentit generoiva funk-
tio on

oo

(oo}
A’n,
_ SNy _ sno__ A7 sn . —X(1—s)
My(s) =E(e )—ane —Ze e =e .
n=0 n=0
Tarkasteltavassa Poisson-GP-mallissa siis yhdistetylle jakaumalle saadaan

F(s) = My (é(s)) — exp (—/\(1 - é(s))) . s>0.

YPoi(\, G)-jakautuneiden satunnaislukujen simulointi perustuu seuraavaksi esi-
tettdvadn tulokseen. Oletetaan, ettd kidytossd on haluttu maéaira riippumatto-
mia vilille (0, 1) tasajakautuneita satunnaismuuttujia, ja merkitiin geneeristi
téllaista muuttujaa U ~ T(0, 1). Kertyméifunktiolle T siis pétee

0, =<0,
T(x)=4 =, x€]0,1],
1, z=>1.

Lemma 3.2 (Kidinteismuunnosmenetelm#)
Olkoon F kertymdfunktio ja U ~ T(0,1). Asetetaan

Up=inf{z eR: F(z) >U}=F~(U).
Tdlloin Up noudattaa jakaumaa F, el

P(Ur <z)=F(z), VYzekR

Koska funktio F' on kertyméfunktiona oikealta jatkuva, péatee kaikilla z,y €
R

r< F(y) <= y>F()
yleistetyn kadnteisfunktion F< méaritelmén perusteella. Lemman 3.2 tulos seu-
raa nyt suoraviivaisesti: kun x € R,

P(Up < 2) = B((F~(U) < 2) = B(U < F(2)) = T(F(x)) = F(x).

Lauseen tulos pétee sekd diskreeteille ettd jatkuvilla jakaumille, ja ndiden se-
koituksille. Jatkuville jakaumille pitee edelleen F< (z) = F~1(z), Vz € R, eli
voidaan suoraan asettaa Up = min{z € R: F(z) =U} = F~Y(U) ~ F.
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Kuten edelld mainittiin, yhdistetyn Poisson-jakauman kertyméfunktiolle ei ole
olemassa yksinkertaista analyyttista esitysté, jolloin lemmaa 3.2 ei voida sovel-
taa suoraan. Yhdistettyd Poisson-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
generointi onnistuu kuitenkin seuraavalla kaksivaiheisella menettelylld. Olkoon
tarkasteltavan aikavilin pituus 7" > 0 vuotta.

Algoritmi 3.3 (YPoi-jakautuneiden satunnaismuuttujien generointi)

1. Generoidaan Poisson-jakautunut satunnaisluku parametrilla AT", merkitdan
N;, seuraavasti:

a) Generoidaan tasajakautunut satunnaismuuttuja U ~ T'(0,1).
b) Asetetaan N; = k, jos Fpoi(k — 1) < U < Fpoi(k); Fpoi on Poisson-

jakautuneen satunnaismuuttujan kertyméfunktio,

2 i
AT)?
Fros(s) = Ze—m( Iy

4!

j=1
missé || tarkoittaa kokonaislukuosaa.

2. Generoidaan Nj; kpl iid satunnaislukuja yleistetystd Pareto-jakaumasta
Ge g, merkitdén néitd Xq,..., Xn;:

i

a) Generoidaan tasajakautunut satunnaismuuttuja U ~ T'(0, 1).

b) Jos £ = 0, asetetaan }
Xj =—In U,

muutoin (kun £ # 0)

X, = %(U—ﬁ_ ).

c) Asetetaan edelleen X; = u + BXj, misséd v on GP-jakauman G¢ g
sovituksessa kéytetty kynnystaso. X; noudattaa nyt jakaumaa G¢ g.

d) Toistetaan menettelyéd kunnes on saatu N; satunnaislukua, j =1,...,
N;.

3. Asetetaan S; = Xy + - - + Xp,. Néin saatu S; noudattaa haluttua yhdis-
tettyd Poisson-jakaumaa.

Toistamalla menettely n kertaa saadaan iid otos (S; : ¢ = 1,...,n) yhdiste-
tystd jakaumasta. Olennaista ylld on, ettéd kaikki esiintyvét satunnaismuuttujat
pidetéédn toisistaan riippumattomina.

Huomautus 3.4 FEdelld ndhtiin, ettd N :n risppumattoman GP-jakautuneen sa-
tunnaismuuttujan summan jakauman mddrittdminen vaatii konvoluution laske-
mista. N-havainnon maksimin jakauma sen sijaan voidaan kirjoittaa helpos-
ti eksplisiittisessd muodossa, kuten osiossa 1.4 ndhtiin. Merkitdin maksimia
My = max (Xy,...,Xn), missi siis N ~ Poi(\) ja on risppumaton iid satun-
naismuuttujajonosta (X,) GP-jakaumalla G¢ g. Nyt pitee

-1/¢
P(MNgx):exp{— (1+§$gﬂ) } = He ,0(2),
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missd p = ?()\5 —1) ja o = BAS; ks. yhtilo 1.10. Tarkastellussa mallissa ylit-
teiden maksimi on siis GEV-jakautunut.

GEV-jakautuneita satunnaismuuttujia voidaan generoida seuraavasti lemmaan
3.2 perustuen:

Algoritmi 3.5 (GEV-jakautuneiden satunnaismuuttujien generointi)
1. Generoidaan tasajakautunut satunnaismuuttuja U ~ T'(0,1).

2. Jos £ = 0, asetetaan ~
M; = —-In(In0),

muutoin (kun & # 0)

N = %((—an)‘f —).

3. Asetetaan M = u + ﬁ]\ij. M on nyt GEV-jakautunut, M ~ He¢ ;.

3.5 Johtopaatokset

Téasséd luvussa tarkasteltiin tilastoaineistoa suomalaisia kohdanneista onnetto-
muuksista, ja toisaalta vastaavan ruotsalaisia koskevan datan yhdistdmistéd té-
hén analyysissa kéytettdvissd olevan havaintoaineiston laajentamiseksi. Tavoit-
teena oli tutkia, mitd onnettomuuskuolemien méaran todennékdsisyysjakaumas-
ta voidaan sanoa #driarvoteoriaan perustuvia tilastollisia menetelmiéd sovelta-
malla.

Tuloksia tulkittaessa tulee muistaa, ettd tarkastelu koski nimenomaan onnet-
tomuuskuolemia, ja esimerkiksi epidemia- ja pandemiakuolemia ei tarkasteltu.
Myés sodat jatettiin tarkastelun ulkopuolelle.

Kriittisesti tarkasteltuna johtopa#toksend on oikeastaan, ettéd todellisista kata-
strofitason onnettomuuskuolemista ei voida sanoa kovin paljoa minkéénlaisella
varmuudella pelkéstddn kiytettivissa olevien havaintojen perusteella, dérihava-
intojen niukkuudesta johtuen. Tadmé& ei tietenkdédn ole mikédan ylldtys ilmion
(onnettomuuskuolemien) luonnetta ajatellen. Tiedetéén, ettd merkittidvisti ha-
vaittuja suurempien onnettomuuskuolemaméérien sattuminen on mahdollista.
Kéaytannossa puhtaasti tilastollista analyysia tulee tdydentdd muun ilmion luon-
teesta tiedetyn teoreettisen ja kokemusperdisen tiedon avulla, esimerkiksi tarkas-
telemalla erilaisia mahdollisia tulevaisuuden skenaarioita. Todella dérimméisten
onnettomuuksien mahdollisuus, todennékoisyys ja vaikutukset joudutaan arvioi-
maan joka tapauksessa erikseen (mikili niitd ylipddtdéan arvioidaan), ja padttéi-
ma#n niiden vaikutuksilta suojautumisesta tai suojautumatta jattdmisestd va-
kuutusyhtion altistumisen, riskinkantokyvyn ja riskinottohalukkuuden perus-
teella.

Jotain ilmitstd voidaan silti sanoa tilastollisen mallinnuksen perusteellakin,
erityisesti hieman alemmilla luottamustasoilla. Perustamalla todennakoisyyk-
sien ja suuruusluokkien arviointi jarkevédan ddriarvoteorian tukemaan rajamal-
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liin, voidaan ilmioon liittyvaa epdvarmuutta arvioida perustellulla ja rehelli-
selld tavalla. Tarkasteltu yleistettyyn Pareto-jakaumaan perustuva malli mah-
dollistaa ekstrapolaation havaintojen ulkopuolelle, tarjoten hyddyllisen tyokalun
paatoksenteon tueksi: vaikka padtoksid ei tdysin suoraviivaisesti perustettai-
sikaan malliin, antaa tilastollinen malli kuitenkin usein korvaamattoman ku-
vauksen reaalimaailman ilmidistd vahéiselld subjektiivisuuden asteella. Erilai-
set simulaatiotarkastelut ja stressitestit voidaan myos toteuttaa suoraviivaises-

ti késitellyn mallin perusteella, ja naiden vaikutusta vakuutusyhtitoén arvioi-
da.

Esimerkkiné esitettiin Solvenssi II:sen kdyttdmén riskimitan, vuositason 99.5
%:n Value-at-Riskin estimointi onnettomuuskuolemamaéirille mallia kdyttéen,
ja tatéd verrattiin QIS5- ja LTGA-spesifikaatioissa kiytettyihin katastrofiriskia
mittaamaan pyrkiviin skenaarioihin. Konsentraatioriskiskenaarion suuruus ha-
vaittiin periaatteessa uskottavaksi. Sen sijaan areenaskenaarion riski QIS 5:ssa
ja tdmén korvaajan, joukko-onnettomuusskenaarion riski LTGA:ssa vaikutti
selvésti liian suurelta Solvenssi I1:n tavoittelemaa, paddomavaatimusten maaritta-
misessd kaytettya riskitasoa ajatellen.

Yhteenvetona voidaan jo ailemmin sanottua toistaen todeta, ettd tarkasteltu
malli antaa teoreettisesti perustellun tavan arvioida onnettomuuskuolemien méa-
rdd ja ndihin liittyvid todennikoisyyksid — tietyssd mielessd niin hyvin kuin
havaitun datan perusteella on mahdollista. Sinélld&n se on kéyttokelpoinen
tyokalu, vaikka onnettomuuskuolemien jakauman héntéan suuri epavarmuus liit-
tyykin.



Luku 4

Markkinariskin mallinnus
dariarvoteoriaa kiyttien

Tarkastellaan seuraavassa dédriarvoteorian soveltamista finanssiaikasarjoihin ja
erityisesti markkinariskin mallintamiseen. Markkinariskilld tarkoitetaan tappion
mahdollisuutta, joka johtuu muutoksista sijoitusinstrumenttien hinnoissa tai
instrumenttien hintoihin vaikuttavissa alla olevissa tekijoissii (osakkeiden ja
hyodykkeiden hinnat, korot, valuuttakurssit, jne.).

Mallinnuksen nakokulmasta riskeja edustavat satunnaismuuttujat, jotka kuvaa-
vat tulevaisuuden maailmantilat tappioita ja voittoja edustaviksi lukuarvoiksi.
Markkinariskin mallintamisessa pyrkimyksend on mallintaa tappio- tai voitto-
tappio—jakauman (profit & loss distribution, P&L) héntid — ja jakauman héntid
tarkastellessa ollaan suoraan #iriarvoteorian sovellusalueella. Agriarvot ovat
lasné kaikilla riskienhallinnan osa-alueilla: riittdvan riskienhallintajérjestelmén
on vilttdmatonta kayttad malleja, jotka huomioivat harvinaiset mutta seuraa-
muksiltaan vakavat tapahtumat, ja mahdollistavat téllaisten tapahtumien seu-
rausten mittaamisen ja arvioinnin.

4.1 Finanssiaikasarjojen piirteista

Merkitéén finanssi-instrumentin hinta-aikasarjaa (S;), jolloin vastaavat logarit-
miset tuotot ovat

S,
ry =1In ( ! ) =InS; —1InS;_;.
St—1
Taustalla oleva hintaprosessi (S;);>0 on periaatteessa jatkuva-aikainen, mutta
sovelluksia ajatellen keskitytddn tarkastelemaan tasta tasavélein havaittujen ar-
vojen muodostamaa prosessia (S;)}_g, n € N, tyypillisesti paivan péétoshintoja,
jolloin sarja (1)}, vastaa péivittiisid (log-)tuottoja.

Logaritmimuunnoksen (tai yleisemmin sopivien differenssien) soveltaminen hin-
ta-aikasarjaan tekee tuloksena olevasta tuottoaikasarjasta (r:) likimain statio-
naarisen. Tyypillinen finanssimarkkinoilla havaittu tuottodata osoittaa kuiten-
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kin vahvaa evidenssié iid-oletusta vastaan. Empiirisista tutkimuksista tiedetédén,
ettéd tuottodatalla on usein seuraavat ominaispiirteet (ks. esim. [18]):

e Data on paksuhéntéisté.
e Tuottoaikasarjan autokorrelaatio on hyvin matalaa.

e Tuottoaikasarjan arvojen nelididen tai itseisarvojen autokorrelaatio on
korkeaa.

e Volatiliteetti muuttuu (satunnaisesti) ajan suhteen.
e Volatiliteetti kasaantuu eli itseisarvoltaan suuret arvot sattuvat ryppéissé.

Néita piirteitd kutsutaan joskus finanssidataa koskeviksi tyylitellyiksi faktoiksi
(stylized facts). Finanssi-instrumenttien hintaprosesseja kuvaavien mallien tuli-
si pyrkid ottamaan ndméi empiiriset 16ydot huomioon. Erityisesti volatiliteetin
kasaantumisen (volatility clustering) mallintaminen on térkeid, silld useimmat
muista havainnoista voidaan selittdd kokonaan tai osittain tdh&n ominaisuuteen
perustuen.

Finanssidatan ilmentdmé& riippuvuusrakenne tekee tavanomaisista, iid datalle
formuloiduista dériarvoteorian tilastollisista menetelmistd pitkéalti soveltumat-
tomia.! Esimerkiksi ylitemenetelmi tai perus-POT-malli eivit suoraan sovellu
tyypilliseen dataan volatiliteetin kasaantumisen ja sen aiheuttaman &ériarvojen
ryppéissi esiintymisen vuoksi. Aiemmista luvuista muistetaan, ettd standar-
din POT-mallin ja (implisiittisesti) ylitemenetelmén taustalla on oletus, ettd
korkean tason ylitteet tapahtuvat homogeenisen Poisson-prosessin mukaises-
ti. Taméi ei tavallisesti péde finanssidatan kohdalla, vaan ylityksilld on taipu-
mus esiintyd klustereissa, vastaten ajanjaksoja jolloin volatiliteetti on korkeal-
la.

Suoraviivainen ratkaisu klusteroitumisongelmaan on edeti deklusteroimalla da-
ta eli erottelemalla havaintoklusterit toisistaan jonkin sddnnén mukaisesti, ja
tarkastelemalla vain klusterimaksimeja (ks. osio 2.4). Tdmé ei kuitenkaan rat-
kaise ongelmaa sinénséd, vaan ainoastaan kiertdd sen. Esimerkiksi juuri mark-
kinariskin kohdalla lyhyen aikavilin riippuvuusrakenteen (volatiliteetin kasau-
tumisen) ja prosessin dynamiikan mallintaminen on kiinnostavaa, ellei jopa
valttamétontd. On siis tarpeen 10ytad ilmiotd paremmin kuvaava malliraken-
ne.

Finanssidatan dériarvojen mallintamiseen markkinariskin viitekehyksessé on esi-
tetty kaksi padasiallista ldhestymistapaa: ns. itseheritteisten (self-exciting) pis-
teprosessien kaytto, seké kaksivaiheinen menetelmé, jossa dataan sovitetaan en-
sin sopiva volatiliteettirakenteen huomioiva aikasarjamalli (tyypillisesti GARCH-
perheestd), ja ylitemenetelméé sovelletaan niin saatuihin residuaaleihin. En-
simmiinen lihestymistapa on esitetty paperissa [19] (ks. myos [5, kappaleet 7.4.3
—4]; itseheréttéivilla pisteprosesseilla on alkunsa seismologisissa sovelluksissa, ks.

1Toki esimerkiksi blokkimaksimimenetelmii voidaan soveltaa vaikkapa piivittiisistd tuo-
toista poimittuihin vuosi- tai kvartaalimaksimeihin (merenpinnan korkeuden tapaan), silld
niitd havaintoja voidaan yleensi pitdd riittdvin riippumattomina. Td4mé ldhestymistapa voi
sopia, kun mietitdan esimerkiksi mahdollisia katastrofiskenaarioita stressitesteji varten, mutta
markkinariskin mallintamisen osalta ldhestymistavan hyoty on yleensi rajoitettu.
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[20] ja [15]. Toisen lihestymistavan esittiviit alun perin McNeil ja Frey paperissa
[21].

Tarkastellaan téssd luvussa [21]:n mukaista GARCH-EVT-mallia markkinaris-
kin mallintamiseen. Mallin ideana on siis kiayttad GARCH-tyyppisti aikasarja-
mallia tuottoaikasarjan volatiliteetin estimoimiseen, ja soveltaa dériarvoteoriaa
tuloksena saatavan residuaalien jakauman héntiin mallintamalla niitd GP-jakau-
milla.

4.1.1 Stationaarinen ja ehdollinen tuottojakauma

Kun tuottoprosessin volatiliteetti on stokastinen (eli tuotot eivit ole iid), voi-
daan erottaa kaksi eri tuottojakaumaa, nimittdin stationaarinen ja ehdollinen.
Stationaarinen jakauma on nimensé mukaisesti prosessin ehdollistamaton (un-
conditional) pitkdn aikaviilin jakauma, kun aikasarjan (X;) oletetaan muodosta-
van stationaarisen prosessin. Ehdollinen tuottojakauma puolestaan on tuottojen
X; jakauma hetkelld ¢ ehdollistettuna prosessin historialla F; = o({X;|s < t}),
eli hetkeen ¢ mennessé kertyneelld informaatiolla. Ehdollinen jakauma siis hei-
jastelee tarkasteluhetkelléd vallitsevia olosuhteita.

Stationaariseen tuottojakauman perustuvaa ldhestymistapaa kdytetddn yleensi
tarkastellessa pitkid aikavilejé, ja esimerkiksi luottoportfolioiden hallinnassa
([5]). Ehdollinen l&hestymistapa vaatii riskitekijéiden (tuottojen/tappioiden)
dynamiikan mallintamista, ja sopii markkinariskin mittaamiseen: markkinaris-
kin hallinnan ndkokulmasta kiinnostus kohdistuu yleensé epésuotuisista mark-
kinaliikkeisté seuraavan raportointiperiodin kuluessa mahdollisesti aiheutuviin
tappioihin, markkinoilla tarkasteluhetkelld vallitseva volatiliteettiympéristé huo-
mioiden.

4.2 Riskimitoista

Tyypillisesti portfolion, position tai yksittdisen instrumentin riskid mitataan
jollakin asianomaisen tappiojakauman héntdén liittyvalld riskimitalla, joka tii-
vistéd riskin yhdeksi riskillisyyttd kuvaavaksi numeroksi. Olkoon aikavilin [¢, ¢ +
1] tappiota kuvaava satunnaismuuttuja L;11 = —rpq1. Oletetaan seuraavassa,
ettd ldhestymistapa riskin tarkasteluun (stationaarinen tai ehdollinen tuottoja-
kauma) on jo valittu, ja merkitédén tappion L := Ly jakaumaa Fp(I) = P(L <

D).

Ensimmaéisend laajempaan kayttoon pankkimaailmassa otettu, ja yhé yleisim-
min kéytetty riskimitta on Value-at-Risk (VaR), joka kuvaa ”tappiota, jota ei
suurella todennékoisyydelld ylitetd”. Téasméillisemmin, olkoon 0 < o < 1. VaR
luottamustasolla o on pienin reaaliluku I, jolle todennikoisyys ettd tappio L
ylittda arvon [ on pienempi tai yhtd suuri kuin 1 — «:

VaR, =inf{leR:P(L>1)<1—al=inf{leR: F, >a} = F{ (a). (4.1)

VaR,, on siis tappiojakauman a-kvantiili, VaR, = ¢4 (FL) = go(L). Usein on
tarpeen eksplisiittisesti ilmaista mys tarkastelujakso (holding period), jota ris-
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kimitta koskee. Olkoon tdmé h, jolloin tarkastellaan siis aikavilin [t, ¢ + h] tap-
pioita Lgi)h = Lyi1+ -+ Ly y?, ja merkitiisin niiden jakaumaan perustuvaa
h-periodin Value-at-Riskis hetkelld ¢ VaR}, (h), tai yksinkertaisemmin VaR,, (h)
jos tarkasteluhetkesté ei ole epéselvyytta.

VaR késitteend on helposti ymmérrettévi (vaikkakin se silti joskus ymmérretiin
viidirin®), helposti kommunikoitavissa, ja yleensi helposti laskettavissa (tehtiessi
normaalisuusoletus tarvitaan olennaisesti vain arvio keskihajonnasta). VaR:iin
riskin mittana liittyy kuitenkin teoreettisia ja kiytédnnollisii ongelmia (ks. esim.
[5]); VaR ei esimerkiksi ole koherentti riskimitta Artzner et. al.:in mielessd
[22].

Toinen yleisesti kéytetty riskimitta on niin sanottu odotettu vaje eli Expected
Shortfall (ES). Nimensi mukaisesti sen voidaan ajatella kuvaavan keskimééraista
(odotusarvoista) tappiota siind tapauksessa, ettd madritty korkea tappiotaso
(VaR) ylitetdén. Tarkemmin, ES luottamustasolla « € (0, 1) mééritelldén
1 1
ESe = —— | qu(Fr)du, (4.2)

T1-a o

kun E(|L|) < oo eli L on integroituva satunnaismuuttuja. Jos tappiojakauma
Fy, on jatkuva, ES on odotettu tappio ehdolla ettd vastaavan luottamustason
VaR ylitetdan:

1
T 1l-a

1
1 —«

ES,

E (LLzsq.) = 7B (L; L > ga(L) = B(L|L > VaRy,).

Epédjatkuville jakaumille lausekkeesta tulee monimutkaisempi,

1
ESa = 1=~ (E(LiL 2 ¢a(L)) +¢a(L) [(1 — @) = B(L 2 ¢a(L))])

ks. [23]. Jatkuville jakaumille P(L > ¢, (L)) = 1 — a, ja jilkimméinen termi ylld
haviaa.

ES on koherentti riskimitta, toisin kuin VaR, ja voidaan osoittaa etté silld on
hyvét teoreettiset ominaisuudet. Kaytinnossid Expected Shortfallin kidytto ris-
kimittana voi kuitenkin olla ongelmallista, silld ES riippuu erityisen vahvasti
jakauman #irimméiisests hinnistd.* Tama herkkyys itsessiéin on tietysti toi-
vottava ominaisuus riskimitalta, mutta voi aiheuttaa ongelmia kun riskimitan
arvo taytyy estimoida vihien ddrihavaintojen perusteella. ES:n estimointi voikin

2Periodituottojen summautuvuus pétee koska tarkastellaan logaritmisia tuottoja: Ly-:—)h =
—In (Stsith) = _—In (Sf}»:il ngitl) = Z?:1 Liy;. Tamé ominaisuus onkin yksi logarit-

misten tuottojen kdyton suurimpia etuja.

3Tyypillisin ~ Value-at-Riskii  koskeva virheellinen tulkinta koskenee kiisitteen
epdmuodollista méiritelmédd muodossa (olettaen havainnollisuuden vuoksi, ettd o = 0.05)
”VaR on suurin tappio, joka tapahtuu 95 %:n todennikéisyydelld / kerran 20 vuodessa...”.
Kuten méiritelméstid ndhdddn, VaR on itse asiassa pienin tappio joka tapahtuu 5 %:ssa
huonoimmista tulemista.

4Toisena haittapuolena voidaan nihdi, ettd ES on hyvin médritelty vain, kun alla olevalla
jakaumalla on dérellinen ensimmaéinen momentti. Vakuutussovellusten yhteydessé data viittaa
joskus siihen, ettei jakauman ensimmaéinenkddn momentti ole olemassa; vrt. onnettomuuskuo-
lemien mé#aran tarkasteluun luvussa 3.
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olla vaikeaa, ja tuloksena saatavan estimaattorin varianssi on usein erittédin suu-
ri. Estimaatti saattaa heilahdella paljon yksittdisenkin héntdhavainnon muut-
tuessa. Téllaisessa tilanteessa soveltuvien ja perusteltujen tilastollisten menetel-
mien (4driarvoteorian) kdyttod on korostuneen tédrke#d. Tosin havaitun datan ul-
kopuolelle ekstrapoloitaessa tdytyy aina noudattaa varovaisuutta, ja pitdd mie-
lessé, ettd hienoinkin tilastollinen malli perustuu pohjimmiltaa havaitun otoksen
siséltdmiin havaintoihin.

Esimerkkeiné riskimittojen kaytostd, pankkeja koskevassa ns. Basel II-sdannos-
tossé vaaditaan, ettéd pankin riskipdfioman téytyy olla riittdva kattamaan pankin
kaupankéyntiportfoliosta (trading book) 10 péivin ajanjaksolla syntyvit tap-
piot 99 %:n todenniksisyydelld (ks. [5]); kiytetty riskimitta on siis 10 péivin
99 %:n VaR eli VaRg.99(10). Sisiisessi riskikontrollissa ja riskien raportoinnis-
sa kiiytetddin tavanomaisesti yhden péivin holding periodia ja 95 % luotta-
mustasoa vastaavaa VaR:ia. Euroopan unionin jdsenmaiden vakuutusyhtititd
koskevan Solvenssi II —vakavaraisuusdirektiivin méérittelyissd riskin mittana
padomavaatimusta asetettaessa kiytetddn 99.5 %:n VaR:ia vuoden ajanjak-
solla. Sveitsissd puolestaan on kiytossd oma riskiperusteinen vakuutusyhtioita
koskeva vakavaraisuussddnnostonsid (Swiss Solvency Test), jossa riskimittana
kiytetddin 99 %:n Expected Shortfallia vuoden ajanjaksolla.’

4.3 Dynaaminen EVT-malli finanssiaikasarjoil-
le

Tarkastellaan tuotto- tai tappiojakauman hannén mallinnusta ja hantédin perus-
tuvien riskimittojen (VaR, ES) estimointia #ériarvoteorian avulla, yleistettyi
Pareto-jakaumaa kayttden. Ylitemenetelmé perusmuodossaan tuottodataan so-
vellettuna koskee stationaarista tuottojakaumaa, eli on ehdollistamaton (uncon-
ditional) menetelmé. Markkinariskin mallintamiseksi lyhyelld aikavililld on kui-
tenkin tarpeen tarkastella ehdollista tuottojakaumaa, missé ehdollistus on vallit-
sevan (stokastisen) volatiliteettirakenteen suhteen. McNeil ja Frey [21] esittiviit
menetelmén, jossa yhdistetddn tuottoprosessin volatiliteettirakenteen estimoi-
miseen kiytetty (AR-)GARCH-malli GP-jakaumaan, jolla mallinnetaan aika-
sarjamallin innovaatiojakauman hénnét.

Oletetaan seuraavassa, ettéi (logaritmiset) tuotot noudattavat stationaarista ai-
kasarjaprosessia stokastisella volatiliteettirakenteella, ja tarkastellaan paivéatuot-
toja. Olkoon (X;)iez negatiivisten log-tuottojen muodostama aikasarja (yk-
sinkertaisuuden vuoksi merkitdin X; = L;). Prosessin oletetaan olevan muo-
toa

Xt = + o124,

missi put, 0p € Fy_1, ja innovaatiot (Z;) ovat iid satunnaismuuttujajono® jollakin
(tuntemattomalla) jakaumalla G.

5Ks. esim. FINMA:n (Swiss Financial Market Supervisory Authority) verkkosivut,
http://wuw.finma.ch/e/beaufsichtigte/versicherungen/schweizer-solvenztest/Pages/
default.aspx.

6Riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien muodostamaa prosessia
kutsutaan aikasarjakontekstissa usein my®s valkoiseksi kohinaksi (white noise, WN).
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Prosessin (X;) ehdollinen odotusarvo p; ja volatiliteetti oy mallinnetaan kiytté-
en ARMA- ja GARCH-tyyppisid aikasarjamalleja. Mallit sovitetaan kiyttden
kvasi-SU-menetelméé (quasi-maximum likelihood, QML), koska innovaatioja-
kaumasta G tehddin mahdollisimman vdhén oletuksia téssd vaiheessa. Tavoi-
teltua markkinariskisovellusta ajatellen innovaatiojakauman h#énnét mallinne-
taan yleistetylld Pareto-jakaumalla; koska innovaatiojakaumaa ei havaita suo-
raan, kiytetddn ensimméisen vaiheen mallin sovituksesta saatuja residuaaleja
lahtodatana.

Luodaan ensin hyvin lyhyt katsaus ARCH/GARCH-malliperheeseen, minké
jélkeen tarkastellaan GARCH-tyypin mallin sovittamista tuottodataan sekda GP-
jakauman sovitusta tuloksena saadun residuaalijakauman héntiin. Tamén jélke-
en yhdistetyn mallin perusteella esitetdin menetelma riskimittojen estimoimi-
seksi, ja menetelméié sovelletaan osakemarkkinadataan.

4.3.1 ARCH/GARCH-malliperhe

Olkoon (Zy):ez iid satunnaismuuttujajono keskiarvolla nolla ja varianssilla yksi.
ARCH-mallit (AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity) ja niiden yleis-
tyksend GARCH-mallit (Generalized ARCH) ovat yleisesti muotoa

X = 01y,

t € Z, misséd prosessin volatiliteetti o, on mitallinen sigma-algebran F;_1 =
o({X;s|s <t —1}) suhteen, ja Z; on riippumaton sigma-algebrasta F;_;. Néin
méiriteltyd sigma-algebraa F; kutsutaan prosessin (X;) historiaksi, ja se edus-
taa siis prosessista hetkeen ¢ mennessé havaittua informaatiota; informaation
kertymisti ajan suhteen kuvaa filtraatio F = (F;)iez. Mitallisuusoletuksen pe-
rusteella seuraa, etté

Var(X|F;i_1) = E(0? Z2|Fi_1) = 07 Var(Z;) = o}.

Volatiliteetti o; on siis prosessin ehdollinen keskihajonta hetkelld ¢, ja muut-
tuu jatkuvasti prosessin aiempien (nelidityjen) arvojen funktiona; téstd nimitys
”conditional heteroskedasticity”.

Sarjan (X;) sanotaan noudattavan ARCH(p)-prosessia, jos
P
o} = ag + Zanffj, VtezZ,
j=1

missd «; >0, j =1,...,p. Vastaavasti (X;) noudattaa GARCH(p, q)-prosessia,
jos

p q
UtZZO‘O"’ZanEfj"'ZBkU?fka Vtez,
=1 k=1

missd ; > 0,5 =1,...,pjafr >0, k=1,...,q. Entona GARCH-prosessin
(X;) stationaarisuudelle ja direlliselle varianssille on

p q
Zaj + Zﬂk < 1.
j=1 k=1
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ARCH-prosessin ideana on, ettd menneet havainnot vaikuttavat prosessin volati-
liteettiin (ajan mukana vaimenevilla painoilla); ndin ollen itseisarvoltaan suuret
havainnot kasvattavat volatiliteettia hetkellisesti. GARCH-mallissa volatiliteet-
ti hetkelld ¢ riippuu paitsi menneistd havaintoarvoista, my6s menneistd vola-
tiliteetin arvoista. Témé lisdd volatiliteetin pysyvyytti (volatility persistence)
mallissa.

ARCH- ja GARCH-prosessit ovat periaatteessa autokorreloitumattomia WN-
prosesseja, silli niiden autokovarianssifunktiolle pétee

v(h) = Cov(Xy, Xitn) = E (Xt — E(Xe))(Xern — E(Xe1n)))
=E(0tZi014nZin) = B(Zi1n)E(010140Z1) = 0,

kaikilla viiveilld h. Vaikka (X;) on autokorreloitumaton prosessi, voidaan osoit-
taa ettd nelidity prosessi (X?) (tai itseisarvoprosessi (|X;|)) on voimakkaasti
autokorreloitunut; itse asiassa prosessilla (X?) on ARMA-tyyppinen rakenne.
Ks. [5, luku 4.3].

4.3.2 ARMA-GARCH-mallin sovittaminen tuottoaikasar-
jaan

Finanssiaikasarjojen hallitseva piirre on volatiliteetin vaihtelu. Edellisen osion
GARCH-malli vaikuttaa téssi suhteessa ominaisuuksiensa puolesta lupaavalta
malliluokalta. Tuottoaikasarjat ilmentévat kuitenkin joskus myos autokorrelaa-
tiota pienilla viiveillda h, ja mallin sopivuuden parantamiseksi on perusteltua
lisdté edellisen kohdan GARCH-prosessiin X; = 0, Z; keskiarvotermi p, jolloin

malli saadaan muotoon
Xt = pi+ee
€ = 01y,

eli lyhyesti Xy = p¢ + 0¢Z;. Prosessin (p¢) oletetaan noudattavan ARMA-
mallia.

Edelld tehdyin oletuksin nihdidn, ettd E(X;|F—1) = e ja E(XPFi1) = oF.
Siis p; on X;:n ehdollinen odotusarvo ja o, on ehdollinen keskihajonta, missi
ehdollistus on prosessin havaitun historian suhteen.

Paperissa [21] tarkastellaan parsimoonista AR(1)-GARCH(1,1)-mallia proses-
sille (X;), ja havaitaan tdmén sopivan tuottoihin hyvin. Kédytetiin samaa malli-
spesifikaatiota. Ehdollinen odotusarvo p; noudattaa siis AR(1)-prosessia

M = ¢o + P1.Xy—1, (4.3)

ja (keskiarvolla adjustoidun sarjan X;—p: = ;) ehdollinen varianssi GARCH(1,
1)-prosessia
o7 =ap+ a1 (Xem1 — pe—1)” + Bop_y, (4.4)

missé g, a1, 8 > 0. Lisdksi vaaditaan, ettd a1 + 8 < 1 ja |¢1| < 1, jotta malli
muodostaa stationaarisen prosessin &dérelliselld varianssilla.

Tarkastellaan n havainnon mittaista (péivituottojen) aikasarjaa, jolloin péivin
t lopussa data koostuu havainnoista (zi—n—1,...,Ti—1,2;). Edelld méiritelty
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malli voidaan sovittaa tuottoaikasarjaan kvasi-suurimman uskottavuuden me-
netelmélld (QML).” Téssd tapauksessa maksimoidaan log-uskottavuusfunktio
GARCH(1,1)-mallille t-jakautuneilla innovaatioilla parametriestimaattien saa-
miseksi. Vaikka ldhestymistapa merkitsee ettéd jakaumasta tehd&ddn oletus, jo-
hon ei vilttdméttd uskota (siis innovaatioiden ei vélttaméttd uskota olevan
t-jakautuneita), QML-menetelméin voidaan osoittaa tuottavan tarkentuvan ja
asymptoottisesti normaalijakautuneen piste-estimaattorin (ks. [24]).

Mallin sovittamista varten innovaatioiden oletetaan siis noudattavan skaalat-
tua t-jakaumaa, Z; ~ t(v,0, (v — 2)/v), missi skaalauksella saadaan jakauman
varianssiksi yksi.® Maksimoitava uskottavuusfunktio on muotoa

Tl (me—
L(O;x) = H ;tg (%) )
i=1

missé o noudattaa GARCH(1,1)-mallia ja gy AR(1)-mallia, ja g(z) on innovaa-
tiojakauman tiheysfunktio.

Mallin sovituksen tuloksena saadaan parametriestimaatit 0= (QBO, (i;l7 &g, aq, B ,

). Estimaatit ehdollisen odotusarvon ja keskihajonnan sarjoille, (fit—n—1, ..., fit)
ja (64—n—1,...,0), saadaan rekursiivisesti malliyht&loistéd (4.3) ja (4.4) sopivien
alkuarvojen valinnalla.® Niiden avulla voidaan miirittis standardoidut residu-
aalit z; = (2¢—pn—1,-..,2t), Misséi

Ty — [t

Ot

Zt =

Miké&li malli sopii dataan, tulisi standardoitujen residuaalien muodostaa (liki-
main) iid sarja.

4.3.3 Innovaatiojakauman mallinnus GP-jakaumaa kiyttien

Innovaatiojakauman mallintamista varten pidetéan edellisen osion mukaisia mal-
liresiduaaleja iid realisaatioina innovaatiojakaumasta. Ylitemenetelmén mukai-
sesti tarkastellaan valitun korkean tason u ylittavia tappioita, ja sovitetaan ylit-
teiden muodostamaan dataan yleistetty Pareto-jakauma,

1

z 3
Geplz) = 1—(1+§5> , £#£0,
1—e2/B, ¢=o,

missé S > 0; ks. kappaleet 1.3 ja 2.3 edella.

7QML-menetelmii kiytettiessi oletetaan, ettd aikasarjamallin dynaaminen muoto on spe-
sifioitu oikein, mutta innovaatiojakauma voi olla spesifioitu véirin, tavanomaisesti olettaen
innovaatioiden olevan normaalijakautuneita. Saatua uskottavuusfunktiota pidetédin télléin pi-
kemminkin maksimoitavana tavoitefunktiona kuin aitona uskottavuutena.

o\ vl
8¢-jakauman tiheysfunktio on g(z;v,p,0) = % (1-{-1/71%) 2 , missi

v > 0 on vapausasteparametri ja I'(-) gammafunktio.
9Voidaan esimerkiksi asettaa nimi yhtdsuuriksi otoskeskiarvon ja otoskeskihajonnan kans-
sa, tai usein myos yksinkertaisesti kdyttda arvoina nollia.
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Muistetaan (ks. esim. osio 2.3.3) etti ylitejakauma voidaan kirjoittaa, kun z > wu,
seuraavasti:

G(2)=P(Z > 2)=P(Z > uw)P(Z > 2|Z > u)
=GWP(Z —u>z—ulZ>u)=Gu)Gu(z —u).

Kun ylitejakauma mallinnetaan GP-jakaumalla, Gy, (z) = G¢ 5(z), saadaan ti-
hén oletukseen perustuen edelleen

B L B 5w\ Y€

G(z) = G(u)Ge p(z —u) = G(u) (1+§ 3 ) .
Ylli oleva lauseke antaa hiintitodenniksisyydet, jos G(u) (tai siis G(u)) tunne-
taan.

Oletetaan, ettd jakauman héntd alkaa kynnystasosta wu; télloin kaytetystd n
havainnon otoksesta satunnainen méara N, ylittdd tdmén tason. Estimoidaan
G(u) = P(Z > u) tuttuun tapaan niiden ”hintihavaintojen” osuutena koko
otoksesta, eli

n n
kun on havaittu k tason u ylitystd — kuten aiemmin mainittu, suhteellinen osuus
k/n on my6s ylitystodenniksisyyden G(u) suurimman uskottavuuden estimaat-
tori, jos ylityksien lukumééara on Poisson- tai binomijakautunut. Héntdestimaat-
toriksi saadaan siis

QI)
O
Il
| o
7N
—
+
782N
N
> |
<
~_
L
~
o

kun z > u. Kaytdnnossd on mukavampaa valita k siten, ettd hént&din jaa tiet-
ty médrd havaintoja (siten, ettd k << n). T4mi menettely antaa satunnaisen
kynnystason, vastaten havaintojen (k4 1). jirjestystunnuslukua: Merkitéiéin ha-
vaintojen jérjestettyd otosta z(1) > z(2) =+ -+ = 2(p). Tall6in u = 23 41), ja GP-
jakauma sovitetaan ylitedataan (y1,...,yx) = (2(1) = 2(k+1)s - - -+ Z(k) = Z(k+1))>5
kuten aiemmin. Innovaatiojakauman héntédestimaattori voidaan nyt kirjoittaa

muodossa .
. k y— —-1/¢
=5 (1 +€B(k+1)> ’

missi ¢ ja B ovat sovitetun GP-jakauman parametrien SU-estimaatit. Kun
a > 1 — k/n, eli ollaan GP-jakaumalla mallinnetussa hidnnéssd, a-kvantiilin
Zo, estimaattorille saadaan eksplisiittinen esitys kddntamalld yo. yht&lo:

3 _ooN—¢
Za :éa,kzzk+1+? <<1k/na) _1> .

4.3.4 Yhdistetty GARCH-EVT-malli riskimittojen esti-
moimiseen

Laitetaan edellé tarkastellut mallin palaset yhteen riskimittojen estimoimiseksi.
Kuten edelli, olkoon F' (negatiivisten) logaritmisten péivituottojen muodosta-
man sarjan (X;);ez reunajakauman kertyméfunktio, X; ~ F. Muistetaan, ettd
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prosessin (X;) oletetaan noudattavan mallia
Xt = pe + 012y,

misséd innovaatiot ovat WN-prosessi eli jono riippumattomia ja samoin jakautu-
neita satunnaismuuttujia yhteiselld kertyméfunktiolla G. Osion 4.1.1 mukaisesti
X:n jakaumaa ja sen kvantiileja tarkastellessa voidaan erottaa kaksi tapausta:
X:n stationaarisen jakauman kvantiili eli ehdollistamaton kvantiili on
zo = inf{x e R: F(x) > a},
kun 0 < a < 1. Ehdollinen kvantiili puolestaan on ennustejakauman F; X 7] =
t+h
Fix, ;144X 7, kvantiili. Merkitdédn tata

L(h)y=inf{z € R: Fix,, 1ix, 7] = O}

missd h € N on tarkasteluhorisontti paiviné. F[

X

(h) on siis h:n pituisen pe-

Xt+h|]:t]

riodin tuottojen jakauma ehdollistettuna hetken ¢ informaatiolla, eli hetkeen

t mennessd havaitulla tuottohistorialla. Osiosta 4.2 muistetaan, ettd Value-at-

Risk luottamustasolla a on suoraan tappiojakauman a-kvantiili. Siis VaR/, (h) =
t

xt (h).

[

Ei-ehdollistetulle Expected Shortfallille pitee jatkuvan jakauman tapauksessa
ES, = E(X|X > VaR,), ja vastaava ehdollinen ES on

ESL (k) = E (X[ IX(), > VaR( (h), 7

h h
=K ZXt+j|ZXt+j > VaRg(h),Ft

Jj=1 Jj=1

Keskitytdin tarkastelemaan yhden askeleen riskimittoja (h = 1) ja merkitiéin
niitd VaRl, := VaRf (1) ja ES!, := ESL,(1). Nyt

Fix, 170 (®) = P(Xi41 < 2| F) = Pper + 0041241 < 2| F7)

:E»(Zt+1 < f—Mmm) :G(m—um),

Ot+1 Ot+1

koska piy1,0041 € Ft ja (Z;) on iid prosessi. Ehdolliset riskimitat saadaan
muotoon

VaRiY =l = pgy1 + 01120 = Her1 + i1 VaRay, (4.5)
ja

ES!, = pir1 + 001 B(Z|Z > 24) = pg1 + 0411ESq, (4.6)
missd Z ~ G ja suureiden VaR,, ES, ymmirretién viittaavan jakaumaan
G. Koska innovaatiojakauman h#innén oletetaan noudattavan GP-jakaumaa,
G = G¢ g, saadaan tuloksen (1.7) perusteella jakauman G Expected Shortfalliksi
edelleen

VaR, [ —¢u
ES, = 4.
Sa 1_§+1_£, (4.7)
jolloin yht#lo (4.6) saadaan muotoon
Za ﬂ - gz k+1
ES,, = put1+ 0141 (1 y: S _(£+ )> , (4.8)

missé £ < 1 ja kynnystasona on u = z(;11) edellisen osion mukaisesti.
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4.4 Sovellus osakeindeksidataan

Sovelletaan edelld kehitettyd mallia osakemarkkinariskin mittaamiseen. Tarkas-
teltava data koostuu OMX Helsinki ja DJ Euro STOXX 50 —osakeindeksien (tic-
kerit OMXH ja SX5E) péitoshinnoista aikavililtd 10.11.1999 — 10.11.2009.1°
Néamé on edelleen muunnettu péivittaisiksi log-tuotoiksi. Esimerkki perustuu
esitykseen [25].

Kuvassa 4.1 on ndytetty OMXH- ja SX5E-indeksien kehitys tarkastelujaksol-
la, kun ldhtoarvot on skaalattu ykkoseksi. Kuvasta kiy véalittomésti ilmi osa-
kemarkkinoille tyypillinen indeksien vahva korrelaatio. Muutoin néhdéén, ettd
OMZXH nousi jakson alussa (ns. teknokuplan aikaan) selvésti (14nsi)eurooppala-
ista osakemarkkinaa laajasti kuvaamaan pyrkivdd SX5E:td enemmén, mutta
myo0s seurannut pudotus oli vastaavasti suurempi. Tamén jalkeen indeksien suh-
teelliset muutokset ovat vastanneet pitkélti toisiaan. Tarkastelujakson lopussa
on nihtdvisséd finanssikriisin alkuun liittynyt raju pudotus molemmissa indek-
seissé.

Normeeratut paatosnoteeraukset

18r

Indeksi

0.4 . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500
Péaiva

Kuva 4.1: OMXH- ja SX5E-indeksien suhteellinen kehitys 10 vuoden tarkastelujak-
solla.

Sovitetaan EVT-GARCH-malli tdhéin dataan. Data koostuu siis negatiivisista
log-tuotoista eli tappioista ®; = (z4—n_1,-..,2:), missd kaupankdyntipdivien
méédrd n = 2509. Niihin sovitetaan osion 4.3.1 AR(1)-GARCH(1,1)-malli, jol-
loin saadaan estimaatit ehdollisille odotusarvoille (fiz—pn—1,- .., fiz) ja keskiha-
jonnoille (64—pn—1,...,0¢), ja ndiden avulla edelleen residuaaleille

- o (It—n—l — Ht—n—1 Ty — Wt
zt_(zt—n—la'~-7zt)_ - yesey = .
Ot—n—1 Ot

Hetki t vastaa havaintojakson viimeistd paivéd, tdssd tapauksessa paivaméadras
10.11.2009.

10Lshde: Bloomberg.
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Tuottoaikasarja, estimoitu volatiliteetti ja standardoidut residuaalit on esitet-
ty kuvassa 4.2 OMXH-indeksille; tilan sdfstdmiseksi kuvat esitetdéin jatkossa
vain OMXH:lle, silld SX5E-indeksin vastaavat kuvaajat ovat laadullisilta omi-
naisuuksiltaan kaytannossd tdysin samanlaisia. Kuvasta ndhdéén selvisti, et-
tei tuottodata x; = —r; ole iid:td. Aikasarjassa voidaan havaita volatiliteetin
muuttuminen ajan suhteen seké volatiliteetin kasautuminen, vastaten ”korkean
aktiviteetin” periodeja. Kuvan alaosion standardoidut residuaalit sen sijaan vai-
kuttavat tayttdavan iid-oletuksen kohtuudella.

Negatiiviset paivatuotot

0.2 T T T
- o |, ,L L il m bvad MW
ki) s il W
0.2 . . . .
500 1000 1500 2000 2500
Volatiliteetti (ehdolliset keskihajonnat)
0.05 T T T T T
o ﬂ\m
) . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500

Standardoidut residuaalit
10 T T

0 500 1000 1500 2000 2500
Paiva (t)

Kuva 4.2: Piivittiiset negatiiviset tuotot (x¢), estimoitu volatiliteetti (6¢) ja standar-
doidut residuaalit (z).

Kuvaan 4.3 alla on piirretty autokorrelaatiofunktiot p(h) = ~(h)/v(0) tuotoil-
le 7; ja standardoiduille residuaaleille z; sekd niiden nelisidyille arvoille r?
ja z2. Tuottoaikasarjassa on havaittavissa mahdollisesti hieman autokorreloi-
tuneisuutta, mutta tdmé on hyvin pienti. Sen sijaan nelididyt tuotot ovat vah-
vasti autokorreloituneita; vrt. osion 4.1 tyylitellyt faktat luvun alussa. Stan-
dardoituja residuaaleja vastaavista kuvaajista kuvan alaosassa ndhdéan, ettéd
kidytetty AR-GARCH-malli onnistuu poistamaan kaytéinnossa kaiken autokor-
relaation.

Autokorrelaatiofunktio tarjoaa havainnollisen tavan tutkia, ilmentd#ko tarkas-
teltava aikasarja autokorrelaatiota tietylld yksittdiselld viiveelld k. Testataan
autokorreloituneisuutta vield Ljung-Box-testid kiyttden; tdmé testaa autokor-
relaation olemassaoloa useilla viiveilld samanaikaisesti. [26] Testin nollahypo-
teesina Hy on, ettd ensimmaéiset m autokorrelaatiota ovat kaikki nollia, p(1) =
-+ = p(m) =0, ja tatéd testataan vaihtoehtoista hypoteesia Hy : 3k =1,...,m
s.e. p(k) # 0 vastaan. Kuvaan 4.4 on piirretty Ljung-Box-testin p-arvot eri viivei-
den madrilla m standardoiduille residuaaleille (yldosa) sekd niiden nelididyille
arvoille (alaosa). Testin perusteella nollahypoteesii ei hyléitd milldéin viiveiden
lukuméarillé, ja johtopédatoksend on, ettd residuaaleja voidaan pitééd autokorre-
loitumattomina.

Esitettyjen tarkastelujen perusteella mallia voidaan pitéé tilastollisessa mielessé
riittdvini (adequate) kuvauksena tuottoaikasarjan ominaisuuksista.
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Kuva 4.3: Tuottojen ja nelidityjen tuottojen (yldrivi) sekd standardoitujen residuaa-
lien ja néiden nelididen (alarivi) autokorrelaatiofunktiot.

Ljung-Box Q-testi; std. residuaalit z

il L
Liung-Box Q-test; nelsidyt sd.resicuaait 2
gzgo ALY WW@W a

Viiveiden maara (m)

Kuva 4.4: Ljung-Box—testin p-arvot eri viivemaarilld m.
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Piirtamaélla standardoitujen residuaalien empiirisen jakauman kvantiilit normaa-
lijakauman kvantiileja vasten (kuva 4.5), havaitaan innovaatiojakauman ole-
van selvisti normaalijakaumaa paksuhéntdisempi. Lisdksi jakauman oikea hinté
(vastaten tappioita) niyttii vasenta paksummalta, miké viittaa siihen, ettei
symmetrinen jakauma (kuten ¢-jakauma) vilttdmiéitti kuvaa tappio-/tuottojaka-
umaa erityisen hyvin.

QQ-plot; standardoidut residuaalit

Havaitut kvantiilit

. . . . . )
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Normaalijakauman kvantiilit

Kuva 4.5: Kvantiilikuvaaja; standardoidut residuaalit vs. normaalijakauma.

Edellisesséd osiossa keskityttiin tappiojakauman eli negatiivisten log-tuottojen
jakauman oikean hénnén tarkasteluun — tdsmélleen samat tulokset patevit tie-
tysti vasemmalle hannéllekin. Yleisemmin onkin tarpeen mallintaa tuotto- tai
tappiojakauman molemmat hénnét riskienhallintatarkoituksiin, silld sijoitusin-
strumentin hinnan nousu eli positiiviset tuotot muodostavat riskin (tuottavat
tappiota) sijoittajalle, joka on ns. ”shorttina” eli lyhyené kyseisté instrumenttia.
Esimerkkina téallaisesta tilanteesta on vaikkapa osakkeen lyhyeksimyynti.

Mallinnetaan innovaatiojakauman molemmat hénnét siis yleistettyd Pareto-
jakaumaa kayttden. Tétd varten valitaan kynnystasot wy ja wuy siten, etté
molempiin héntiin jid 10 % #érihavainnoista (suurimmista ja pienimmisti).
Tamé vastaa kmn arvoa 251, ja kynnyksiksi saadaan uy = zg41) = 1.242%
jaur = zgm—p) = —1.163% OMXH-indeksille. SX5E-indeksille kynnykset ovat
uy = 1.361% ja uyp, = —1.172%. Saadut parametriestimaatit on esitetty taulu-
kossa 4.1.

Taulukosta havaitaan, ettd SX5E-indeksin tappiojakauman vasemman hannén —
tuottojakauman oikean hénnén — muotoparametrin estimaatti on negatiivinen;
tamé viittaa siihen, ettd tuottojakaumalla olisi dérellinen oikea paitepiste.'!
Ei ole kuitenkaan mitddn syytéd, miksi tuottojen oletettaisiin olevan rajoitet-
tuja. Kéytannon sovelluksissa voikin olla syytéd asettaa téllainen negatiivinen
arvo nollaksi, ainakin mikéli voittojen &arikvantiilien mallintaminen on téarkeds
kasitellyn sovelluksen nikokulmasta; vrt. kuitenkin alla SX5E:n tappiojakau-
man vasemmalle hénnélle saatuihin riskilukuihin.

11 Asrellinen (oikea) péditepiste, zp < oo, tarkoittaa ettd jakauma on lyhythdintdinen. Tamé
ei kuitenkaan valttaméattd merkitse, ettd jakauma olisi kevythdntdinen.
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Taulukko 4.1: Parametriestimaatit innovaatiojakauman héntiin sovitetuille GP-
jakaumille.

Oikea hinti (tappiot) Vasen hintd (tuotot)
Parametri | SUE | 95% luottamusvili | SUE [ 95% luottamusvéli
OMXH
13 0.147 [0.021,0.273] 0.114 [—0.025,0.254]
B 0.544 [0.456, 0.648] 0.454 [0.377,0.548]
SX5E
3 0.0193 | [-0.0846,0.124] | -0.0803 | [-0.179,0.0178]
B8 0.546 [0.464,0.642] 0.500 [0.427,0.586]

Sovitetut GPD-hénnét yhdessd empiirisen kertymafunktion kanssa on piirretty
kuvaan 4.6. Piivdtuottohavaintoja on sen verran paljon, ettd empiirinen jakau-
ma vaikuttaa varsin siledltd jakauman keskivaiheilla.

Innovaatiojakauma

0.9

0.8

0.7

Empiirinen
GPD-sovite (tappiot)
GPD-sovite (tuotot)

0.6

G(2)

0.5

04r

0.3

0.2

0.1r

Kuva 4.6: Empiirinen innovaatiojakauma sovitetuilla GPD-hénnill.

Kuvissa 4.7 ja 4.8 on esitetty tarkemmin jakauman hénnat. Nahd&an, etta GP-
jakaumat sopivat hantdhavaintoihin varsin hyvin.

Kaytetddn sovitettua mallia ehdollisen Value-at-Riskin ja Expected Shortfallin
estimoimiseen osakeindekseille. Riskimittojen arvot on esitetty taulukossa 4.2
tappioille ja taulukossa 4.3 voitoille. Ndma tulee siis tulkita hetken ¢ estimaa-
teiksi (hetkeen ¢ mennessd kertyneeseen informaatioon perustuen) seuraavan
paivén, t 4+ 1, markkinariskisté.

On mielenkiintoista huomata, ettd (hajautetumpaan) SX5E-indeksiin liittyvi
tappioriski — tarkastelluilla riskimitoilla mitattuna — on pienemmilld c:n arvoil-
la suurempi kuin ”periferisempédan” OMXH-indeksiin liittyva. Toisaalta suu-
rilla luottamustasoilla johtopédtos kadntyy péinvastaiseksi, niin kuin ennakolta
saattaisi olettaakin. Vertailussa indeksien vililla taytyy kuitenkin huomata, etta
tarkastellut riskimitat ovat ehdollisia: kummankin indeksin estimoituun riskiin
hetkelld ¢ vaikuttavat siis niitd koskevat markkinaolosuhteet estimoidun volati-
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Innovaatiojakauman oikea hanta (tappiot)
T r
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Kuva 4.7: Innovaatiojakauman oikea h#nté, vastaten tappioita.

Innovaatiojakauman vasen hanté (tuotot)
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Empiirinen

l—Gu(—z)
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Kuva 4.8: Innovaatiojakauman vasen hinti, vastaten voittoja.

Taulukko 4.2: Estimoidut 1-pdivén riskimittojen arvot indekseille; tappiot (oikea
héntd).

| Luottamustaso | 0.90 [ 0.95 [ 0.99 [ 0.995 | 0.999 | 0.9997 |

OMXH, VaR}, 1.69% | 223 % | 3.71 % | 446 % | 6.54 % | 8.45 %
OMXH, ES}, 256 % | 319% | 492% | 580 % | 824 % | 105 %
SX5E, VaR}, 2.03% | 261 % [ 396 % | 456 % | 5.98 % | 7.07 %
SX5E, ESL 287 % | 345 % | 483 % | 544 % | 6.89 % | 8.00 %
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Taulukko 4.3: Estimoidut 1-péivin riskimittojen arvot indekseille; voitot (vasen
héntd).

| Luottamustaso | 0.90 | 0.95 [ 0.99 [ 0.995 | 0.999 | 0.9997 |
OMXH, VaRg | 1.59 % [ 203 % | 3.21 % | 3.78 % | 5.31 % | 6.66 %
OMXH, ES;, [ 243% [3.06% | 475 % | 5.62% | 7.98 % | 10.2 %
SX5E, VaR?, 1.75% | 226 % | 3.33% | 3.75 % | 464 % | 5.23 %

SX5E, ES}, 284 % | 336 % | 4.65% | 522 % | 6.59 % | 7.65 %

liteetin kautta.

4.4.1 Pidemmain horisontin riskin simulointi

Tarkastellaan lyhyesti riskimittojen estimoimista usean paivian tuottoperiodille,
eli tapauksessa h > 1. GARCH-malleille jakauma Fix,,  4..1x,,,|7, €l ole tie-
dossa analyyttisesti edes tunnetun innovaatiojakauman tapauksessa ([21]), joten
riskimittojen estimointi tadytyy perustaa simulointildhestymistapaan.
Merkitadn negatiivisiin log-tuottoihin perustuvan innovaatiojakauman oikeaan
héntdén (tappioihin) sovitetun GP-jakauman parametriestimaatteja EU, BU, ja
vasempaan hintidn (voittoihin) liittyvid estimaatteja vastaavasti éL, BL. Mal-
linnetaan innovaatiojakauman hinnét GP-jakaumilla, ja keskiosa ei-parametri-
sesti empiiristd jakaumaa kiyttden (vrt. kuva 4.6). Ndin muodostetusta jakau-
masta G voidaan simuloida iid innovaatioita Z ~ G kayttdmalld bootstrap-
menetelmén ja GPD-simulaation yhdistelméd seuraavasti [21, 27]:

Algoritmi 4.1 (Satunnaislukujen generointi innovaatiojakaumasta)

1. Poimitaan satunnaisesti yksi residuaali AR-GARCH-mallin sovituksessa
saadusta n:n residuaalin otoksesta; olkoon tadmaé zg.

2. Jos zg > u¥ = Z(k+1), generoidaan Géuﬁu-jakautunut satunnaismuuttuja
yY GP-jakaumasta kynnykselld 0 (ks. algoritmi 3.3, kohta 2), ja palaute-
taan zgy1) + yU;

3. Jos zp < ul = Z(n—k), generoidaan GEL‘BL—jakautunut satunnaismuuttuja
y’ GP-jakaumasta kynnykselld 0, ja palautetaan Z(n—k) — yl;

4. Muutoin (kun z¢,_) < 20 < 2(k41)) palautetaan residuaali 2 itse.

5. Toistetaan menettely.

Simulointialgoritmi generoi siis pisteitd jakaumasta

k a7 2= Z(k41

1- o <1 +§UB[(])> y 2> Z(k+1),
1 n

G(z) = o Z Lizi<zy Zn—k) < 20 < Z(k41)s
i=1

FL |z — Z(nfk)|
(1 +§ BL> y 2 < Z(n—k)-

S|
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Kiyttden innovaatiojakaumaa G(z) ja sovitettua AR(1)-GARCH(1,1)-mallia
voidaan simuloida (negatiiviset) tuotot (zyy1,...,x¢yp). Néiden kumulatiivi-
nen summa zgi)h = Z?Zl Z¢4; on yksi realisaatio h-periodin tuotosta Xt(_’f_)h
Toistamalla simulaatio riittdvan monta kertaa saadaan estimaatti tuottojen ja-

kaumalle eli tuottojakaumalle F[Xfi)hlft] = Fix, 1+ +X, 0| F:]» Ja riskimitat voi-

daan estimoida suoraviivaisesti tdhan perustuen, kuten aiemmin.

Tarkastellaan esimerkkind 1-vuoden VaR:in ja ES:n estimointia. Tdmé& vastaa
siis tarkasteluhorisonttia h = 250, kun vuodessa oletetaan olevan keskimé&érin
250 kaupankiyntipdivid. Siirrytdin kiyttimisn aritmeettisia tuottoja, v =
S;/S;_1 — 1, logaritmisten tuottojen rZ = In(S;/S;_1) sijasta, koska pitkin
aikavilin simulaatiossa logaritmisten tuottojen kaytté voi aiheuttaa ongelmia
(esim. kokonaistuotto eli yksittdisten log-tuottojen summa voi menni alle -100
%:m). Logaritmiset tuotot saadaan muutettua aritmeettisiksi kiyttadmalld relaa-
tiota r{! = exp (rf) — 1.

Taulukossa 4.4 on esitetty estimoidut VaR- ja ES-luvut OMXH-indeksille 10 si-
mulaatiopolkuun perustuen. Kussakin simulaatiossa simuloitiin siis tuotot péiva
kerrallaan, ja néistd rakennettiin simulaatiopolun kokonaistuotto hetkelld ¢ 4+ h
eli vuoden péaasta.

Taulukko 4.4: 1-vuoden riskimittojen estimaatit OMXH-indeksille hetken
t =10.11.2009 tilanteesta.

Luottamustaso 0.90 0.95 0.99 0.995 | 0.999 | 0.9997
VaR/, 28.7% | 346 % | 46.8 % | 51.8 % | 63.3 % | 69.5 %
ESL, 36.8% | 42.1 % | 53.8 % | 58.6 % | 69.0 % | 75.7 %

4.4.1.1 Vertailu Solvenssi Il:een

Kuten aiemmin on mainittu, esimerkiksi Solvenssi II —vakavaraisuussaannoston
kvantitatiivisissa vaatimuksissa kiytetadn pddomavaateiden laskemisessa 1-vuo-
den 99.5 % Value-at-Riskiéi vastaavia ”shokkeja”, eli tdmén luvun terminologi-
aa kilyttien mittaa VaR{ g95(250) (miss# ¢ on periaatteessa raportointip#ivi,
eli vuoden tai kvartaalin viimeinen p#ivii). Y14 olevan taulukon VaR{ g95 voi-
daan siis tulkita tarkastellun — SII-terminologiassa sisdisen — mallin antamaksi
osakeshokin arvoksi suomalaisille osakkeille (laskentahetken ollessa vuoden 2009
loppupuoli). Arvoksi saadaan n. 52 %.

Solvenssi II:ta vastaavassa Sveitsissd kdytossd olevassa Swiss Solvency Testissé
(SST) kiiytetty 1-vuoden Expected Shortfall tasolla 99 % eli tissi ES) gq(250)
antaa osakeshokin arvoksi n. 54 %. Tamé on téssid tapauksessa vain hieman
suurempi kuin SII:ssa kiytetylle riskimitalle mallissa saatu 52 %.

Vertailun vuoksi viidennessé Solvenssi II:sen vaikuttavuusarvioinnissa eli QIS5-
spesifikaatiossa osakeshokkina kiytettiin globaaleille osakkeille arvoa 30 % ja
muille osakkeille arvoa 40 %; ndmé sisélsivit markkinoiden tilanteen huomioi-
maan pyrkivin ns. Symmetric Adjustment (SA) —tekijdn -9 %, perusshokkien
ollessa 39 % ja 49 %. Kirjoitushetkelld viimeisimmissé, uudistetuissa teknisissi
spesifikaatioissa ("Revised Technical Specifications for the Solvency II valuation
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and Solvency Capital Requirements calculations”) luokittelu muutettiin tyypin
1 (ETA- tai OECD-maissa sédénnellyilla markkinoilla listatut) ja tyypin 2 (muut)
osakeriskillisiin arvopapereihin ja SA:n arvo vahvistettiin -7 %:ksi, mutta muu-
ten osakeriskin laskenta siilyi aiemmanlaisena.'? Osakeshokit olivat siis 32 % ja
42 %. Naméi shokit koskevat Solvenssi IT:n standardikaavan kiyttod.

Téssd osiossa saatuja tuloksia ei voi aivan suoraan verrata Solvenssi II:n spe-
sifikaatioiden kdyttdmiin arvoihin siind mielessé, ettd osakeriski on estimoi-
tu vuoden 2009 loppupuolen tilanteesta, kun QIS5-spesifikaatio on julkaistu
heindkuussé 2010 ja uudistetut spesifikaatiot joulukuussa 2012. Toisaalta SII:n
spesifikaatiot ovat pysyneet useita vuosia samoina. Voidaan todeta, ettd suu-
remman perusshokkin arvo 49 % on lidhelld tdmén luvun mallin suomalaisille
osakkeille antamaa arvoa. Sen sijaan ETA- tai OECD-maihin, joihin Suomikin
kuuluu, sovellettava 39 % on selviisti pienempi. Téaytyy muistaa, ettéd SI:n ta-
voitteena on kuitenkin asettaa riski tasolle, joka vastaa odotusarvoisesti kerran
200 vuodessa ylitettivid (vuositason) tappiota.

Spesifikaatioiden ns. symmetrisen sédtotekijan (SA) huomiointi alentaa shok-
kien arvoja entisestddn. Tamén sddtotekijan tai ”heilunnan véhentdjin” (equi-
ty dampener) tarkoituksena on vihentdi sdételyn pro-syklisid vaikutuksia, si-
ten ettei pddomavaatimuksen kasvu esim. lamassa johtaisi tilanteeseen, jossa va-
kuutusyhtié joutuu realisoimaan osakeomistuksiaan tappiolla lyhyen aikavilin
sddntelyvaatimusten tayttdmiseksi. SA-tekijin arvo mééritetdin vertaamalla
laskentahetken MSCI World -indeksin arvoa ko. indeksin 3-vuoden liukuvaan
keskiarvoon. Mikéli osakkeiden hinnat ovat keskiarvoaan korkeammalla, kas-
vatetaan osakeshokin arvoa, ja mikéli hinnat ovat liukuvaa keskiarvoa alem-
pana, viahennetain shokkia. Séatotekijan tavoite, sddntelyn aiheuttaman pro-
syklisyyden vihentdminen, voidaan ndhd& sindnsid perusteltuna ja kannatet-
tavana. Samalla taytyy kuitenkin todeta, ettd médrittely nykymuodossaan on
luonteeltaan ad hoc, ja sotii Solvenssi II:n kvantitatiivisten pddomavaatimusten
perustana olevaa markkinaehtoista ldhestymistapaa vastaan.

12Uudistettuihin teknisiin spesifikaatioihin perustuvassa ns. LTGA-arviointipaketissa sen si-
jaan kiytettiin ”siirtymévaihetta” (ns. transitional measure) Solvenssi I:sen laskentatavasta
Solvenssi II:sen laskentatapaan, siten kuin julkaistut tekniset spesifikaatiot jalkimmaista talla
hetkelld edustavat. Siirtyma tarkoitti mm., ettd SI:n mukaisesta diskonttokéyrésté siirrytdan
véhitellen SII:n mukaiseen projektion kuluesssa. Osakeriskin osalta LTGA-spesifikaatioissa
sdddetddn, ettd "siirtyma” huomioidaan siten, ettd SA-tekijdi ei kédytetd, ja osakeshokin ar-
vona kéytetddn 22 %:ia kaikille osakkeille. Sekd QIS- ettd LTGA-spesifikaatiot 16ytyvit EIO-
PA:n verkkosivuilta, osoitteesta https://eiopa.europa.eu/consultations/qis/insurance/
index.html.



Luku 5

Y hteenveto

Tassé esityksessd tarkasteltiin dériarvoteorian soveltamista reaalimaailman on-
gelmiin. Tavoitteena esitykselld oli luoda katsaus klassiseen &ariarvoteoriaan ja
kentén vakiintuneeksi muodostuneiseen nykymenetelmiin. Matemaattista taus-
tateoriaa késiteltiin vain sen verran, kuin néhtiin tarpeelliseksi kdytettyjen me-
netelmien ymmértimiseksi tai perustelemiseksi. Sen sijaan painotus esityksessé
on tilastollisilla menetelmillé ja nédiden soveltamisella.

Esityksessd tarkasteltiin kolmea sovellusta: merenpinnan korkeuden mallinta-
mista, onnettomuuskuolemien mé#rin arviointia ja markkinariskin mallinnus-
ta.

Vedenkorkeuden mallintamisongelma toimi luvussa 2 viitekehyksené, jonka avul-
la esiteltiin esityksessé kisitellyt dériarvoteoriaan perustuvat tilastolliset mene-
telmét. Standardien blokkimaksimi- ja ylitemenetelmén lisdksi vedenkorkeutta
mallinnettiin mm. epéstationaarisella GEV-mallilla ja epéstationaarisilla pis-
teprosessimalleilla. Trendin siséllyttdminen malleihin paransi mallin sopivuut-
ta huomattavasti, ja tarkastelun perusteella vedenkorkeusmaksimeissa eli ve-
denkorkeuden #iriarvoissa on havaittavissa kasvava trendi. Téllaisten ominai-
suuksien huomioiminen on keskeistd ennustettaessa ilmion kéytosta tulevaisuu-
teen. Trendin siséltéivid pisteprosessimalleja kiytettiin alimman tulvien kannal-
ta hyvaksytyn rakentamiskorkeuden arviointiin Helsingin rannikolla. Mallinnus-
ta laajennettiin myos ottamalla pisteprosessimalliin mukaan selittdvana muut-
tujana ilmanpaine-eroon perustuva North Atlantic Oscillation (NAO) —indeksi.
NAO-indeksin lisdéiminen paransi mallia merkittdvésti trendin vaikutuksen huo-
mioimisen jélkeenkin.

Luvussa 3 mallinnettiin suomalaisten onnettomuuskuolemien méiraa dédriarvo-
teoriaa kayttien. Koska suurista onnettomuuksista on vain vihin havaintoda-
taa, tarkasteltiin my6s Ruotsia koskevan onnettomuuskuolemadatan yhdistamis-
td Suomea koskevaan ja tilastollista estimointia yhdistettyyn aineistoon pe-
rustuen. Laajennettuun aineistoon sovitettu malli osoittautui kuvaavan suo-
malaisten onnettomuuskuolemaméirii selvésti pelkkddn Suomea koskevaan ai-
neistoon perustuvaa mallia paremmin. Trendinomaisten piirteiden olemassaoloa
onnettomuuskuolemadatassa tutkittiin myos mallintamalla kuolemien mé&éaria
epéstationaarisilla pisteprosesseilla. Johtopa#dtoksené oli, ettei datassa ole viit-
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teitd trendistd, kun tarkastellaan sovelluksessa kiinnostuksen kohteena olleita
suuria onnettomuuksia.

Luvussa tarkasteltiin myos katastrofiriskin mittaamista estimoitua mallia k&yt-
tden ja esitettiin menetelmét onnettomuuskuolemien méérien seké niiden otos-
maksimien simuloimiseksi. Onnettomuuskuolemamallin antamia tuloksia ver-
rattiin QIS5- ja LTGA-vaikuttavuusarvioinneissa kdytettyihin katastrofikuole-
mia koskeviin skenaarioihin. Johtopa#itoksenid on, ettd kummankin spesifikaa-
tion kidyttdmé massaonnettomuusskenaario vaikuttaa tarkastellun mallin perus-
teella selviisti Solvenssi II:ssa tavoitteena olevaa 1-vuoden 99.5 %:n Valua-at-
Risk —tasoa riskillisemmaéltéd. LTGA:n joukko-onnettomuusskenaarion implikoi-
ma onnettomuuskuolemien méérd on 1 890 henked, kun onnettomuuskuolemien
estimoitu 99.5 %:n VaR on 410 henkeid — ja 1 890 henke# vastaa EVT-mallissa
1-vuoden 99.86 %:n VaR:ia. QIS 5:n areenariskisenaarion implikoima riskitaso
on vield tdtd suurempi.

Luvussa 4 tarkasteltiin finanssiaikasarjojen dariarvojen ja erityisesti markkina-
riskin mallinnusta. Finanssiaikasarjat ilmentéavét tyypillisesti epétriviaalia riip-
puvuusrakennetta, ja niille on ominaista matalan ja korkean aktiviteetin jak-
sojen vaihtelu seké itseisarvoltaan suurien arvojen (tappioiden ja tuottojen)
kasaantuminen ajassa: ts. tuottoprosesseja kuvaavia ominaisuuksia ovat sto-
kastinen volatiliteetti ja volatiliteetin kasaantuminen ja pysyvyys. Tdmén riip-
puvuusrakenteen huomioiminen on valttamatontd markkinariskin mallintami-
seksi realistisesti. Luvussa esitetyssé ldhestymistavassa tuottodataan sovitettiin
ensin GARCH-tyypin malli volatiliteettirakenteen mallintamiseksi, ja sovituk-
sen tuloksena saadun residuaalijakauman hénnét mallinnettiin &4riarvoteoriaa
hyodyntéden. Rakennettu malli osoittautui esitettyjen testien perusteella kuvaa-
van tuottoprosessia varsin hyvin. Malliin perustuen esitettiin menetelmét ris-
ki& kuvaavien riskimittojen (Value-at-Risk, Expected Shortfall) estimoimisek-
si, sekd pidemmé&n horisontin riskin mittaamiseksi simulointildhestymistapaa
kéyttaen.

Kuten edelld esitetyistéd esimerkeistidkin havaitaan, dériarvoteorian sovellusalue
on hyvin laaja, ja se tarjoaa perustan monien hyvin erilaisten &d#ri-ilmiGiden
kuvaamiseen. Sellaisenaan diriarvoteorian tarjoamien soveltavien menetelmien
tunteminen on valittémasti hyodyllista kaikille kvantitatiivisen riskienhallinnan
— tai ylipdsnsé riskien — kanssa tydskenteleville. Aiiri-ilmiot ovat jo mésritelmén-
s mukaan harvinaisia, miké tarkoittaa etté niistd on usein olemassa vain niukas-
ti havaintoja. Néin ollen kaikkeen havaintoihin perustuvaan tilastolliseen mallin-
nukseen liittyy suuri epévarmuus. A#riarvoteoria tarjoaa kuitenkin perustellun,
ja tasmaillisen matemaattisen teorian tukeman, ldhestymistavan harvinaisten il-
mididen kuvaamiseen ja ilmitihin liittyvén epdvarmuuden arviointiin.

Koska esitys aloitettiin siteerauksella johdannossa, voitaneen yhteenvedonomai-
sena lopetuksena esittdd seuraava Jonathan Tawnilta peréisin oleva sitaatti
(tdmékin on otettu teoksesta [2]): ”The key message is that EVT cannot do
magic — but it can do a whole lot of better than empirical curve-fitting and
guesswork. My answer to sceptics is that if people arent given well-founded
statistical methods like EVT, they just use dubious ones instead.”



Liite A

Lisaa aariarvoteoriaa

A.0.2 Vaikutuspiirit maksimin suhteen

Useimpien kdytdannon sovellusten kohdalla riittaé todeta, etté olennaisesti kaikki
(jatkuvat) jakaumat joihin esimerkiksi tilastotieteessd tai vakuutus- ja finans-
simatematiikan piirissd torméatdan kuuluvat yleistetyn &dédriarvojakauman vai-
kutuspiiriin maksimin suhteen jollekin £. Tarkastellaan seuraavaksi kysymysta,
mihin kolmesta eri dédriarvojakaumatyypistéd eri jakaumat F alla oleville satun-
naismuuttujille X johtavat.

Fréchet. Osoittautuu, ettd Fréchet-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen
kuuluvat jakaumat voidaan taydellisesti karakterisoida kayttamalla saanndllisen
vathtelun (regular variation) ja hitaan vaihtelun (slow variation) késitteité.

Madritelmé A.1 (Sadnnollisesti ja hitaasti vaihtelevat funktiot)

(i) Funktio h : (0,00) — (0,00) on sddnndllisesti vaihteleva indeksilli o € R
(merkitiin h € Ry), jos
h(tx)

I o >0
250 To(x) , >0

(#i) Funktio L : (0,00) — (0,00) on hitaasti vaihteleva (merkitiin L € Ry),

jos
lm 209 g s,
T— 00 L(z)

Hitaasti vaihtelevat funktiot ovat funktioita, jotka muuttuvat suhteellisen hi-
taasti suurilla x verrattuna potenssifunktioihin. Esimerkki hitaasti vaihtele-
vasta funktiosta on logaritmifunktio In(z). Sadnnollisesti vaihtelevat funktiot
voidaan esittdéi potenssifunktiona kerrottuna hitaasti vaihtelevalla funktiolla,
h(z) = 2*L(x).

Otetaan jakauman F hinnille kiyttoon merkintd F' = 1 — F(z) = P(X > z),
Vo € R.



A.0.2 Vaikutuspiirit maksimin suhteen 163

Lause A.2 (Fréchet MDA)
Kaikilla € > 0,

F € MDA(He) <= zp =00 ja FeR_y,
eli toisin sanoen
F € MDA(H;) <= zp = 00 ja F(z) =2 Y¢L(x),
jollekin hitaasti vaihtelevalle funktiolle L.

Lause A.2 tarkoittaa mm. ettd ne jakaumat, jotka johtavat Fréchet-jakaumaan
maksimille, ovat jakaumia joilla on sdénnollisesti vaihtelevat hdnnét (negatiivi-
sella indeksilld). Suuretta oo = 1/£ kutsutaan yleisesti jakauman héntdindeksiksi
(tail index).

Fréchet MDA :han kuuluvat jakaumat ovat paksuhéntéisii, ja siten erityisen kiin-
nostavia useissa vakutuus- ja finanssipuolen sovelluksissa. Olkoon X > 0 satun-
naismuuttuja, jonka kertyméfunktio F' € MDA(H¢), £ > 0. Téllsin E(X*) =

Vk > 1/€. Sdénnollisesti vaihteleville hiannille FF € R_, nimittdin pétee [2,
5. 568]

E(Xk) < oo, k<a,
E(Xk):oo, k> a,

missé siis X ~ F. Siis jos jakauma kuuluu MDA(H¢):hin parametrilla { =
1/a > 1, jakauman ensimmé&inen momentti ei ole olemassa (on &éreton); jos
& > 1/2, jakauman varianssi on direton, ja jos & > 1/4, neljds momentti on
ddreton. Fréchet'n vaikutuspiiriin maksimin suhteen kuuluvia jakaumia ovat
mm. Fréchet-jakauma itse, Pareto, Cauchy, kidénteinen gamma, log-gamma, F
ja Burr —jakaumat.

Esimerkki A.3 (Pareto-jakauma)
Esimerkissi 1.8 osoitettiin suoralla laskulla, ettd Pareto-jakauma kuuluu Fréc-
het-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen, ' € MDA (H, o). Pareto-jaka-
uman hdantd voidaan saattaa muotoon

F(z) = (ﬁj_x)a - (“:37)& — o (; + i)a — 2" L(a),

a>0, k>0, x>0. Funktiolle L pdtee

[e3%

L t71 —1 -1\~ «a
i B0 _ o 24w ) _r
z—oo L(x T—00 (x,1 + Hfl) o R

eli L on hitaasti vaihteleva ja F lauseen A.2 mukainen.

Weibull. Weibull-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen kuuluvilla jakau-
milla on a#rellinen oikea péaétepiste. Seuraava lause karakterisoi vaikutuspii-
rin.

Lause A.4 (Weibull MDA)
Kaikilla € <0,

F € MDA(H,/¢) <= zr < 0 ja F(rp — x_l) € Riye,



A.0.2 Vaikutuspiirit maksimin suhteen 164

eli toisin sanoen
F e MDA(H,)¢) < zp <00 ja F(zp—a!) = Y L(x),

jollekin hitaasti vaihtelevalle funktiolle L.

Weibullin MDA:han kuuluvilla jakaumilla ei ole suurta roolia daritapahtumien
mallinnuksessa vakuutus- ja finassisovelluksissa niiden rajoitetun oikean hannin
vuoksi. Vaikka selviistikin tarkasteltavilla suureilla (kuten tappioilla) kaikissa
kédytdnnon tilanteissa on olemassa teoreettinen yldaraja, kiinnitetyn yldrajan z g
ottamiseen ylimiirdiseksi malliparametriksi liittyy ongelmia, ja (oikealta) ra-
joittamattoman méérittelyalueen omaavat jakaumat tarjoavat enemmén jous-
tavuutta.

Esimerkkejé Weibull-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen kuuluvista ja-
kaumista ovat beta-jakauma ja (edellisen erikoistapauksena) tasajakauma.

Esimerkki A.5 (Tasajakauma)
Tarkastellaan tasajokaumaa, F ~ T(0,1). Esimerkissi 1.7 todettiin, etti F €
MDA (H_1). Vilittémdsti néihdddn, etti tasajakaumalle xp =1 ja

Flap—az Y)=1-F1 -z Y =271
eli L(x) =1 ja Fxp —271) € R_;.

Gumbel. Gumbel-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen kuuluvien ja-
kaumien karakterisointi osoittautuu vaikeammaksi kuin kahden muun tapauk-
sen. Vaikutuspiiriin kuuluvien jakaumien hénnét vaihtelevat suuresti: esimerkik-
si normaali- ja lognormaalijakaumat kuuluvat molemmat Gumbelin MDA :han.
Normaalijakauma on ohuthéntédinen, mutta lognormaalijakauma jo selvésti pak-
suhéntidisempi. Hieman epatdsmaéllisesti Gumbelin vaikutuspiiriin maksimin suh-
teen kuuluvia jakaumia voitaisiin kuvata jakaumiksi, joiden hinnét kuolevat
olennaisesti eksponentiaalista vauhtia. Seuraava lause antaa valttdmattomét ja
riittavat ehdot.

Lause A.6 (Gumbel MDA)
F € MDA(Hy) jos ja vain jos on olemassa positiivinen funktio a s.e.

F(x:l—td(m)) ¢

lim —e!, teR,

missi rp < 00.
Erids mahdollinen valinta funktioksi @ on a = a, missi
“r F(t)
a(x) = —=dt, z<zxp.
@=[ o w<er

Satunnaismuuttujalle X ~ F' edellinen on tdsmilleen ehdollinen odotusarvo
ehdolla X > =z,
alz) =E(X —z|X >2), z<zp (A.1)

Niin médriteltyd funktiota a(x) kutsutaan ylitteen odotusarvofunktioksi (mean
excess function), ja sitd késitellddn tarkemmin osiossa 2.3 ylitemenetelmén yh-
teydessa.
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Voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttujalle X > 0 jonka jakauma kuuluu Gum-
bel-jakauman MDA:han pitee E(X*) < oo, Vk > 0 (ks. [2, s. 148]). Kaikki

positiiviset momentit ovat siis dérellisiné olemassa.

Gumbel-jakauman vaikutuspiiriin maksimin suhteen kuuluvia jakaumia ovat
mm. eksponentti, normaali, lognormaali, gamma, x?, Gumbel itse ja standardi
Weibull-jakauma (erotuksena Weibull-dériarvojakaumasta).

Yhteniinen karakterisaatio. Seuraava lause keréé yhteen yleistetyn dériarvo-
jakauman vaikutuspiirid maksimin suhteen koskevat tulokset. Sellaisenaan se
voidaan n&hd& yhtend klassisen dériarvoteorian perustuloksista. Lause muodos-
taa perustan — ja tarjoaa motivoinnin — mm. useille tilastollisille tekniikoille,
joista muutamia kasitellddn jéljempéané.

Lauseen esittdmistd varten tarvitaan kvantiilifunktion késite. Tétd tullaan kiyt-
tdmé&édn toistuvasti jatkossa.

Msiisritelmd A.7 (Kvantiilifunktio)
Jakauman F yleistettyd kadnteisfunktiota,

Fo@{)=inf{z e R|F(z) >t}, 0<t<I, (A.2)
kutsutaan jakauman F kvantiilifunktioksi. Suure xy = F* (t) mddrittelee jakau-

man F t-kvantiilin.

Lause A.8 (MDA (H;):n karakterisaatio)
Olkoon £ € R. Seuraavat viittdmdt ovat yhtdpitivid:

(i) F € MDA(H).

(i) On olemassa positiivinen funktio a(-) siten ettd, kun 1+ &x > 0,

py £l o vl c40 "
u T F(u) e”* £=0.
(iii) Kaikilla z,y >0, y # 1,
6 —1
. U(sz) =U(s) E_ 1’ £#0,
B Ty —Us) | | e c_o (A4
lny7 )

missi U(t) = F< (1—t71), t> 0.
Huomautus A.9

1) Kohta (iii) karakterisoi GEV-jakauman vaikutuspiirin maksimin suhteen
funktion U asymptoottisen kiytoksen kautta. Muotoilemalla esitys (A.4)
uudelleen paddytadn menetelmdadn datan ulkopuolisten kvantiilien estimoi-
miseksi (ks. [2, s. 849-350]). (A.4):n erikoistapaus toimii myds motivaa-
tiona muotoparametrin & ns. Pickands-estimaattorille (ks. osio 3.2).

2) Kun x > 0, yhtidlolli (A.3) on kiintoisa tulkinta todenndikoisyyksien kaut-
ta: Olkoon X satunnaismuuttuja jakaumalle F € MDA(H¢). Tdlloin (A.3)
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votdaan yhtdpitivdsti kirjoittaa

: X-—u _f (l+&a)7F, €40,
ul}r;lFP( a() > x| X > u) = { e el (A.5)

Siten (A.3) antaa tason u skaalattujen ylitteiden jakauman, kun taso u
kasvaa ddrettomdakst — tai kdaytdnnon sovelluksia ajatellen approksimaa-
tion skaalattujen ylitteiden jakaumalle kun kynnys w on korkea. Skaa-
laustekijind toimii kynnystasosta riippuva a(u). (A.3) motivoi ns. yleis-
tetyn Pareto-jakauman, jolla on aivan keskeinen asema modernimmassa
dadriarvoteoriassa korkean tason ylittdvien ilmididen ylitteiden suuruusja-
kauman mallina. Esimerkkind voidaan ajatella vaikkapa omapiddtysrajan
ylittdvien tappioiden jokaumaa FEzcess of loss -jilleenvakuutuksessa. Yle-
istettyd Pareto-jakaumaa kdsitellddn osiossa 1.5.

A.1 Stationaariset prosessit

Klassinen a#riarvoteoria koskee riippumattomia ja samoin jakautuneita muut-
tujia. Kédytdnnon sovelluksissa riippumattomuusoletus ei kuitenkaan usein ole
perusteltavissa: Ajallinen riippuvuus on yleistd havaintoaikasarjojen maksimeis-
sa autokorrelaation, muiden muuttujien vaikutuksen tai molempien seurauk-
sena. Lyhyen kantaman riippuvuus johtaa siihen, ettd darihavainnot pyrkivat
kasaantumaan ajallisesti: esimerkiksi sijoitusinstrumenttien hinta-aikasarjat il-
mentévit usein volatiliteetin kasaantumista (ks. luku 4). Samoin esimerkiksi
joen virtausmaksimit sattuvat yleensd lahekkéin myrskyn jalkeen.

Riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien jonon luonnolli-
nen yleistys on tarkastella (vahvasti) stationaarista prosessia. Satunnaismuuttu-
jajonon (Xt):ez sanotaan olevan vahvasti stationaarinen, jos sen dérellisulottei-
set jakaumat ovat muuttumattomia ajassa siirtymisen suhteen, eli

(Xers oo s Xe ) E (Xesins oy Xeon)

kaikilla indeksivalinnoilla t; < --- < t,, Vh € Z, Vn € N. Sovelluksia ajatel-
len jonoa (X;) voidaan ajatella tasavélisten havaintojen muodostamana aika-
sarjana, jossa h-pituisen havaintoblokin (X;, X;41,..., Xi+n) jakauma on sama
ajanhetkestd riippumatta eli kaikille ¢ € Z.

Satunnaismuuttujajono on heikosti stationaarinen, jos

E(X) = p vt € Z,
Cov (Xt,XS) = Cov (Xt+k7Xs+k)7 Vt,S,k € Z,

olettaen ettd kaksi ensimméistd momenttia ovat olemassa. Vahvasti stationaari-
nen prosessi on myos heikosti stationaarinen. Jatkossa tarkastellaan vahvasti sta-
tionaarista jonoa, ja kiytetdan tastd lyhyesti nimitystéd ”stationaarinen”.

Stationaarisen prosessin muodostavat satunnaismuuttujat voivat siis ilmentai
keskindisté riippuvuutta, mutta téllaisen prosessin tilastolliset ominaisuudet py-
syviit samanlaisina (edell esitettyjen méiritelmien mielessé) ajan suhteen. Sta-
tionaarisuus on selvésti riippumattomuutta realistisempi oletus monia fysikaa-
lisia prosesseja ajatellen. Osoittautuu liséksi, ettd tiettyjen lisdehtojen pétiessa
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stationaaristen jonojen kohdalla paddytdaan saman tyyppisiin rajajakaumiin kuin
iid tapauksessakin. Tilastollisen mallinnuksen kannalta tulos tulee tarkoitta-
maan, ettd stationaariseen tapaukseeen voidaan soveltaa pitkalti samoja mene-
telmié kuin iid tapaukseenkin.

Olkoon (X,) stationaarinen prosessi jossa satunnaismuuttujien X; reunaja-
kauma on F, ja M, = max(Xi,...,X,) niin kuin aiemminkin. Merkitdin

(X,):114 vastaavaa riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuut-
tujien muodostamaa prosessia samalla reunajakaumalla F'; sanotaan, etta (f(n)
on (X, ):48n liittyvé iid-prosessi. TAmén otosmaksimia merkitdin vastaavasti
M, =max(X;,...,X,).

Riippuvuus stationaarisessa jonossa voi ilmetd monissa eri muodoissa, ja on
mahdotonta rakentaa yleistd ddrimmaéisten arvojen teoriaa kaikkien stationaa-
risten jonojen muodostamalle luokalle asettamatta joitain rajoitteita mahdol-
lisille riippuvuusrakenteille (ks. [2, s. 210-211]). On luonnollista kysyé, milld
ehdoilla jonon (X,,) maksimien rajakiyttidytyminen on identtistd vastaavan iid
jonon (Xn) maksimien kanssa. Leadbetter et. al osoittivat, ettd tdhéin tarvitaan
kaksi alla tarkemmin mééritelty teknistd ehtoa (ks. [4]): Jos stationaarinen jono
ilmentd4 vain heikkoa pitkén kantaman riippuvuutta (long-range dependence)
ddrimmaisilla tasoilla (ehdon D(u,) mielessd), ja jos se ei osoita taipumusta
korkeiden arvojen kasaantumiseen (ehdon D’(u,) mielessd), niin jonojen (X,,)

ja (X,,) maksimeilla on identtinen rajajaukauma.
Esitetddn ehtojen formaalit méadritelmét.

Maiédritelmd A.10 (Ehto D(u,); distributional mixing condition)
Sanotaan, etti jono (X,,) tdiyttii ehdon D(uy,), jos kaikille p,q,n € N ja kaikille

I1<ip < <ip<ji<--<j,<n

siten, ettd j1 — iy > 1, pétee

P X; < —P X; < P X, < <
‘ <i6rflelaQXA2 i un) (?61%)1( T un) (?éif P> un) = Qi
missé A1 = {i1,...,4p}, A2 = {j1,...,7q} Ja ang — 0 kun n — oo jollekin

jonolle 1,,, jolle pitee l,,/n — 0, n — oco.

Ehto D(u,) tarkoittaa, etté jonon (X,) muodostavat satunnaismuuttujat il-
mentévit tietynlaista asymptoottista riippumattomuutta. Riippumattomien sa-
tunnaismuuttujien jonolle todenniikdisyyksien erotus mééritelméssid A.10 on
tés-miilleen nolla mille tahansa kynnystasojen jonolle (u,). Yleisemmin vaa-
ditaan vain, ettd ehto D(u,,) pétee tietylle n:n suhteen kasvavalle jonolle (uy,).
Tallaiselle kynnysjonol-le ehto intuitiivisesti varmistaa, etti riittdvan etasll toi-
sistaan oleville satunnaismuuttujajoukoille todennékoisyyksien ero ylld on niin
pieni, ettei silld ole vaikutusta ddriarvojen rajajakaumaan.

Maidritelméd A.11 (Ehto D'(u,); anti-clustering condition)
Sanotaan, ettd ehto D' (uy,) pitee jonolle (X,), jos

[n/k]
lim limsupn Z P(X:>un, X;>u,) =0

k—0o0 n—oo -
Jj=2
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Y14 |- tarkoittaa kokonaislukuosaa. Ehtoa D’(u,) kutsutaan "kasaantumise-
nestoehdoksi” stationaariselle jonolle (X,,), koska ehdosta seuraa, ettd (kor-
kean) tason u, yhteiset ylitykset parille (X;, X;) tulevat odotusarvoisesti hyvin
epitodenniikoisiksi suurille n.!

Tarkastellaan ehtojen suhdetta kdytdnnon sovelluksiin: Ehto D(u,) rajoittaa
pitkdn kantaman riippuvuutta ddrimmaisilla tasoilla, siten ettd tapahtumat
(X; > u) ja (X; > u) ovat ldhes riippumattomia riittévén suurella u, kun
ajanhetket i ja j ovat riittdviin kaukana toisistaan eli |¢ — j| on suuri. Mo-
net stationaariset jonot tayttavit tdmén ehdon. Lisiksi sen voidaan usein kat-
soa olevan perusteltu fysikaalisten prosessien tapauksessa: esimerkiksi rank-
kasateen sattuminen tén#ddn voi lisdtd ddrimméiisen kovan sateen sattumisto-
dennékoisyytta paivan tai parin sisélld, mutta tuskin tiettynd paivana vuoden
péadsti. Yleisesti ottaen ddrimméisten ilmididen pitkdn kantaman riippuvuus
vaikuttaa epitodennékoiseltd useimmissa tapauksissa, geneettistd dataa mah-
dollisesti lukuun ottamatta [8].

Pitkédn kantaman riippuvuuden poissulkeminen keskittda tarkastelun lyhyen kan-
taman riippuvuuteen (short-range dependence) dériarvoissa. Tama tyypillisesti
ilmenee siten, ettd suuret arvot pyrkivit kasaantumaan, ts. sattuvat klustereis-
sa. Jos ehto D’(u,) piitee, stationaarisella prosessilla ei ole taipumusta suu-
rien arvojen kasaantumiseen. Ehdot D(u,,) ja D’(u,) yhdessi varmistavat, ettd
ehdot tdyttidvan stationaarisen prosessin dériarvoilla on sama asymptoottinen
kédyttaytyminen kuin vastaavalla iid jonolla. T&lloin stationaariseen prosessiin
pétee siis tdsmaéilleen sama teoria kuin vastaavaan iid satunnaismuuttujajonoon-
kin.

Kéytédnnossi kuitenkin ehto D'(u,) el usein tédyty reaalimaailman prosesse-
ja tarkastellessa. Niin on esimerkiksi useimpien finanssiaikasarjojen kohdalla,
joissa usein havaitaan esimerkiksi volatiliteetin kasautumisesta johtuvaa suu-
rien havaintoarvojen ajallista kasaantumista. Esimerkiksi stationaariset ARCH-
prosessit? tiyttivit ehdon D(u,), mutteivit ehtoa D’(u,). Adrihavaintojen ka-
saantuminen lyhyen kantaman riippuvuuden seurauksena (ehdon D’ (u,,) tdytty-
mittd jidmisen mielessil) vaatii lisdkiisittelyd jotta teoriaa voidaan soveltaa. Ns.
adriarvoindeksi (extremal index) osoittautuu avainkisitteeksi. Tarkkaa médritel-
ma& varten esitetddn ensin vaihtoehtoinen ehto maksimien suppenemiselle iid
tapauksessa: Ottamalla logaritmi lausekkeessa (1.2) (ja kidyttdmélld lauseen 1.5
muotoa), saadaan

(1—Flepz+dn))" -5 He(a),
nln (1 — F(c,x +dy)) 4, In He(z), (A.6)

ja edelleen, kiyttamailld relaatiota In(1 — z) ~ —z,  — 0, saadaan vaihtoehtoi-
seksi ehdoksi vakioiden ¢, > 0 ja d,, € R olemassaolo s.e.

limnF(cpx +dy) = —InHe(z), x€R. (A7)

(Kun H¢(xz) = 0, raja-arvoksi tulkitaan co.) Itse asiassa pétee seuraava ylei-
semmaéssd muodossa oleva tulos:

1Ehto implikoi, ettd B> i <ici<ini) WX > un, X; > un) < [n/k] ZJLT:L/;J E1(X; >

Un, X5 > un) = [n/k] E]LZ/QH P (X; > un, X; > un) — 0; ks. [2, s. 213].
2ARCH = AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity; ks. kappale 4.3.1
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Propositio A.12 (Poisson-approksimaatio)
Annetulle 7 € [0,00] ja ei-viheneville jonolle (uy), u, € R, seuraavat ovat
yhtapitdvid:

lim nF(u,) = T, (A.8)
n—oo
nler;OP (Mn < un> = e . (A.9)

Seuraava tarkastelu tarjoaa taustaa propositiolle: Oletetaan yksinkertaisuuden
vuoksi, etti 0 < 7 < 0o ja méiritelldéin B, = > 1(X; > u,). Yksittiinen
ylite on Bernoulli-jakautunut, ja tason w, ylitteiden lukumééralla B,, on bino-
mijakauma parametreilla (n, F'(u,)). Standardi Poisson-jakaumaa binomijakau-
man rajana koskeva tulos® sanoo nyt, ettid B,, — Poi(7) jos ja vain jos E(B,,) =
nF(u,) — 7. Témé on juuri (A.8). Edelleen saadaan P(M, < u,) = P(B, =
0) — e~ 7. Esitetyn vuoksi (A.9):td kutsutaan joskus Poisson-approksimaatioksi
todenniikdisyydelle P(M,, < uy). [2, s. 116]

Proposition A.12 yhtépitavit viitteet iid-tapauksessa tarjoavat suoran vertai-
lukohdan stationaariseen tapaukseen nidhden.

Miidritelmi A.13 (Airiarvoindeksi, extremal index)
Olkoon (X,,) aidosti stationaarinen jono ja 0 < 6 < 1. Oletetaan, etti kaikille
T > 0 on olemassa jono (u,) = (un(7)) siten, etti

lim nF(u,) = T, (A.10)
n—oo
lim P(M, <wu,) = e . (A.11)
n—oo

Tdllgin sanotaan, etti @ on jonon (X,,) ddriarvoindeksi.

Huomautus A.14 Voidaan osoittaa, ettd mdadritelmdan A.13 mukainen 6 on
hyvin mdadritelty, eiki riipu jonon (u, (7)) valinnasta. [2, s. 416-417]

Vertaamalla propositiota A.12 iid-tapaukselle ja mééritelmii A.13 stationaari-
selle jonolle d#riarvoindeksilld 0, ndhdédan, etta

P(M,, < uy,) ~P9(M, <u,)=F"(u,), (A12)

olettaen ettid nF (u,) — 7 > 0. Tami voidaan nihd4 #ériarvoindeksin heuristise-
na médritelméné: (A.12):n mukaan n:n havainnon maksimi stationaarisesta pro-
sessista dédriarvoindeksillé 6 vastaa nf(< n) havainnon maksimia vastaavasta iid
jonosta. Luvun nf voi siis tédssad mielessé ajatella ilmoittavan ”riippumattomien”
havaintoryppéiden (klusterien) lukuméirin n havainnon otoksessa. Tilloin in-
deksilla 6 on tulkinta klusterin keskiméaréisen koon kd#nteislukuna.

Aidosti stationaarisia jonoja koskeva péétulos on seuraava:

Lause A.15 (Stationaarisen jonon rajajakauma) }
Jos (X)) on aidosti stationaarinen jono ddriarvoindeksilli 0 > 0 ja (X,) vas-
taava iid jono, niin

n— oo n—oo

M, —d, M, —d,
lim P ( < un> = H(z) <= lim P < < un) = H(z)
Cn Cn

(A.13)

3Ks. esim. [9, Lemma 3.1.1.].
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ei-degeneroituneille jakaumille H(z), H?(z).

Jos siis F' € MDA(H¢), niin stationaarisen prosessin normeerattujen maksimien
asymptoottinen jakauma on myos yleistetty dédriarvojakauma. Muotoparametri
¢ sdilyy samana kuin iid-tapauksessakin, mutta lokaatio- ja skaalaparametrit

muuttuvat: kun £ # 0,
~1/61\ "’
(exp{— (1+£x—u) })
o
—-1/¢
exp{—H(l—&-ﬁx_M) }
o
_ —-1/¢
:exp{— <1+9_€+€_§§w—1> }

| -1/
:exp{—(l—i—fx;u) },

missé i = p — %(1 —0%) ja s =064

H{ ()

Kaikilla aidosti stationaarisilla prosesseilla ei ole olemassa &iriarvoindeksii,
mutta yleensé néin on. Ks. [2, s. 418]. Esitetéén joitain esimerkkejé ([5, s. 271]):

e Riippumattomilla ja samoin jakautuneilla satunnaismuuttujajonoilla 8 =
1.

e ARMA-prosesseilla normaalijakautuneilla innovaatioilla # = 1; jos kuiten-
kin innovaatioiden jakauma kuuluu Fréchet MDA:han, niin 6 < 1.

e ARCH- ja GARCH-prosesseilla 6 < 1.

Mallinnusta ajatellen tarvitsee olennaisesti ottaen erottaa vain tapaukset § = 1
ja 68 < 1: edellisessé aikasarjalla ei ole taipumusta kasaantua suurilla arvoilla
ja maksimit kidyttaytyvét tdsmaélleen kuten iid-tapauksessakin; jalkimmaéisessé
klusteroituminen vaikuttaa rajajakauman parametrien arvoihin dariarvoindek-
sin kautta. Kédytdnnossa télla ei ole merkitystéd, koska parametrit tdytyy joka
tapauksessa estimoida datasta. Satunnaismuuttujien X; riippuvuus kuitenkin
aiheuttaa sen, ettid konvergenssi GEV-jakaumaan on hitaampaa, koska efektiivi-
sesti (riippumaton) otoskoko on n:n sijasta vain nf. Siten stationaarisen proses-
sin kohdalla tarvitaan yleisesti enemmén dataa kuin iid prosessin tapauksessa.
Estimointia varten muodostettujen havaintoblokkien tulisi myos olla riittdvan
pitkié, jotta eri blokkien maksimeja voidaan pitédéd olennaisesti riippumattomi-
na havaintoina tilastollisia menetelmié (suurimman uskottavuuden menetelméi)
ajatellen.

T—p T—p

0
4Kun ¢ = 0, saadaan vastaavasti Hg(x) = (exp{e_ - }) = exp{@e_ - } =

_z—p . -
exp{e - }, missd i = p+ olnb.
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Suurimman uskottavuuden
menetelma

Tarkastellaan riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujien
jonoa X1, Xs, ... jaoletetaan, ettd ndiden yhteinen tiheysfunktio f on olemassa.
Olkoon havaittu otos X = @ = (z1,...,%,), joka siis on satunnaismuuttujien
Xi,...,X, realisaatio. Suurimman uskottavuuden menetelméi sovellettaessa
valitaan malliperhe, jonka piiriin oletetaan tarkasteltavien satunnaismuuttujien
jakauman kuuluvan, ja estimoidaan jakauman tuntemattomat parametrit; ky-
se on siis parametrisesta estimoinnista. Olkoon todenn#koéisyysjakaumien perhe
F ={f(x;0) : 0 € O}, missi 6 parametrivektori (tai skalaari) ja © parametria-
varuus. Esimerkiksi Poisson-jakauman tapauksessa tuntemattomia parametreja
on yksi, # = A, ja normaalijakauman tapauksessa kaksi, 8 = (u, o).

Jokainen parametrivektorin arvo 6 € © méirittelee mallin M € F joka liittai
(mahdollisesti) eri todennidkoisyydet havaittuun dataan. Havaitun datan to-
dennikoisyyttd parametrien funktiona kutsutaan uskottavuusfunktioksi (like-
lihood function), merkitééin L. Uskottavuusfunktio on siis yksinkertaisesti ti-
heysfunktio (tai todennékoisyysfunktio diskreeteilld jakaumilla) tulkittuna pa-
rametrien @ funktioksi kiinnitetylle (eli havaitulle) datalle . Téasméllisemmin,
iid datalle

L(w;0) = | [ f(xi:0). (B.1)

Intuitiivisesti, parametrien arvot 6, jotka liittévét korkean todenndkoisyyden
havaittuun dataan, ovat uskottavampia kuin arvot, jotka liittdvéat matalam-
man todenn#koisyyden havaittuun otokseen. Suurimman uskottavuuden esti-
moinnissa periaatteena on valita malli, jolla on suurin uskottavuus, silld kai-
kista tarkasteltavista vaihtoehtoisista malleista M € .% juuri sen mukaan on
todennékoisintd havaita sellainen otos kuin havaittiin.

Parametrivektorin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti (SU-estimaatti, SUE)
0 saadaan siis maksimoimalla uskottavuusfunktion L arvo parametrien 6 suh-
teen:

6= L(6; ).
arg max L(6; z)
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Jatkossa merkitddn myos én, kun halutaan korostaa estimaattorin riippuvuutta
otoskoosta n.

Yleensd on mukavampi muuttaa termien tulo yhtdlssd (B.1) summaksi otta-
malla kaavassa logaritmi puolittain, ja tarkastella logaritmista uskottavuutta eli
log-uskottavuutta

l(x;0) =InL(x;0) = Zln f(zi;0). (B.2)

Logaritmifunktio [(-) on monotoninen, joten funktioilla L ja [ on samat maksi-
mikohdat, eikd muunnos siten vaikuta saataviin estimaatteihin 6.

Kun satunnaismuuttujat (X;)7; ovat riippumattomia mutta eivét samoin ja-
kautuneita, uskottavuusfunktioksi tulee suoraan

L(x;0) = [ [ fi(x:;6),
i=1
log-uskottavuudeksi vastaavasti
I(x;0) = Zln fi(z:;0),
i=1

misséd f; on X;n tiheysfunktio (tai todennikéisyysfunktio). Yleisemmin, kun
F = {f(x;0) : 0 € O} on perhe yhteisjakaumien tiheysfunktioita satunnais-
muuttujavektorille X = (Xq,...,X,) joka el vilttdmittd ole riippumaton, ha-
vaittuun otokseen & = (x1, ..., x,) perustuva uskottavuus on

L(z;0) = f(0; ).

B.1 Suurimman uskottavuuden estimaattorin omi-
naisuuksia

Tiettyjen sdédnnollisyysehtojen vallitessa suurimman uskottavuuden estimaatto-
rit ovat asymptoottisesti tehokkaita, eli

Vi (6, 8) 5 Na(0, I5(0) ™), (B.3)

kun otoskoko n — oo, missid 8 on todellinen parametrivektorin arvo, d tdmén
dimensio, ja Ir(@) havaintojen odotettu (Fisherin) informaatiomatriisi. Mer-
kittavid sddnnollisyysehtoja ovat vaatimus ettd parametrit ovat identifioitu-
via (é #+0 = f(x;é) # f(x;0)), etti @ on parametriavaruuden © sisipiste,
ja ettd f(x;0):n midrittelyalueen (support) ei tulisi riippua parametreista 6.
Saannollisyysehdoista tarkemmin, ks. esimerkiksi [12].

Fisherin informaatio skalaariparametrille # mééritellian

Ip(0) =E (aae lnL(G;X)>2;
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sadnnollisyysehtojen pétiessd tdmé voidaan saattaa edelleen muotoon

I5(0) = —E (;;InL(G X))

Vektorin @ tapauksessa odotettu (Fisherin) informaatiomatriisi on

0 0 02
Ip(0)=— (wlnL(O X)80T In L(6; X)) ]E(aeaeTlnL(G X)
milld tarkoitetaan matriisia Iy komponenteilla

2

(I5()),, = (;9 (0; X)aij lnL(G;X)) —E (aaaae In L(6; X)

SU-estimaattorin asymptoottinen tehokkuus siséltaé tuloksena seké estimaatto-
rin asymptoottisen normaalisuuden etté estimaattorin tarkentuvuuden (missé
jalkimmaéinen tarkoittaa, ettd estimaatti 0., suppenee todennikoisyyden suh-
teen todelliseen arvoon € kun n — o0). Suppenemistuloksesta (B.3) seuraa
ettd, riittdvan suurella n,

0, ~Ng(0,n ' I5(0)1), (B.4)

ja tatd voidaan kayttda hyviksi muodostettaessa asymptoottisia luottamusa-
lueita B:lle, tai, tavallisemmin, luottamusvéleji sen mille tahansa komponentille
0;. Kaytiannossid on yleensé helpompaa approksimoida odotettua informaatio-
matriisia I (0) havaitulla (Fisherin) informaatiomatriisilla I (8),

Z aeaeT In L(6; z;), (B.5)

missi € = (21,...,2,) on havaittu otos eli X:n havaittu realisaatio. Havaittu
informaatiomatriisi suppenee odotettuun suurten lukujen lain nojalla, ja on esi-
tetty, ettd joissain tilanteissa sen kaytto johtaa jopa tarkempiin tuloksiin kuin
odotetun informaatiomatriisin kiytto (ks. [1]). Molemmat versiot informaatio-
matriisista riippuvat tuntemattomista parametreista @, ja matriisien laskemi-
seksi on tarpeen korvata parametrivektori 8 estimaatillaan 6.

B.2 Asymptoottiseen normaalisuuteen perustu-
vat luottamusvilit

Tuloksesta (B.4) seuraa, ettéd standardoitu muuttuja

b — 0;
Z7=""""“N(0,1), B.6
@y "o (B.6)

missé se(él-) on f;:n asymptoottinen keskivirhe (asymptoottisen keskihajonnan
estimaatti),
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(B.6) on siis asymptoottinen tulos, jonka tulkitaan pétevén riittdvin suuril-
la n. Yhtélon (B.6) perusteella voidaan muodostaa testi nollahypoteesille Hy :
0; = 0; vaihtoehtoista hypoteesia H; : 6; # 6; ¢ vastaan, missé 6; o on jokin
kiinnostuksen kohteena oleva parametrin arvo. Asymptoottiselle testille mer-
kittivyydelli o nollahypoteesi hylitidn, jos Z > ®71(1 — «/2), missi ® on
standardin normaalijakauman kertyméfunktio.

Testiin perustuen voidaan rakentaa myo6s luottamusvilit parametrille 6;: asymp-
toottinen luottamusvéli luottamustasolla 1 — o muodostuu niistd parametriar-
voista 0; o, joilla nollahypoteesia Hy ei hylaté, ja on siis

(éi - za/gse(éi), 0, + za/gse(éi)) ,

missil 2,/ = ®71(1 — a/2) on jakauman N(0,1) (1 — a/2)-kvantiili.

Tissi esityksessd omaksutaan Colesin [1] pragmaattinen lihestymistapa, ja kiy-
tetain asymptoottisia tuloksia suoraan hyviksi pitdméalld niitd (hyviksyttavina)
approksimaatioina, joiden tarkkuus paranee otoskoon n kasvaessa.

B.2.1 Delta-menetelméi

Usein on tarvetta tarkastella parametrien 8 SU-estimaattorin 0 lisiiksi jotakin
6:n funktiota. Olkoon ¢ = ¢g(0) téllainen funktio. T#lloin funktion ¢ suurimman
uskottavuuden estimaattori saadaan yksinkertaisesti sijoittamalla parametrivek-
torin paikalle sen SU-estimaattori @ = 0, eli ¢ = ¢(0).

Olkoon edelleen d-ulotteisen parametrivektorin 6 SU-estimaatin 6 asymptoot-
tinen kovarianssimatriisi Vg = I5(0)~!. Téllsin funktion ¢ = g(#) suurimman
uskottavuuden estimaattorille patee

¢~ N(6,Vy),

missé

Vs =Vg(8)"VoVy(0)
ja gradientti Vg on

Vg(0) = (fglgw),...,gzdg(o)) ,

evaluoituna pisteessid 6 = 0. Tita kutsutaan delta-menetelmdksi. Menetelmé
mahdollistaa luottamusvélien muodostamisen estimaattorin ¢ asymptoottiseen
normaalisuuteen perustuen, samalla tavalla kuin edellisessé osiossa.
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Uskottavuusosamaaratesti

Tarkastellaan nollahypoteesin Hy : 8 € O testaamista vaihtoehtoista hypotee-
sid Hy : 8 € ©F vastaan, missid ©¢ C ©. Uskottavuusosamédritestin testisuure
médritelldan

SUPgeo, L(6;x)

Supgee L(6; )

missd * = (21,...,2,) on iid satunnaismuuttujien X realisaatio kuten aiem-
min, ja soveltuvien sddnnollisyysehtojen oletetaan edelleen pitevéan. Voidaan
osoittaa, ettd nollahypoteesin Hy vallitessa

AMzx) =

—2In\(z) ~ X2,

miss# y2-jakauman vapausasteiden mééri v on olennaisesti ehdon 6 € © méérit-
tdmien vapaiden parametrien lukuméérs vihennettyné nollahypoteesin 8 € O
madrittamalld vapaiden parametrien maaralla.

Oletetaan, etté d-dimensioinen parametrivektori @ voidaan osittaa kahteen kom-
ponenttiin, & = (0, 0?)), missi @) on kiinnostuksen kohteena oleva k-
dimensioinen vektori, ja 8 vastaa jiljelle jésvia d — k komponenttia. Pyr-
kimyksen# on testata nollahypoteesia Hy : (1) = 0(()1) vaihtoehtoista hypo-
teesia Hy : 801 # 0(()1) vastaan. Merkitddn uskottavuusfunktiota L(0; X) =
L(OW,0?); X). Uskottavuusosamidritestin testisuureelle pitee nyt

—2In\(x) = -2 (ln L(B(()l), 962);90) —InL(6M,0®; :r)) ~ X3,

missid 8 ja 8 ovat komponenttivektorien @) ja 82 rajoittamattomat SU-
estimaatit! ja 9(()2) on komponenttivektorin 8 rajoitettu SU-estimaatti nol-
lahypoteesin Hy patiessd. Y14 oleva yhtéld voidaan kirjoittaa myds muodos-

sa
Do) =2 (160,09 2) - 16,60 ),

misséd suuretta D = —2In A\ kutsutaan yleensd devianssifunktioksi tai devians-
siksi. Nollahypoteesi Hy hyldtédin, mikédli D > c o, missi c o on x3-jakauman
(1 — a)-kvantiili.

1(6W,6?) = 6 = argmaxgco L(0; X) = argmax (1) g(2)yco L((01),02)); X)
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C.1 Luottamusvilit ja profiiliuskottavuus

Luottamusjoukko parametrivektorille 8 ja luottamusvélit sen mille tahansa kom-
ponentille voidaan perustaa uskottavuusosamééritestiin. Asymptoottinen luot-
tamusjoukko vektorille 81 luottamustasolla 1 — a muodostuu niisté arvoista

0(()1), joilla nollahypoteesia Hy : 81 = 061) ei hylata, eli on
{981) : D(O(()l)) < ck,a} ,

tai

R . N 1
{eg” ;l(egl),egQ);a;) > (0“),0(2);:;:) f Qcha}.
Erityisesti, jos k& = 1 — kuten silloin kun ollaan kiinnostuneita vain yhdestd
parametrivektorin komponentista 1) kerrallaan — saadaan komponentin (1)
luottamuswdliksi

{93” . DY) < c,w},

eli
A I 1
{ag” iy (93”,032);:::) >1 (9(1),0(2)@) - 2017a}~

Kayrad (981), l (961), 982); :c)) kutsutaan parametrin 9(()1) profiili(log- )uskottavuus-
kiyriksi tai profiili(log- Juskottavuudeksi. Merkitddn profiiliuskottavuutta kom-
ponentille 8; lyhyesti

lp(gl) = maxl (9“ 9,1'; (B) = l (9“ 071'; Ji) y
misséd 0_; tarkoittaa parametrivektorin kaikkia muita paitsi ¢. komponenttia, ja
é_i = é_i(é)i) tarkoittaa vektorin O_; suurimman uskottavuuden estimaattia
kun 6; on kiinnitetty. Profiiliuskottavuus parametrille 6; on siis kullakin 6;:n
arvolla kaikkien muiden parametrivektorin komponenttien suhteen maksimoitu
log-uskottavuus.

Oletetaan seuraavaksi, ettd d-dimensioinen parametrivektori € voidaan osit-
taa kahteen komponenttiin, 8 = (0(1),0(2)) kuten aiemmin, missi (1) on k-
dimensioinen vektori ja 8 vastaa jiljelle jaivia d — k komponenttia. Profii-
liuskottavuus vektorille 81) voidaan nyt kirjoittaa lyhyesti

1,0W) = Ig(%)xl <0<1>7 02 m) -1 (9(1), 6. x) :

missd merkinnéilld on sama tulkinta kuin skalaaritapauksessa.

C.2 Mallin valinta

Sisiéikkéisten mallien tapauksessa — eli silloin kun toinen malli muodostaa ylei-
semmén mallin erikoistapauksen tiettyjen parametriarvojen ollessa rajoitettu-
ja — mallin valinta voidaan perustaa uskottavuusosaméirétestiin. Tarkastellaan
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kahta mallia, Mgy ja M;: Olkoon mallia M; vastaava (d-ulotteinen) paramet-
rivektori 6, ja olkoon My mallin M; alimalli, joka saadaan rajoittamalla 6:n
k ensimmaistd komponenttia nolliksi. Parametrivektori voidaan siis kirjoittaa
0=(00), 9(2)), missé ensimméinen komponentti vastaa nollavektoria, 81) = 0,
mallissa My C M;.

Olkoot malleja vastaavat maksimoidut log-uskottavuudet edelleen {3 (M) ja
lo(My). Testisuure on nyt

D = 2(l;(My) — Io(Mo)) ~ X3,

ja yksinkertaisempi malli Mg hyldtddn mallin M; eduksi merkittdvyystasolla
@, jos D > ¢y o, missé cg o on Yi-jakauman (1 — «)-kvantiili.

C.2.1 Informaatiokriteerit

Kuten edelld mainittiin, uskottavuusosaméiritesti soveltuu sisdkkéiisten mal-
lien vertailuun. Kun kuitenkin yleisemmin halutaan verrata malleja, jotka eivét
ole siséikkaisié ja joissa saattaa olla hyvinkin eri méird parametreja, formaalia
tilastollista testid mallinvalinnan perusteeksi ei yleisessé tapauksessa ole olemas-
sa.

Ei-sisikkaisten mallien vertailuun kéytetdan yleensi ns. informaatiokriteereji,
joiden perusajatuksena on mitata tarkasteltavan mallin sopivuutta sen saavut-
tamaan (log-)uskottavuuteen perustuen, mutta asettaa mallille sakko, joka ran-
kaisee kompleksisuudesta ja on yleensd verrannollinen mallin siséltdmien para-
metrien médrddan. Sakon tavoitteena on tehd4 eri (parametrimééran siséltdvista)
malleista keskendén mahdollisimman vertailukelpoisia. Erds tunnetuimmista in-
formaatiokriteereisti on Akaiken informaatiokriteeri (AIC). [28] Oletetaan, ettd
tarkasteltavana on m mallia, My, ..., M,,, ja ettd mallilla j on k; parametria,
merkitdsin 0; = (0;1,...,0,,)7, ja sitéd vastaava log-uskottavuus on 1;(6;;x).
AIC mallille 7 mééritelladn nyt

AIC(M]) = 21j(éj;w) — 2k‘]’

missé 6 on parametrivektorin SU-estimaatti. Malleista valitaan ldhestymistavas-
sa se, joka minimoi luvun AIC eli sakotetun log-uskottavuuden. Sakkona toi-
mii Akaiken informaatiokriteerissé suoraan malliparametrien lukumééra. Toinen
yleisesti kiytetty informaatiokriteeri on (Schwartzin) Bayesilainen informaatio-
kriteeri BIC, jossa sakkona on k; In(n), missd n on otoskoko eli havaintojen lu-
kumééri. Informaatiokriteerit eroavat yleisesti toisistaan sakkotermin muodon
suhteen.



Liite D
Poisson-prosesseista

Esitetddn lyhyesti Poisson-prosessin ja epdhomogeenisen Poisson-prosessin méé-
ritelmiit. Esitys perustuu lihteeseen [9]; ks. my6s [5]. Aloitetaan méérittelemél-
18 lukuméaramuuttuja ja laskuriprosessi.

Olkoon annettu todenndkdisyyskentté (€2, F,P). Satunnaistapahtumien (esimer-
kiksi vahinkojen) lukumé&érad kiintedlld aikavélilld voidaan kuvata ei-negatiivi-
sella satunnaismuuttujalla: Satunnaismuuttujaa N kutsutaan lukumddrdmuut-
tujaksi, jos P(N € {0,1,2,...}) = 1. Merkitéiéin tapahtumien lukuméiirin ai-
kavalilld (0,¢] laskevaa lukuméddramuuttujaa N(¢). Olkoon vastaavasti N (¢, u)
aikavélilla (¢, u], 0 < ¢ < u, tapahtuneiden vahinkojen lukumé&éra, jolloin N (¢, u)
= N(u) — N(t).

Kun tarkastellaan satunnaisilmion kehitystd ajan suhteen (esimerkiksi vahinko-
jen sattumista ajassa), tarvitaan sopivaa stokastista prosessia.

Miiritelmd D.1 (Laskuriprosessi)
Stokastinen prosessi N = (N (t));>0 on laskuriprosessi, jos N(t) on satunnais-
muuttuja ja seuraavat ehdot patevit kaikilla t > 0:

(i) B(N(0) = 0) =1,

(ii) N(t) on lukumddirimuuttuja,

(#ii) prosessin polut ovat oikealta jatkuvia ja niilli on vasemmanpuoleiset raja-
arvot (cddldg); toisin sanoen kuvaus f, : [0,00) = R, f,(t) = N(t)(w)
on cddlig Vw € Q,

(iv) P(N(t) — N(t—) =0V 1,¥¢t>0) =1, missd N(t—) = limp_,o N(t — h).

Laskuriprosessi on siis aina kokonaislukuarvoinen (kohta (ii)) ja prosessin hypyt
ovat ykkosen suuruisia (kohta (iv)).

Poisson-jakautunut satunnaismuuttuja on lukuméardmuuttujan erikoistapaus,
ja Poisson-prosessi on laskuriprosessin erikoistapaus. Satunnaismuuttujan N sa-
notaan olevan Poisson-jakautunut parametrilla A > 0, N ~ Poi()), jos

k

P(N:k):e**%, E=0,1,2,....
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Mikéli A = 0, asetetaan P(N =0) = 1.

Maiéritelmé D.2 (Poisson-prosessi)
Stokastinen prosessi N = (N(t));>0 on Poisson-prosessi intensiteetilli A > 0,
jos seuraavat ehdot tdyttyvit:

(i) N on laskuriprosessi,
(1)) N(u—t) ~ Poi(A(u — 1)) kaikilla 0 <t < u,

(#ii) mielivaltaisille ajanhetkille 0 < t1 < uy <to <uz <...<t, < up, n €N,
prosessin lisdykset N(t1,u1),..., N(tn,un) ovat ritppumattomia.

Poisson-prosessi on siis stokastinen prosessi, joka on laskuriprosessi riippumat-
tomilla ja stationaarisilli lisdyksilld, ja jolle pitee N(t) ~ Poi(At) jokaisella
t>0.

Kun vakiointensiteetti A korvataan deterministiselli funktiolla A(-), saadaan
epiahomogeeninen Poisson-prosessi. Olkoon intensiteettimitta tai kumulatiivi-
nen intensiteetti A : [0,00) — [0,00), A(t) = fg A(s) ds, misséd intensiteetti A(+)
on ei-negatiivinen funktio. Koska A on ei-negatiivinen, on A kasvava.

Maiédritelméd D.3 (Epdhomogeeninen Poisson-prosessi)
Stokastinen prosessi N = (N(t));>0 on epdhomogeeninen Poisson-prosessi in-
tensiteettimitalla A, jos seuraavat ehdot tayttyvit:

(i) N on laskuriprosessi,

(1) N(u—t)~ Poi(A(u) — A(t)) kaikilla 0 <t < u,

(i4i) mielivaltaisille ajanhetkille 0 <t <uy <tg <wug <...<t, < up,n €N,
prosessin lisdykset N(t1,u1),..., N(tn,un) ovat riippumattomia.

Intensitecttimitalle pétee siis A(u) — A(t) = [;" A(s) ds. Kun valitaan A(t) = M,
kaikilla ¢t > 0, saadaan homogeeninen Poisson-prosessi.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A on positiivinen — kuten yleenséd kiyténnossd on
— jolloin A(t) on aidosti kasvava, ja pitee A(A71(¢)) = A1 (A(¢)) = ¢. Tillsin
epiahomogeeninen Poisson-prosessi N intensiteettimitalla A voidaan aina muun-
taa homogeeniseksi Poisson-prosessiksi intensiteetillé 1:

Propositio D.4 (Prosessin aikamuunnos)

Olkoon N epihomogeeninen Poisson-prosessi intensiteettimitalla A, missd A on
aidosti kasvava. Madritelliin N = N(A='(t)), t < 0; tilloin N on homogeeni-
nen Poisson-prosessi intensiteetilli 1.

Tulos ndhdédan seuraavasti. Kiintedlld t > 0 ja k>0
- “1pyy (AATEH@E)))™ "
PV (1) = ) = BOV(A! (1)) = m) = e~ 1) BT =

eli N(t) ~ Poi(t) (ts. intensiteetti on A, missi A = 1). Taytyy nayttdd vield
lisdyksien riippumattomuus ja stationaarisuus. Nyt prosessin N lisdykset ovat
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riippumattomia suoraan mééaritelman mukaan, ja, kun 0 < s < ¢,
P(N(t) = N(s) = n) = P(N(A7'(t)) = N(A™'(s)) = n)
_ oA ) -A ()} {AAT(@®) = A(A (o)}

n!

t— n
_ ef(tfs)( s)

nl

misté stationaarisuus seuraa.
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